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Séminaire de Probabilités 1972/73

UNE_REMARQUE SUR LE PROBLEME DE SKOROKHOD
exposé de J.Bretagnolle

I. LE PROBLEME DE SKOROKHOD,

Etant donnée une mesure de probabilité p sur B telle que [xdp=0
et que Var(p) = [x*°dp <+ , résoudre le probléme de Skorokhod, c'est
trouver un temps d'arret T du mouvement brownien (Bt) issu de O tel
que la répartition de BT soit p, et ceci de maniére ' minimale", i.e.
on exige que E(T)=Var(p).

I1 y a plusieurs constructions de tels temps dtarrét. Celle de
Dubins a été exposée & ce séminaire par P.A.Meyer ( Séminaire de Stras-
bourg, vol.5, p.170-176 , Lecture Notes n°191) ., Je renverrai & cet
exposé par le signe (¥) .

J'avais émis la conjecture suivante : le temps de Dubins est le

meilleur au point de vue des moments exponentiels, au sens suivant :

soit S un temps d'arrét du mouvement brownien, soient p la loi de
By , et T le temps d'arrét de Dubins associé & la mesure p ( ainsi
BS et BT ont tous deux la méme loi p ). Alors si S posséde un moment
exponentiel, i.e. s'il existe a>0 tel que E[eas]<+oo, alors il existe
aussi un b>0 tel que E[ebT]<*a).

Une discussion avec le Professeur Dinges m'a fortement fait douter
de la validité de cette conjecture. Effectivement, j'ai ensuite trouvé
un contre-exemple que je donne au dernier paragraphe.

II., LA CONSTRUCTION DE DUBINS
Dans ce paragraphe, je rappelle les résultats de (¥) dont j'aurai
besoin,
A). Un cas simple. Donnons nous deux nombres u,v , u<O<v, et suppo-
sons que le support de la loi p soit fu,vl. Alors p=pe tqe. , avec
p+q=1, put+qv=0, ce qui détermine p et q. Soit alors Suv le temps de
sortie de l'intervalle Ju,v[ pour le mouvement brownien : Suv est fini
p.s., toutes ses puissances sont intégrables, donc E[BSu ]=0.,8i
1l'on pose p'=P{B, =u}, q'=P{Bg =v}, cela entraine p'+q'=1 et p'utq'v
Suv Suv

=0 ( continuité des trajectoires ), donc p'=p et q'=q. On vérifie immé-
diatement que E[Sﬁv]=Var(p). Autrement dit, S, résout le probléme de
Skorokhod dans ce cas simple.
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On peut calculer explicitement la transformée de Laplace E[etsuv],
et vérifier qu'elle est finie si et seulement si t(|u|+|v|)? < n%, .

B). Le temps de Skorokhod. Pour ne pas alourdir 1l'exposé, construisons

le seulement dans le cas simple ou la loi p est symétrigue. Soient
Q' un espace sur lequel on a construit un brownien, Q" sur lequel est
donnée une v.a. X de loi p. Soit O=0'xQ" muni de la mesure produit et
de la famille de tribus £t=£(X,Bs,s§t). Posons S(w;m"):S%X@nﬂle(mnﬂ(m'L
S est un temps d'arrét de (gt), et 1'on a
- |Bs|=[X| p.s. ( continuité des trajectoires ). Comme la loi de B
est symétrique, elle est donc égale & p.

3

- BUsl= S B IS xumy |, 1x(um) | L X°(u")= Var(p) .
Mais

1°) S n'est pas un temps d'arrét de la famille naturelle du brow-
nien ;

2°) Le calcul de E[ets] montre que si p n'est pas & support com-
pact, E[ets]=+oo pour tout t>0 d'aprés A).

C). Le temps de Dubins . On va tout d'abord travailler sur (R,B,p)
en appelant X la v.a, x> X, Construisons par récurrence une

famille croissante de tribus finies gn , dont les atomes seront des

intervalles ]a?,a?+1] : Hy={0,R], H, a pour atomes ]-00,0] et]0,+w ] ;

, . , n n
§n+1 s'obtient en découpant chaque atome ]ai,ai+1] en deux atomes

Jal,0}1], ]b?,a?+1] , od b est défini par

1
b, = n _n Ja; ,a
i P-( ]ai’ai'ﬂ]) i7iH
aprés quoi on renumérote les atomes. Si maintenant anE[Xlgn], les

] Xdp.

Xn forment une martingale uniformément intégrable et on montre (voir

(*)) que X tend vers X dans L1, donc en loi , ou encore que les
n._n

mesures p = T ;J.(]ai,ai+1]).e:blil convergent vers p .

R i

imz/'gﬁ\\ e n Posons X 5 150 (XO=0) . Sur
A %31 1'atome ]ai,ai+1] de H , x,, nme prend

T T T S o+ que deux valeurs , l'une négative

Kot u? = bg+1-b2 ( voir figure )
3 3 3 n+2 1'autre positive v? = b?:}—b?. Nous
noterons WV, les fonctions gn—mesurables

valant respectivement u?, v? sur chaque atome ]a?,a§*1] de H .

Nous notons aussi K le support de j, ( 1'ensemble des b? ).
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Soit maintenant un brownien (B ) muni de ses tribus naturelles

F,. Posons R;=0, R, =inf{t|t>R BteKnH }. Les R sont évidemment des

temps d'arrét, montrons que BRn a pour répartition By ot les considéra-

z 3 ) = -
tions précédentes montrent que si 1'on pose rn+1-Rn+1 Rn on a

r =8 OOR
BRn+un(BRn),B +vn(BRn) n

Le fait que E[x +1|H J=0 et les propriétés des temps de sortie S v

9

montrent que, conditionnellement & B bi , BR -B R @ méme loi
n+1

que X conditionnellement a x =b9 y €t cela suffit,

n+1

On voit facilement (cf.(*)) que sup, R < +m , et donc que si l'on

pose Ty = lim R , la loi de By est y . De B[R J=B[XZ 21 5[x%)<tc0 on
D

tire enfin E[TD]=Var(p).

Dans la suite on gardera la notation x pour Bp  -Bp et -9

n+i N1 n

pour la tribu engendrée par BRn ( ce qui revient a

transporter les considérations précédentes sur l'espace du mouvement
brownien ).

III. MOMENTS EXPONENTIELS

Rappelons les inégalités de Burkholder.,
Soit X=(Xn,§n) ,néNU{ml une martingale de carré intégrable telle que

Xy=0. On pose x = X et QX)= (I: x2 Y¥2, Alors

(1) Il existe C<oo telle que "Q(XNE'< c(1- —)-1 1/2”X Il 1<p<00

p ?
Prenant p=2m et utilisant 1'inégalité k < A k! (A<oo ) on obtient

(2) 1I1 existe K<oo telle que BlQ(X)2®] < KmmLE[Xi? ]
Sa version brownienne sera
(3) S8i T est un temps d'arrét, E[T"] < KpmlE[B%m] .

Remarque . (3) peut servir 3 montrer que suv a un moment exponentiel
sans calcul explicite.

Les notations sont a nouveau celles de II : le lemme suivant signifie
que, du point de vue des moments exponentiels, la variation quadrati-
que du brownien stoppé a R ( c'est a dire R ) est comparable & celle
de la martingale discréte BRy»BRys -+« sBR -
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LEMME 1. I1 existe s,>0 tel que la relation s. sup ka"a)s s, entrai-
ken = sniral
ne E[e%n) < E[exp(SOKsI: xk ). =

DEMONSTRATION, On a exp(sRn) =TT exp(srk) =
k<n

T exp(srk) T E[exp(st )lHk 1]
k= . = * exp(6s)_ x2 )= A B.C
exp(Gs)_ x° )=
IInE[exp(stﬁ)lgk_1] exp(Gs%;nxi) k<n k non

ol les constantes F,G seront choisies plus loin., Donc

Ble®*n] < GL42))"/2(r(8%)/4(8LcfD) /4
On va montrer que pour un bon choix de F et G, (A ) et (B4) sont des
surmartingales positives ( avec AO—BO—1 ) pour 0<i<n Comme C,>1 , nous
aurons E[C4]1 4 < E[C4] ce qui nous donnera

E[eSRn] < E[exp(4GsI: k)]

Ch01sissons d (O<d<i) tel que O<x<d implique simultanément 1/(4 x)<e2x,

e* < 1+2x, (1+2x)4 < 1+10x , et e -2x < 1=x .
a) Pour que (An) soit une surmartingale, il suffit que
2 2
E[exp(ZSrk)lgk_1] < E[exp(stk)|§k_1] .

Comme E[Z|H]<E[Z|H]? pour Z>1, il suffit que le cdté gauche soit majo-
ré par E[exp(st2)|Hk 1] Or d'apreés (3), sommant sur m la majora-
tion de E[T"/m!], on a si 2sK"x2H

E[exp(ZSrk)lgk_1 = B[ I: ifﬁfhl_ I—k 1]

< BT Km<zsxk)2“‘;gk_, = B[1/(1-26kx2) |, _, ]

A

E[exp(4stk) |H_q]
Le processus (Al) est donc une surmartingale pour O<1<n si PF=4K, et si

ZSK.sup "xk" .

b) De méme, pour que (B4) soit une surmartingale peur O<i<n il suffit

d'avoir E[exp(stk)IHk 1] Elexp(- 4Gsxk)|Hk 1] <1 .0rsil'ona
Fs.ﬁg "]‘Zk“w <d et 4Gs.ls{1<1r};||xk|lw= y le coté gauche peut se majorer
par O+10FsE[x§|§k_1])(1~2G;E[x§'§k_1]), qui est <1 si 2G=10F, Comme F

=4K, on prend G=20K, et le nombre s, de l'énoncé vaut a/80K .
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PROPOSITION 1, Posona (X[ = sup |ix |l (0X) ne_dépend que de p ).
E— n

Alors

- il existe s, tel gue E[eSTD]<+a>§i sUXU2 < 8y

- 8i [X{=+o, on a E[eSTD]=+oo pour tout s>0 .

DEMONSTRATION, Pour la premiére partie il suffit, compte tenu du lemme
1, de montrer que si [X[<+w on a E[exp(s)_ xi)]<n> pour s assez petit.
k

1 1
by 0 b2
PR 3 2‘% " Soit A 1'événement {x1>0,12>0,..,xn_1>0
by ‘ b5 b3 by xn§O} , de méme an{x1<0,..,xn_1<0,xn50}.
By ““]q‘ Si 1'on réalise sur R la martingale (Xn)
s—Feddddd—de ( voir la figure ci-contre) on s'apergoit
B3 g que An et Bn sont des atomes de En’ et
333 '™ que l'espace entier est réunion des Ah
et des Bn 4 un ensemble négligeable pres.
Je dis que ) ezsnxua .
(4) | exp(s]” x)ap g =———_ [ exp(s[X[.X)ap si sK[X[?°<1 .
A, = 1-Ks[x[? A

En effet, le c6té gauche est égal 3
I exp(s) xi)E[exp(sI: xi)|§n]dp
Ah k<n on

Or sur 4 , DI xi est la variation quadratique Q2(Y) de la martingale
I

n
(Yk)=(Xn+k-Xn) . Mais tous les atomes ultérieurs auxquels donne nais-
sance An sont contenus dans An’ donc sur An on a Xn—2§Xn+k§Xn—1' et
X X o= 0X] , de sorte que Y est majorée par (X[ en valeur absolue.
L'inégalité de Burkholder (2) donne alors par sommation
2 1 . 2
Elexp(s]_ xC)|H ] < ————— sur A_, si Ks[X[?«t

=n k/'=n- = 1-KsﬂXﬂ3 n
Par ailleurs, on a sur An, tous les xk,k<n étant positifs

2 2 2
1 x x5 + sup x..)_ x_ < x_+[X[X +0X]}|X__.-X|
=n k n k<n k Y=n k="n n-1
20x[0%+0x[.x

A

A

D'od (4). On a une inégalité sipilaire sur B , et par sommation

2sllX
(5) Elexp(s)_ xi)] < ?—Egagiz E[eSUXU|X|]si SKIX[® < 1 .
s

La premidre partie sera donc établie si nous montrons que la condition
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[X[<oco entraine
(6) il existe 85>0 tel que E[etlxl] < +0 dés que tUXﬂ§S3
Cela résultera de la proposition 2 ci-dessous.
Passons & la seconde partie., Pour tout n, la v.a. x, ne prend qu'un
nombre fini de valeurs : elle est donc bornée. Si [X[=+oo , la borne
supérieure de Ixnl reut prendre des valeurs arbitrairement grendes .
pour n grand. M étant arbitrairement choisi, on peut trouver un n,
un atome Cn ( de probabilité >0 ) de gn s tel que 1l'une des deux va-
leurs de hnlsur C, dépasse M : supposons par exemple que la valeur
positive v dépasse M, 1l'autre valeur u étant <O. Un retour & II.A)
montre alors que

si sM2; n2/2 , On a E[esrn+1|§n] = +00 sur C

et a fortiori E[eSTD] >/ ¢STD - +0 . Comme M est arbitraire, Tj n'
- C

admet pas de moment expon@ntiel.

PROPOSITION 2, Associons & p les fonctions H+(x)=p(]x,oo[) et H (x)
=p(J- ,~-x[) (x>0). Alors [X[ est fini si et seulement s'il existe un

nombre M<+oco tel gque
pour tout x>0 , H+(x+M)§ %H+(x) , B (xM)< %H'(x) .

DEMONSTRATION, Posons sg=0, 1
+

+ 1
8S,= / xd s] = —m———— [
TR0 D0, ¢ T W0l Js ool
(s; est 1'extrémité geuche de l'atome de §n+1 situé le plus & droite).

+
n+1

xdp

Posons s'= sup, (s -s;), et définissons de méme les s_ , s”. Alors
0X0= sup(s*,s”).

a). Si la condition de la proposition est satisfaite, on a [ xdp =
x>a

aH+(a)+/ H+(x)dx < al’ (a)+ %/3+M-H+(x)dx ;(a+%M)H+(a). D'ou
x>a - a )
— 1 xdp - a % M, s+5 %M et UXﬂg %M .
]J-(]a'co[) >a | -
b). Réciproquement, supposons que la condition ne soit pas vérifiée,
par exemple du cO0té positif. M étant choisi, on peut trouver a
avec H+(a+M)> %H(a) . Soit alors s; le premier des sz qui dépasse a

A

( son existence provient de la convergence de By VETs p, qui charge
JatM,00 [ ). Alors
- ou bien S;i a+M/2, et alors s;-s;_1§ M/2 ,

: + a+M +
- ou bien st< a+M/2, et alors [ xdp > s H (s )+ [ HE (x)ap
n s¥,o0 [ = n nos
n’

n
+ + s+t
an+(sn)+ ¥H+(a+M) > s H (s))+ % H'(s,), d'ol s7 -5 > M/6 .

nw
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Dans les deux cas, on voit que DXU;M/G, done ( M étant arbitraire )
0X0=+c .

L'ensemble des deux raisonnements montre aussi que si [X[<® , et
si M est le plus petit nombre satisfaisant & la condition, on a M/6
§UXU < M/2, Les conditions de la forme sﬂXﬂ2§ A peuvent donc étre rem-
placées par des conditions de la forme sM2 < A',

DEMONSTRATION DE (6). On a E[eS% ]= /°° %t (x)= 1+}:f (et SXy* (£)ax
< 1+esMI:3 -k SkM, de méme pour X On a vu que M et UXU sont du %%&%e
Resumons : )

THEOREME, Soit T le temps de Dubins associé & la loi centrée p. Pour
que T; admette des moments exponentiels il faut et il suffit que p
satisfasse la condition de la proposition 2. On a alors E[eSTD]<+a>

dés gue sM <8, » gg s, est un nombre >0 indépendant de .

Une condition suffisante :

COROLLAIRE, Soit S un temps d'arrét borné, et soit p la loi de Bg.
Alors le temps de Dubins associé & p admet des moments exponentiels.

DEMONSTRATION, Supposons par exemple S<! . Notons Bs t la quantité
sup |B.-B_| et T_ le temps d'atteinte de a : T_=inf{t>0 ; B =a}
s<ust u s a a t

*
On a {Ta+1<ﬁ}ﬂiB

. <1}C{Bs>a§ ( remarquer gque la condition

a+1"ra+1+1

S<! entraine que S<r_,4+1 quel que soit a ). On en déduit

Pir, . <S1.B{BY <] 5 PiBg>al

* - N z c
car BTa+1’Ta+1+1 et BO 1 ont méme loi . On a également {Bs>a+1l

t . ,<S}. I1 vient donc
a+1

By < (a+1)P{B >aj+ [ (Bq—a—=1)
S = s 3
{Bs>a§ {Bs>a+1}
< (a+1)P{Bs>a}+ P{'ra+1<SlE[B’6,1]
puisque |Bg-a-1| =|Bg-B, | sur {Ta+1<S}, et que cette v.a. est
at+i
* ~ . *
majorée par B de méme loi que B .
Ta+1? Tas1 ] 0,1
Les deux remarques combinées donnent
. — By = atl + E[BY 1]/P{BO <t}
P{Bs>a§ {Bs>a}

et par conséquent, avec les notations utilisées plus haut
* *
X[ < 1+ E[BO,1]/P{BO,1<1§
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IV, CONSTRUCTION D'UN TEMPS D'ARRET
On construit un temps d'arrét T du mouvement brownien (B ) tel

que E[e ]<mo pour tout s, et tel que 8i p est la loi de BT’ T le
temps de Dubins associé & p, Efes Dl=eo pour tout s>0.
Soit SA’a = inf {t| t>0, B =A+a ou Bt-A—a} , et sA,a’M=sA,aAM .

Remarquons que
(7) Pour tout s, E[exp(sS

)] est fini ( puisqu'il s'agit d'un
A,a,M
temps borné ).

(8) lim, P, {B =A+al= >A}l (P
Ty “a Sp,a,1 Sh,a,M x !

probabilité et espérance avec loi initiale ey )e

Ex représentent

Choisissons une suite a, de nombres >0 telle que si A {I: ak on ait

(9) A > g 1 (donc a tend vers +m)
Puis d'aprés (8) une suite M, telle que Mn tende vers 1l'infini et
(10) lim P = A +a } = 1/2

An An,an M
Puis une suite S, tendent vers 1'infini, et une suite b de nombres
>0 , telle que b <1 y lim b =O et que

Z(llb)(IIE (exp(s, 8 )]) <@

n k<n k An 8 M
Les transformées de Laplace en question étant des fonctions finies et
croissantes de s , cela garantit que

(11) pour tout s>0 , z; (1:lbk)(I;IEAn[exp(sSAn,an,Mn)]) < 00

Ad joignons maintenant & notre brownien une suite de v.a. Zn’ indépen-
dantes entre elles et indépendantes de (Bt)' de répartition P{Zn=1}=
b = 1—P{Zn=0}. Définissons la suite des temps d'arrét T par T,=0

et
Tn = Tn--1 + sBT ’an’Mn °Oq

n-1
C, sera 1'événement {BTn-BTn_1= an} , Dn={Zn=1} , Fn=.££n Cyx s
= . Défini 1 T
8 = Q§n Dk b @ puisque b, tend vers 0 éfinissons alors
par
T = 1 . T
z; Fn 1 \Y A n

Soit Etzg( B ,sst, Z ,neN ). Comme FnﬂAneng , T est un temps d'arrét
de la famille (Et).
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T
LEMME 2. E[e® ]<+oo pour tout s, et la loi p de B ne satisfait pas
a la condition de la proposition 2.

sT
DEMONSTRATION, E[e3T] < T_E[1, e ™1 <X (T To) (T TE[expsSy , 1 1)
n n-1 n k<n k<n 8y

Comme SO’an’Mn a meme loi pour PO que 3,

n’an’Mn pour PAn , cette quan-

tité est finie d'aprés (11).

Etudions maintenant By . On a {TT }=r _,Na . , donc |T>T ,2 =0}
{P=T_} . Par ailleurs

{Tng}anﬂ{erO} cc1r\cz,n..ncnn{'1'=Tn;c{]3T1=.L\1 ,..,BTn=An,T=Tn}

<By=a,}
soit
(12) P{BT=An} > P{mgrn}P(cn)P{zfo;
car {TzTn}= T _qM, _, ne dépend que de (By »8gT)_4 12y kgn=1), et

est donc indépendant de C et de Z . Ensuite, on a 1T5mn_1} c
{Bp<A, 41 et done

(13) S~
soit, puisque & > 3/2 A, d'aprés (9)
P{BT>3/2 An_1} . P{Bp = An} . P{Tng}P(Cn)P{ZIfO}
PiBT>An-1! - P{BT = An—1} - P{Timnl

qui tend vers 1/2 , car b >0 , et B(C)) +1/2 d‘'aprés (10).

Maintenant, comme An tend vers +oo , nous avons pour tout M fixé

P{B>a+M} P{B,>3/2 A .}
lim sup ki il > lim I n=l” = q/2
a >o P{Bpal ~ P{Bp > L

et la condition de la proposition 2 n'est pas satisfaite.

REMARQUE FINALE, Bien que le temps de Dubins Ty associé & p ne satis-
fasse pas la conjecture du début, on gagne par rapport au temps de
Skorokhod TS . Pour que TS ait des moments exponentiels il est néces-
saire , on 1'a vu, que le support de p soit compact, alors que pour
TD il suffit que p soit la loi de BS pour un temps d'arrét borné S

( ce qui inclut la loi de B1 , dont le support est R ). Cette condi-
tion n'est d'ailleurs pas nécessaire : par exemple, la loi symétrique
p telle que pix] >a}=e™® satisfait & la condition de la proposition 2,
donc Tj edmet des moments exponentiels, Mais Je5% dpfx) =+o0, donc p ne

peut étre représentée au moyen d'un temps d'arrét borné.



