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FONCTIONNELLES MULTIPLICATIVES OPERATRICES

Mark A. PINSKY

Dans cet exposé, nous donnons les définitions et l’énoncé des

résultats principaux sur les fonctionnelles multiplicatives opéra-

trices (FMO). ainsi que quelques applications. Les démonstrations

et le~ auttes détails se trouvent dans notre article [13] . .

On est amené à considérer les FMO en partant d’un processus

de Markov à deux composantes, dont la deuxième est un processus à

accroissements indépendants, conditionnellement sur la première

[3,4]. Ainsi nous arrivons à un cas spécial des "évolutions aléa-

toires" [5J qui, à son tour, est un cas spécial d’une FMO.

Les résultats les plus intéressants sont 1.) les théorèmes de

représentation et 2°) les théorèmes de convergence. Dans le premier

cas nous partons d’un processus de Markov donné X et nous cherchons

toutes les FMO de X. Les résultats sont les plus complets dans le

cas des chaînes et des diffusions. Pour les théorèmes de convergence,

il s’agit d’une suite M~ de FMO qui converge vers l’identité pour

chaque t > 0 lorsque e -~ 0. Nous cherchons alors le comportement

de la suite des espérances lorsque simultanément t   et e -~ 0.

0.- Définitions.

Soit X = (Xt’Px) un processus de Markov sur l’espace (E,~)
supposé localement compact métrisable. Nous supposons que les tra-

jectoires t + xt sont continues à droite et sont définies sur l’in-

tervalle 0 ~ t  ~ . . Soit Ft la tribu complétée de (xs ; ; s  t)
par rapport à tous les Px. .

Soit L un espace de Banach séparable ; est l’ensemble

de toutes les applications linéaires de L dans L. Si {A} est

une suite d’éléments de (L) nous écrirons s-lim A = A
~ 

n o

lorsque pour tout f~L, lim A f * A f . ° 

Soit F l’ensemble de tou s les intervalles finis dans

~0,~) . ° Nous écrirons J J  J2 lorsque x2 E JZ entraîne

que x1  x2. Une fonctionnelle multiplicative opératrive de (X,L)
est une application
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(J,~) -~ 

de   03A9 ~  (L) qui satisfait aux conditions suivantes : :

(P 1 ) Si ’ et avec J 1  J2 , ’

alors J2,w) = M(J2,w) . .

(P2) est FJ mesurable(~) pour

chaque J= (0,t] ~ f f EL

(P3) Pour chaque J C ~ , ’ t > 0, M(J + t,W) = M(J, °

(P 4) Si et J1_a J2 ~. , . ° (resp. ° J~ C J2 C ...)
* 00

et J = ~ (resp. J ~~ )
n=1 Ï 

~ n

alors s-lim = M(J,w) . .
"

(PS) M(~0 ),~ ) = 1 . .

Dans la propriété , il faut que l’ordre chronologique
des facteurs soit respecté 5 autrement l’opérateur (1.1) ci-dessous
n’est pas un semi-groupe, en général. .

La propriété (P4) entraîne que l’ application : : t -~ M( (o, t~ ,~; 1
est fortement continue à droite. Soit L l’ensemble de toutes les

applications bornées et mesurables de E dans L. Nous définissons

le semi-groupe des espérances par la formule :

( 1 . 1) f) = E x {M((D9t~ ~c~) (c~ )

(f) est un élément de L . . La proposition suivante est
presque immédiate.

Proposition : : Soit M une FMO de (X,L) telle que

sup (  ~ . . Alors
xE E 

~ 2014201420142014

a) La formule (1.1) définit un semi-groupe d’opérateurs sur L~

(.) FJ = V Ft .
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b) lim ((t)) x 

= f 
x 

est uniformément continue

sur E et est uniformément intégrable Px
lorsque t ~ 0.

c) Si M1, M2 sont des FMO de (X,L) dont les semi-groupes

des espérances sont 2 et si 1(t) = 2(t) pour

~~, alors pour chaque J é f
= M2 (J,s~) } = 1 .

Donc le semi-groupe des espérances détermine univoquement la

FMO. Par conséquent, lorsque nous cherchons la structure d’une clas-

se de FMO, il suffit d’abord de préciser la forme du semi-groupe
des espérances.

I-THEOREMESDE REPRESENTATION

Si X est un processus de Markov avec un nombre fini d’états,
des exemples intéressants de FMO se trouvent dans les travaux de

GRIEGO et HERSH (5) sur les "évolutions aléatoires". Dans ces cas;

l’application t -~ est toujours fortement continue. Pour

trouver les FMO les plus générales, il suffit d’insérer un opérateur
à l’instant du saut du processus. Nous avons donc les résultats

suivants.

THEOREME lA :

Soit M une FMO de (X,L) où X est un processus étagé : :

0 : xs= xo pour 0i s  t} - 1 ) et telle que

1. Alors il existe des semi-groupes fortement continus
sur L et des opérateurs tels que

(1.2) = Tx Px x Tx (T2-~ ~) 
0 0 T~ T~ T~ T Z

... Tx 
~N(t) 

où 0  T ~ 1  

T 2 ... désigne les discontinuités de t . .

N(t) est défini par les inégalités t  
TN(t)+1 ’ .
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THEOREME 1B : i

Soit M une FMO de (X,L) où X est un processus étage et

l’application t -*- est continue p.s. Alors il existe des

semi-groupes fortement continus sur L, tels que

Tx 
o 

(T2- ... Tx 
TN(t) 

°

Exemple. Soient X = {1,2,...,N}, , L = C (R1) (fonctions continues,
nulles à l’infini), T (t) = exp(tA ) = xy (dn)
où

= 1 2 03C32x f"(03BE)+bx f’(03BE)
+ f(~) - sin n f’(~)~ M (dn)~

où M 
x 

et n 
xy 

sont des mesures sur R~ telles que

2

~-~ ~ 1+~2 Mx(d~)  ~, ~-~03C0xy(d~) = 1.

Dans ce cas [3,4] (t) est un semi-groupe de Markov, qui corres-

pond à un processus sur l’espace produit {1,2,...,N} , qui

peut s’écrire sous la forme (xt, ~t). xt est une chaîne de Markov

sur {1,...,N} tandis que la loi de {~t, , t > 0} conditonnellement

sur t > 0 } est celle d’un processus à accroissements indé-

pendants, non-homogène dans le temps. Lorsque xt reste dans l’état

x, ~ t est identique à un processus à accroissements indépendants,

engendré par l’opérateur Ax 9 lorsque xt saute à l’état 

saute selon la loi de probabilité n 
xy 

. pour des renseignements
plus complets sur de tels processus, surtout dans le cas d’un espace
d’états plus général, voir (1) . .

Revenant au cas général, il est facile de démontrer que la

FMO (1.2) satisfait à une équation stochastique

t

(1.3) M(0,t]f = f + f 
0 

M(0,u] Axu f du

+ M(O,03C4k) {P
x03C4k-1 ,x03C4k

-I} f
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si le domaine du générateur infinitésimal du semi-groupe

Tx(t). Laxdeuxième somme peut s’écrire sous la forme

(P ~ - I) dN(s)o s s

une sorte d’intégrale stochastique par rapport au processus X.

Ceci nous amène au cas suivant.

Prenons maintenant L = RN, X = le mouvement brownien sur Rd
où N et d sont des entiers quelconques. Considérer l’équation

stochastique

(1.4) M(t) = 1 + M(u) A(x )du + r M(u) B.(x )dxJ 
.

o u j=1 o J u u

où x ~ A(x), x ~ B.(x) sont des fonctions bornées et boréliennes

à valeurs dans La deuxième intégrale est celle d’Itô.

PROPOSITION. Soit X = (x ,P ) un mouvement brownien dans Rd.
201420142014-2014201420142014 - t x 2014201420142014201420142014201420142014201420142014’2014-2014201420142014

Alors l’équation stochastique (1.4) possède une solution unique
t -~ M(0,t) qui est une FMO continue de (X,RN).

L’équation (1.4) fût considérée par D.W. STROOCK (14) dans

son étude des systèmes paraboliques. Il n’est pas vrai, pour le mou-

vement brownien, que toute FMO (même continue) vient d’une solution

de (1.4). Considérons à titre d’exemple, la FMO réelle M =exp(-f )
où ft est lebmps local à l’origine. Dans notre article (12J
nous avons trouvé des conditions nécessaires et suffisantes pour

qu’une FMO de (X,L) soit équivalente à une solution de (1.4).
Il s’agit de l’existence des limites suivantes :

A(x) = lim ! E {l~i(O,t~ - I}
t -~ o 

t x

(l.5)

Bj(x) = lim 1 t E {M(0,t] - I) (xJ - xJ)}

où les limites sont uniformes dans x ~ Rd. Nous supposons en outre
que l’application t + M(0,t~ est continue p.s. et dans L2. Nous
prenons pour L un espace de Hilbert séparable.
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THEOREME 2A :

Soit t .~ une FMO de (X,L) satisfaisant aux condi-

tions (t. 5). . Alors Px = } = 1, où M1 est la

solution unique de l’équation stochastique (1.4).

La démonstration déduite f!2) repose sur une représentation

intégrale du semi-groupe des espérances de certaines inégalités
élémentaires de la forme

~-~ |03B4 03B4xi Ex f(xt) |2 dx ~ (const) t
-1 ~-~ f(x)| 2 

dx.

Dans la recherche de conditions plus élégantes que (1.5), nous

avons trouvé une application de l’intégrale stochastique par rapport
aux martingales continues (8,10) . Il s’agit de considérer seulement

les FMO pour lesquelles

( 1. 6) Ex {M (0, t3 } = I

Ceci entraîne que le processus ~M(O,t~, t ~ 0~ est une martingale
vectorielle. Le résultat suivant suggère que, sous des conditions

supplémentaires très faibles, la deuxième partie de (1.5) est déjà
satisfaite.

THEOREME 2B :

Soit une FMO de (X,L) où X est un mouvement

brownien à une dimension et M(0,t) est inversible pour chaque

t > 0 et satisfait à (1.6). Alors presque sûrement M = Ml’ la
solution de l’équation (1.4) avec A = 0.

La démonstration repose sur l’existence de l’intégrale sto-

chastique C = / M 
1 

dM . C est une fonctionnelle additive de

X dont l’espérance est zéro. Donc par le théorème de TANAKA et

VENTCEL t16, 17~ , elle a une représentation sous la forme

Ct = to B(x s )dx s pour une fonction convenable x ~ B(x).
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II-THEOREMES DE CONVERGENCE

Nous revenons maintenant au cas E = {1,2,...,N }. X est

donc une chaîne de Markov sur un espace fini. Nous supposons en

outre qu’elle est irréductible et donc ergodique. Nous considérons

une suite de FMO de (X,L) telle que 1~ (O,t~ -~ I
lorsque e 4- 0. Nous cherchons à trouver sous quelles conditions il

existe

lim 
0 

E 
x 

{M 

pour chaque fe. L. Si cette limite est triviale (c’est-à-dire = f),

il est naturel de se demander s’il existe une limite plus raffinée

lim E 
x 

f}.

Ici nous avons des généralisations pour respectivement la loi faible

des grands nombres et la loi limite centrale pour les fonctionnelles

additives des chaînes de Markov. En effet, dans le cas où les

M(0,t] sont tous commutatifs, l’existence de ces deux limites est

une conséquence des théorèmes classiques sur les chaînes de Markov.

Voici les résultats généraux (6, 9, 13) .

THEOREME 3A :

Soit {M} une suite de FMO de (X,L) et supposons que

(3.!) E 1 {M~(O,03C31]} = l + ~ W + o(e) (~ ~ 0)

où 03C31 
= inf{t > 03C41 : xt = xo} ,  = E1(03C31). Nous supposons que W

est le générateur d’un semi-groupe de contractions e tW et que la

convergence (3.) a lieu sur un ensemble D, partout dense dans L,

tel que (~ - W) D est dense dans L pour chaque S > 0. Alors

pour 1 5- i  N

lim E. {M (0,t/e] f} = et~ f (f E D, t > 0)
e -~ o 

i e
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THEOREME 3B :

Supposons que W = 0 mais qu’on a un développement

(3.2) E1 {M~(0,03C31]} = I + E2 uV + (~ ~ 0)

où V est le générateur d’un semi-groupe de contractions .

La convergence a lieu sur un ensemble D partout dense dans L,

tel que (6 - V) D est dense dans L pour chaque ~ > 0 . Alors

pour ! ~ i ~ N

lim E. {M f } = etV f (feD, t > 0).

Dans les applications, M est souvent de la forme (1.2) où

T 
x 
(t) = exp(e:tA) x ) 

et P 
xy 

= 1 + eB 
xy 

+ O(e). Dans ce cas,

W= E ,pi A. + E pi q.. B.. où (p.) est la mesure inva-

riante de X. V est une fonction quadratique des

{AI’...’ BN-1,N} [7]. Lorsque Bxy = 0, cette fonction =

E c.. A A, où c.. = p. ~o (pij(t)-pj)dt, l’opérateur

potentiel de la chaîne X dont p..(t) = P. {x = j} f6] . .

Pour une application concrète de ces résultats, considérons

le problème de la description du support d’un processus de diffusion

associé à un opérateur elliptique dégénéré, déjà traité par STROOCK

et VARADHAN (t5) . .

Soient, donc Ao,.,., Ar des opérateurs différentiels du

premier ordre sur Rd, dont les coefficients satisfont à une condi-
tion de Lipschitz uniforme, ainsi que leurs premières dérivées.

Soit N = 2r + 1 et considérons une chaîne de Markov sur {0,...,N}
dont la matrice infinitésimale est

- > 1 0 ..... 0 l
0 -1 1 .....0

Q = ~ ! 0 -! 
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c’est-à-dire q.. = -1 (0 ~ i ~ N), ~’ i+j " ~ 1 (0  i  N-1 ) ,
= J et ailleurs Soit

T(£) (t) - exp(t~2 A )

T(~)2k-1 (t) = (1 _ k ~ r)

T(£)(t) = exp(-teA ) (1  k  r)

et définissons une FMO par la formule

-t ) ... (t-T ) .

£ XO ~ 

TI 1 
2 ~ N(t)

Dans ce cas il est facile de voir que W = 0. Comme les transitions

i ~ j ne sont pas aléatoires, on peut calculer (3.2) et voir en
plus que V = A + E A2 (13) ; si on écrit A.f = E Q.. ,

alors V est de la forme

vf = 1 /2 a ij (x) 03B42f 03B4xi 03B4xj + bi (x) 03B4f 03B4xi ,

un opérateur elliptique dégénéré. Soit Pt(x,A) la fonction de

transition du processus de diffusion associé à V au moyen de l’équa-
tion stochastique de K. ITO, et soit S t ,x le support de cette mesure.
D’autre part, soit S 

x 
l’ensemble de tous les points yeR qu’on

peut lier à x par une suite finie de courbes, dont chacune est

une trajectoire d’un champs de vecteurs correspondant à

A , A~, -A ,..., A , -A . ° Alors le théorème 3B entraîne que

CS. Pour plus de renseignements, voir notre article p3,
chapitre 3.5] . .
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