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SUR UN PROBLEME DE FILTRATION

P.A.Meyer

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1971/72

Aux gens qui disent que les probabilités sont une branche
des mathématiques appliquées, nous répondons depuis des années

que les probabilités que nous faisons, au moins, ne peuvent
servir à rien. Il faut se détromper : la solution de certains

problèmes posés par les ingénieurs exige maintenant une partie
de l’arsenal de la "théorie générale des processus". Je vais

exposer cela ici, dans une situation aussi élémentaire que

possible. Je remercie vivement M. T. KAILATH, qui m’a fait
connaitre ces problèmes : l’exposé ci-dessous est étroitement
inspiré de ses articles.

~ 1 . LE PROCESSUS D’INNOVATION

On se donne un espace probabilisé avec une famille

croissante de tribus Il n’y a pas d’inconvénient â

supposer que F est complète, et que tous les ensembles de
mesure nulle appartiennent à F~, mais les choses seront plus
claires si nous distinguons les familles (Ft) et (F.,). On se
donne sur 0 un processus à trajectoires bien régu-
lières ( par exemple, continûment dérivables ) : ce processus,

appelé le signal , est inobservable directement, ce qui se

traduit du point de vue mathématique par le fait qu’il n’est

pas adapté à la famille (Ft) en général. Ce qu’on peut obser-

ver, c’est la superposition du signal et d’un bruit 

(1) St + Bt ( processus observé ) >

Le processus (’t), lui, est adapté à la famille (Ft), et le

problème consiste à estimer le signal au moyen du processus
observé.

Dans beaucoup d’articles, on suppose que le processus (St)
est de la forme / t Z du , et c’est le processus (Zt) qui est

appelé signal. 0
On convient en général que B..=0. La v.a. est alors

observable, et on ne perd pas de généralité en supposant qu’
elle est nulle.
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Voici nos hypothèses de départ : elles sont beaucoup trop
faibles , et nous les préciserons par la suite.

SIGNAL : So==0 ; les trajectoires de (St) sont des fonctions
continues à droite, à variation bornée sur tout intervalle
de R . Pour tout t, on a E[/ 0 J oo .

S peut donc s’écrire U-V , où les processus (Ut) et (Vt)
sont croissants ( non adaptés en général ), continus à droite,
tels que et pour tout t. Ils sont

continus si S est continu.

BRUIT : Pour tout t, Bt est intégrable, et 

=0 si st . Un tel processus sera appelé, pour abréger, proces-
sus innovant par rapport à la famille (Ft) - nous ajouterons
plus loin une condition de continuité à droite. Noter qu’un

processus innovant adapté est tout simplement une martingale.

LE PROCESSUS D’INNOVATION

Soit (At) un processus croissant intégrable, non nécessai-
rement adapté à (Ft). Le rrocessus

est une surmartingale positive de la classe (D), qui admet une

décomposition de DOOB. Soit (A;) le processus croissant inté-

grable prévisible qui figure dans cette décomposition. Il est

uniquement déterminé, son caractère prévisible par rapport à .

(F +) entraîne qu’il est adapté à (Ft), et le processus A-A*

est innovant. A est appelé le compensateur de A . Dans le

livre [1] de DELLACHERIE, il s’appelle aussi la projection
duale prévisible de A. 

Lorsque At s’écrit l Z ds , avec un processus mesurable

Z~0, A*t s’écrit t Z ds , Z désignant la projection
= t 0 s

prévisible du processus Z , ou la projection bien-mesurable

( qui pour chaque w ne diffère de la projection prévisible que
sur un ensemble dénombrable ).

L’extension au cas où pour tout t fini, mais où

E[A~ ] peut être égal à est facile. Nous saurons alors,

par différence, calculer le compensateur S* = U*-V* de S .



225

On considère en général S; comme une estimation raisonnable
de St . Naturellement, la "meilleure" estimation de St est

à l’instant t, mais cette "meilleure" estimation ne

se prête pas à un calcul progressif en t : dans 

apparait, non pas la quantité qu’on vient de calculer,
mais et il faut recommencer tout le calcul à chaque

instant. Tandis que S: s’obtient en calculant à chaque instant
u et en sommant.

DEFINITION. Le processus

(2) I - 
est appelé le processus d’innovation.

Comme I est à la fois adapté et innovant, c’est une mar-

tingale par rapport à la famille (Ft), il admet donc des limi-
tes à droite et à gauche le long des rationnels. Par différen-

ce, on voit que les processus (0.) et (Bt) en ont aussi. Le
processus S-S* est innovant par rapport à la famille (Ft+) par
construction ; le processus (It+) l’est aussi d’après un thé-
orème classique sur les martingales. Par différence, on voit

que (Bt+) est un processus innovant p.r.à (Ft+).
Nous normaliserons désormais les processus B,I,~ en les

supposant continus à droite, et nous ferons entrer la continui-

té à droite dans la définition du mot innovant.

Voici une autre conséquence : considérons tous les temps
d’arrêt T de la famille (Ft+), tels que T. La martingale
(It) étant continue à droite, il est bien connue que toutes

les v.a. IT sont uniformément intégrables. Il en est de même
pour toutes les v.a. ST, S; par domination, donc de toutes les
v.a. BT. On vérifie alors que d’abord

pour T étagé, puis quelconque, et enfin que si S et T sont des

temps d’arrêt bornés avec on a 

VARIATION QUADRATIQUE
Le processus d’innovation étant une martingale continue à

droite, il est bien connu que les sommes

(3) T’ (It )2 0t1...tN=t

ont une limite en probabilité, notée [I,I]t , lorsque les
subdivisions deviennent de plus en plus fines,
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leur pas tendant vers 0 . Posons U~S-S~, La somme (3) se décom

pose en trois sommes

a) I:(U "k+1 -Ut)2 k )2 -Ut k -Bt) k >
c) -B )2k+1 k

Nous fixons wefl, et nous étudions ces trois sommes.

Somme a): nous isolons les sauts d’amplitude >e/2, il y en a
un nombre fini, soit M : s1,...,sM ’ d’où M intervalles au
plus ( exactement M si la subdivision est assez fine ) conte-
nant les sk. Leur contribution tend évidemment vers la somme
des carrés de ces sauts :

0394U2s
s~t , |0394Us|>~/2

Un argument voisin de celui qui établit la continuité uniforme
d’une fonction continue montre que, dès que la subdivision est

assez fine, on a IUt -Ut 1  £ pour tous les autres inter-

valles, d’où une contribution totale de tous ces intervalles

d’au plus , qui est arbitrairement petite. Ainsi,

la somme a) a une limite égale à T~ DU2 .
Si le signal S est continu, il=est classique que S~ et

donc U, le sont aussi, et cette limite est nulle.

Somme b). Raisonnement en tout point analogue, mais on isole

les sauts de B d’amplitude >s/2 , et on trouve

AU AB comme limite de la contribution

s~t , !AT3 ) - s s des intervalles contenant ces

sauts,
avec un terme complémentaire majoré par e.J /dUsl comme plus

haut. D’où la limite T* 0394Us 0394Bs , nulle si le signal ou le
sd s S

bruit est continu. 
-

Somme c). A priori, nous n’en savons rien, mais le calcul qui

précède et l’existence de [I,I]t montrent qu’elle a une limite

en probabilité, limite qu’il est tout naturel de noter 

Lorsque B est un mouvement brownien de paramètre 0 , on sait

que Utilisant un théorème célèbre de Paul LEVY,

nous obtenons le résultat suivant, dû à KAILATH
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THEOREME 1. [B,B] existe toujours. Si le signal S est continu,
on a 

Si S est continu, et B un mouvement brownien,de paramètre 0,

I est un mouvement brownien de même paramètre. 
1

En effet, I est une martingale continue, et 

LE CAS ABSOLUMENT CONTINU

Nous allons étendre le th.1 à d’autres situations, en af-

faiblissant les conditions d’intégrabilité imposées ci-dessus.
La généralité que l’on obtient est même un peu agaçante, car
le processus d’innovation reste un mouvement brownien dans des

cas où l’on ne sait rien en faire 1

Une première généralisation, assez triviale, consiste à
localiser les hypothèses précédentes, i.e. à supposer l’exis-

tence de temps d’arrêt Tn de la famille (Ft), croissant vers
+00 , et tels que les processus arrêtés aux instants Tn satis-
fassent aux propriétés précédentes. Nous allons étudier de

manière plus approfondie le cas particulier le plus important
dans les applications, celui où le signal est absolument con-

tinu.

HYPOTHESE. Le signal est de la forme Z est un

processus mesurable, et t|Z |ds  ~ P.s. pour tout t .
0 s

(Et) e st un mouvement brownien de paramètre 1 par rapport

à une famille de tribus plus grande que la famille (Ft) .
Avec les hypothèses prises antérieurement, l’accroissement

Bt-BS , pour st, était orthogonal séparément à la tribu Fs ,
et à la tribu ). Avec cette hypothèse ci, il doit

être orthogonal à la borne supérieure de ces deux tribus. Du

point de vue technique, cela nous servira à définir des inté-

grales stochastiques /h dB , où h est borné, prévisible pour
la famille (Ft)’

Nous ferons enfin l’hypothèse que :
Pour presque tout la v.a. positive est

p.s. finie .
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Nous aurons besoin de quelques rappels
1. Intégrales_stochastigues . Soit h un processus prévisible

de la famille (Ft), que nous supposerons uniformément bor-
né par exemple. Nous savons définir l’intégrale stochastique
h.B = dB ) , qui est une martingale de la famille (G ),0 s s ==U

et qui est donc innovant par rapport à (Ft). D’après l’hypo-
thèse faite sur le signal, le processus

h.S : (h.S)t = thudSut 0 u u

est aussi bien défini, et nous poserons = h.S+h.B . Un

passage à la limite simple à partir du cas où h est un proces-
sus prévisible "élémentaire" permet de voir que h. est adapté
à la famille (Ft) : la relation h.S + h.B est donc en-

core du type " processus observé = signal + bruit" .

2. Nous rappelons d’abord que l’on peut
toujours définir l’espérance conditionnelle d’une v.a.

positive Z par rapport à une tribu quelconque H, que Z soit

intégrable ou non. Si Z pas positive y nous dirons que

existe si la v.a. est p.s. finie, ce qui re-
vient à dire que la mesure ~Z~,dP est o-finie sur H y et on

pose alors on a encore 

pour tout ensemble AeH tel que et cette propriété
- 

A
caractérise Cette définition n’exige l’intégrabilité
ni de Z+, ni de Z-, contrairement à la définition usuelle des
espérances conditionnelles "généralisées".

Soit (Xt) un processus mesurable, positif ou borné. On
appelle projection prévisible de X, et on note X, l’unique
processus prévisible par rapport à la famille (Ft) tel que

l’on ait pour tout temps d’arrêt T prévisible,

p.s. fini. Si X n’est ni positif, ni borné, nous dirons que

X existe dans l’ensemble si la projection prévisible
du processus X ~ est finie dans A, et nous définirons X

dans A, par différence.
On définit de manière analogue la projection bien-mesurable

de X , si X est positif ou borné : c’est l’unique processus
bien-mesurable pour la famille (~~t+), tel que pour

tout temps d’arrêt de (Ft+), p.s. fini. Nous aurons seulement
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besoin desavoir que l’ensemble ) ( t : est dénom-

brable ( donc de mesure nulle ) pour presque tout (u.

D’après notre dernière hypothèse, la v,a. est

p.s.finie pour presque tout t ; il en est de même a fortiori

de D’après le théorème de Fubini, le proces-

sus |Z| est fini p,p, pour la mesure dt~dP . D’après la remar-
que précédente, il en est de même du processus |Z|, et nous

avons démontré que la projection prévisible Z existe p,p, dans
au sens de la mesure dt~dP. Nous pouvons maintenant énon-

cer la généralisation cherchée du théorème de KAILATH

THEOREME 1’. Sous les hypothèses de cette section, on a pour

presque tout 03C9

(4) / !Z : 0153 pour tout t fini
0 ~ 

-~ 
et le processus Ij.=0..-/ Zsds est un mouvement brownien de pa-
ramètre 1.

DEMONSTRATION. Considérons le processus prévisible borné

~ 
( noter qu’il est partout défini ), et introduisons les pro-

cessus

0~ == 
, B"= J.B , 

(intégrales stochastiques ). Le " 
processus observé’ 0~ est

adapté a la famille (~+)y et l’on a

E[t0|dSnu|] = E[t0|Jnu||Zu|du ] = ~ nt

La projection duale prévisible Sn* vaut =

processus bien défini 0 et s positif. s Le
théorème 1 nous donne alors que le processus d’innovation

(5) 

est une martingale continue par rapport à (F~.)~ avec [I ,1 ]...=
[Bn,Bn]t = t (Jns)2ds t. Faisons tendre n vers l’infini :

a) Snt converge vers / sgn(s )Zs ds , limite finie p,s.,t 
~ o s s

du fait que ~Z) est fini p,p..

b) converge vers t0 sgn(s
)dB

s 
dans L2.
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c) t Jnssds converge en croissant vers t|s|ds ( fini ou
0 ~ ~ 

0 " 
non )

d) In reste borné dans L
Quitte à extraire une sous-suite, on peut remplacer la conver-

gence dans Z2 en b) par la convergence p.s. L’ensemble du se-
cond membre a une limite p.s. ( finie ou non ), et reste borné

dans L2 : d’après le lemme de Fatou, cette limite doit être
p.s. finie. Autrement dit, la limite c) est p.s. finie, et
nous avons prouvé(4).

Reprenons maintenant tout ce raisonnement, sans changer de

notation, mais en prenant sans signe

Jnt = I{||t~n}

Cette fois, S~ converge simplement vers S. , B~ vers B. dans
L2 , et la dernière intégrale simplement vers d’a-

près ce qui précède et le th. de convergence dominée. Tout le
dernier membre de (5) converge donc vers It en probabilité.
Mais les martingales I~ sont continues, et leurs processus

croissants associés [I sont majores par t : elles pos-
sèdent donc des propriétés d’intégrabilité uniforme très

forte, et I~ converge dans tout L~ vers It ( voir par ex. le
Séminaire de Strasbourg, vol.IV, p.247 ). On en déduit que

Int ~ It dans L1 ; 
In2t - t0 Jn2s ds ~ I2t - t dans L1

Les processus (It) et (I2-t) sont donc des martingales conti-

nues, et I est un mouvement brownien de paramètre 1, ce qu’on
voulait établir.

UN EXEMPLE. Prenons pour bruit un mouvement brownien de para-

mètre 1, et pour signal St=S.t, où S, de loi ~,, est indépen-
dante du bruit (Bt). On a Zt=S pour tout t. On peut calculer

la loi conditionnelle de S connaissant 0-=S.u + Bu :

P{Sdy | u=z } = exp(-(z-uy)2 2u) (dy) exp(- (z-ux)2 2u) (dx)

Cette loi conditionnelle ayant une moyenne, est p.s.

finie, et il en est de même a fortiori de le pro-

cessus d’innovation est donc bien un mouvement brownien dans

ce cas ( cf. KAILATH [3] ).
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g 2 . REPRESENTATIONS COMME INTEGRALES STOCHASTIQUES

Nous restons sous les hypothèses de la fin du paragraphe 1 :

bruit brownien de paramètre 1, continuité absolue du signal,

existence du processus Z. Notre but dans ce paragraphe ( et,

en partie, dans le suivant ) consiste à examiner dans quelle
mesure " toute l’information est contenue dans le processus

d’innovation I" . D’une manière précise, on aimerait établir

que les deux processus d’observation (8’t), et d’innovation
( It ) , engendrent la même famille de tribus.

Une telle conjecture résulte tout naturellement de l’étude

du cas discret : donnons nous un processus quelconque 
dont les v.a. soient intégrables, et tel que ~0=0 . La famille
de tribus naturelle associée est Posons

10=0 , ~~
C’est l’analogue exact du processus d’innovation. On vérifie

facilement, par récurrence sur n, que Fn=T ( Ik, k~ ) , Mais il
n’existe pas d’extension " na’ive" de ce résultat au cas con-

tinu : considérons par exemple un processus croissant (6’t)
à trajectoires continues , prenons sa famille de tri-

bus naturelle ; le"processus d’innovation" correspondant de-

vrait être 4’t-~, où et est la projection duale prévisible de
0’, mais il est identiquement nul...

Nous allons démontrer dans ce paragraphe un résultat de

FUJISAKI et de KUNITA, qui donne une représentation des fonc-

tionnelles du processus observé au moyen d’intégrales stochas-

tiques par rapport au processus d’innovation.

THEOREME 3. Supposons que (Ft) soit la famille de tribus natu-

relle du processus ( û ), et que l’on ait t0Z2sds  oo .s.

pour tout t . Alors toute v.a. admet une repré-
sentation comme intégrale stochastique par rapport à (It)
(6) Y = E[Y] + r h dI

0 s s

où le processus (h ) est prévisible par rapport à la famille

(Ft), et E [ ~h2sds ]  ~ .

Si(~t)désigne la martingale on a alors 

thsds - de sorte que cette martingale est continue - et
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hg = L’hypothèse concernant 2 est désagréable :
on a en effet établi l’existence du processus d’innovation sous

une condition d’intëgrabilitë plus faible, mais on ne sait pas
s’en servir 1

DEMONSTRATION. Nous poserons

(7) ~ == exp ( - /~ - 

C Q S S ~Q S
LEMME . Les deux processus (a,) ~t (O.a.) sont des martingales
locales, et ce sont des intégrales stochastiques par rapport à

(I.). Plus généralement, si (ht) est un processus prévisible
tel que t0h2sds  ~ p.s., et est le processus

Ht = thsds = thsdIs + thssds

alors le processus (H.a ) est une martingale locale, et

= ~ (~s ~ 
DEMONSTRATION. Il est bien connu (*) que si (Xt) est une martingale
locale continue, le processus croissant associe, le pro-

cessus ’7*"A.) est une martingale locale. Si de plus on

a A~ ~ M , on a E[ exp(03BB.sup|Xs |)] ~ 5eM03BB2. Prenant Xt =

/ on a A.==/ Zds ; si À==-1, on voit que (of.) est une

martingale locale. Si les v,a. tZ2ds sont bornées par des
0 ~

quantités M(t) dépendant seulement de t, (o~) est une vraie
martingale, bornée dans tout L" ; comme a alors

pour tout t. Noter aussi que dof = 
Appliquons maintenant la formule d’intégration par par-

fies pour les semimartingales continues(*)
d(~) = d[Cr~]~ = 0~ + 

et il ne reste bien que la différentielle d’une martingale

locale. Pour la dernière phrase de l’énoncé, on a un calcul

analogue :

Pour toutes ces questions, voir le séminaire de Strasbourg IV, p.

247 et p.101. Signalons ici une jolie formule qui n’y figure pas expli-
. si U et V sont deux semimartingales continues ou non

où Uc et Vc sont les parties martingales continues de U et V.s =
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dHt = 
et 

Nous abordons maintenant le théorème proprement dit. Il y
a un cas particulier facile, que nous traiterons d’abord :

celui où l’on a une majoration de la forme /tî2ds  M(t),
ce qui entraîne que ext est une vraie martingale, et en

particulier que E[at]=1 pour tout t.

Considérons alors un processus (’~t) , adapté à la famille na-

turelle (Ft+) , y et tel que soit une martingale locale.

Je dis qu’alors on a

~tt = c + t0 hsdIs ( c constante, h prévisible,t0h2sds  ao p.s. pour tout t~ )

Cela entraînera le résultat cherché : on l’appliquera au pro-
cessus , et la constante c s’identifie aussitôt

comme E[Y].
Pour démontrer cela, nous considérons la loi Le

fait que soit une martingale pour la loi P - une

vraie martingale, car les 
s 
et â 

s 
sont bornées dans L2-

s’exprime aussi en disant que (s)s~t est une martingale pour
P’ . Nous avons vu au § 1 que [~’,8~s - s p.s. pour P : comme P’

est absolument continue par rapport à P, ce résultat vaut aussi

P’-p.s., et (8~)s~ est un mouvement brownien de paramètre 1

pour P’. De même,-le processus (T~ ) ~. est une martingale lo-

cale pour la loi P’, et d’après un théorème classique sur le

mouvement brownien, il s’écrit pour st

1j = c + / h d0’ ( c constante, h prévisible )

alors ~ss = -1) + â Js h de-
qui d’après les lemmes se met sous la forme c+/ h’dI . Le
processus h’ 

, ne dépend pas de t, car il s’écrit aussi 
et le résultat cherché en découle.

Nous allons ramener le cas général à ce cas particulier.
Il y a la une difficulté technique qui ne me semble pas com-

plètement éclaircie chez KUNITA-FUJISAKI. Tout d’abord, puisque
nous voulons travailler sur la famille de tribus naturelle,
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nous pouvons supposer que Q est l’espace de toutes les appli-
cations continues de ~+, nulles en 0, et que les ~t sont les
applications coordonnées sur 03A9. Nous posons 

Nous approchons le processus (Zt) par des processus prévisibles
étagés (Z~), qui convergent vers (Zt) p.p. pour la mesure dtdP.

On peut supposer que les Zn sont continus à gauche, adaptés à
la famille (Ft-) sans aucune complétion. Quitte à remplacer

(Zt) par lim n inf sans changer de notation - nous avons

obtenu un processus (Zt) prévisible par rapport à sans

complétion. Ensuite, nous remarquons que les trajectoires du

processus / 0 Z2ds ne sont pas nécessairement continues : il
peut y avoir un saut d’une valeur finie à la valeur +oo , Nous

évitons cela en remplaçant Zt par
s’il existe un rt, rationnel, tel que

Z’t(03C9)=Zt(03C9) sinon r 2s(03C9)ds = +~
Nous enlevons ensuite le ’ : après cette modification, le

processus t 2ds est continu, et nous n’avons pas perdu la
0 ~

mesurabilité ci-dessus. Posons maintenant

Tn(03C9) = inf { t : t2s(03C9)ds ~n }

En vertu de la continuité qui vient d’être établie, c’est un

temps d’arrêt strict de la famille (Ft), ni complétée ni ren-
due continue à droite.

Considérons maintenant le processus

nt = 0- tt^Tn Z ds = I. + Z ds

sur l’ensemble tout t l, auquel nous
nous restreindrons. 0 Soit ? l’application de ÔQ dans °
qui associe à w~03A90 la trajectoire La famille de tribus

naturelle du processus On est la famille (T-~(Fo)) ; 1 comme Tn
est un temps d’arrêt de (Ft), TnoT est un temps d’arrêt de
cette famille. Mais si w et T(W) sont égales jusqu’à
l’instant Tn(w), donc T et T lui-même est ( sur

~0 ) un temps d’arrêt de cette famille. De même, si on

a IA=IAo sur 03A90 , et A~03A90 appartient à T ( 6t , t~0) : pour plus
de détails sur tout cela, voir COURREGE et PRIOURET [5]. On
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vérifie de même que le processus nt=tI{TTn} 1 
sur 03A90 est adap-

té à cette famille naturelle, y et bien entendu ~0n2sds  n par

définition de T . Enfin, est dans cette famille.

Nous pouvons appliquer le cas particulier précédent, sur

03A90 ( qui est de mesure 1 dans n ) aux processus Qnt,nt,It : toute
variable aléatoire Y, po -mesurable et de carré intégrable,
admet une représentation

Y=E[Y] + joo h dl avec oo

0 s 

Le processus (ha)’ prévisible par rapport à la famille naturel-
le de (4t), l’est aussi par rapport à (Fot). L’espace des YL2(F~)
admettant une telle représentation, étant fermé et dense, c’est

tout entier, et le théorème est établi.

Noter que le théorème 3 entraîne que toutes les martingales
de carré intégrable - donc toutes les martingales - de la fami-
le naturelle de (ô’t) sont continues.

REMARQUES SUR LES HYPOTHESES DU TH.3
Il est assez déplaisant que l’hypothèse principale du th.3

fasse intervenir, non pas les données du problème (Z,B,6’)~
mais le processus inconnu Z. Bien entendu, si l’on a 
oo , on a la même propriété pour Z, et l’hypothèse du th.3
est satisfaite. Mais nous avons passé trop de temps à la fin

du § 1 pour faire disparaître les restrictions d’intégrabilité
pour nous contenter de cela. Sans aller très loin dans cette

direction, nous allons examiner les conséquences de l’hypothèse
suivante qui, elle. ne fait pas intervenir Z

pour tout t fini, la loi induite par P sur Ft est absolu-
ment continue par rapport à la loi du mouvement brownien.

D’une manière précise, nous supposerons que l’on se place
sur l’espace canonique 0 de toutes les applications continues
de R+ dans R nulles en 0, les ~’t étant les applications coor-
données et (Ft) la famille naturelle. Cela exige en général un- ~ 

transport de structure, car il n’y a pas de place sur’O pour
B et Z l Nous désignons par P’ la mesure de WIENER sur 0 , et
notre hypothèse sur la loi P est que pour tout t
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P = 03B3t.P’ sur Ft 03B3t Ft-mes.
le processus est une martingale positive, on a 03B30=1 .
Comme toutes les martingales pour la loi P’ ont une modifica-

tion continue, on peut supposer que Y est continue. Nous al-

lons commencer par supposer que Y ne s’annule jamais.

Nous introduisons maintenant la martingale locale ~t =
~t comme toute martingale locale du mouvement brownien,
0 Ys 
elle s’écrit f Z étant un processus prévisible t el

que t0 
t 

 oo p.s. Notons les formules

dYt = , donc = 03B3tZtdt

Considérons alors le processus sa différentiel-

le est

(Qt-t0sds)d03B3t + 03B3tdQt + ( -03B3tt dt + d[Q,03B3]t )

Mais la dernière parenthèse est nulle, donc ce processus est

une martingale locale pour P’, ce qui s’énonce aussi en disant

que le processus 

I It = Qt- t0
sds

est une martingale locale pour P . D’autre part, I est une

semi-martingale pour P’, et on a P’-p.s., donc

P-p.s.. Autrement dit, I est un mouvement brownien pour la loi

P.

Passons au cas où Y peut s’annuler avec probabilité positive

(pour P’) : posons

Tn = inf ~ t : 1

C’est une suite croissante de temps d’arrêt, posons T=limnTn .
Nous avons ( E désignant une espérance prise pour P )

P=03B3tTn .P’ sur 1 /n , donc 

et par conséquent J=1 , d’où ( Fatou ) 1 .

t n
Comme Yn,=0 sur on a T~t p. s . pour P, et finalement

T=ao P-p . s ..
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Soit 03B3nt = YtAT ’ et soit Pn l’unique mesure sur 0 qui induit
sur chaque Ft . La théorie précédente s’applique aux

martingales 03B3nt , qui ne s’annulent jamais , et nous donne des

processus prévisibles nt ; nous avons .

d[03B3n,Q]t = 03B3ntntdt P’-p.s.
ce qui nous montre que les processus nt s’induisent bien sur
les intervalles [o,Tn] : il existe un unique processus prévisi-
ble Zt tel que

YtZtdt pour tT , Zt=O pour t> T
On a aussi !t Zsds  oo P’-p.s. pour quel que soit n ,

donc aussi P’-p.s. pour tT : mais alors P-p.s. aussi, et comme

T=+oop.s., Z est tel que  oop.s. pour tout t . Le cal-

cul déjà fait plus haut montre qu’alors le processus It= Qt -
t ds est un mouvement brownien pour la loi P . 

I ’C

0 s

Si l’on regarde maintenant la démonstration du th. 3, on s’a-

perçoit qu’elle repose uniquement sur le caractère brownien de

I, et le fait que / 2sds  oo p, s, pour tout t : elle reste

donc valable sans modification.

Quant à savoir si ( en revenant à la situation initiale

avec un signal et un bruit ) Z9 peut être interprété comme une
espérance conditionnelle de Z y c’est une autre affaire. On

peut seulement dire la chose suivante : supposons que Z satis-
fasse aux hypothèses de la fin du paragraphe 1 , et associons

lui comme nous l’avions fait alors,une projection prévisible,
que nous noterons pour éviter les confusions . Nous savons
qu’alors le processus It = 0. - 0 / *h Zsds est un mouvement 1 brow-
nien de la famille (F ) : le 

~ 
processus 1-1 est donc une

martingale continue de la famille (Ft), dont les trajectoires
sont des fonctions à variation bornée. Elle est donc identique-
ment nulle, et nous pouvons donc bien identifier Z et Z1.
UNE REMARQUE SUPPLEMENTAIRE

Revenons à la démonstration précédente, en supposant que Y

ne s’annule pas (P’-p.s.). Par définition de Z, on a
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d03B3s = 03B3ssdQs , 1

et par conséquent, cette équation différentielle ayant une
solution unique ( voir par ex. C. DOZEANS-DADE, quelques ap-
plications de la formule de changement de variables, Z. fur

W, , 1900, p.000000 ), nous avons

03B3t = exp[ t0 sdQs - 1 2t02sds ]

Comme le processus (Yt) ne s’annule pas par hypothèse, les
mesures P et P’ sont équivalentes sur F , et on a P’=03B3-1t.P .
Le processus Yt vaut

exp [-t0s dQs + 1 2t02sds ] = exp [-t0s dIs-1 2 t02sds ]
C’est le processus que nous avions noté at plus haut, et c’est

ici une vraie martingale pour la loi P, puisque c’est la densi-
té en question.

Lorsque Yt s’annule, le processus at ne représente que la
densité de la partie absolument continue de P’ par rapport à
P sur Ft, les mesures n’étant pas équivalentes, son intégrale
ne peut valoir 1, et c’est une martingale locale qui n’est pas
une vraie martingale. Nous n’insisterons pas sur ce cas.

Enfin, une partie des résultats de la fin de ce paragraphe
s’étend au cas où il existe une suite (T ) de temps d’arrêt,
croissant p’-P.s. vers +00 , et telle que la mesure P soit ab-

solument continue par rapport à P’ sur chaque tribu FT : le
processus (Y.) n’est alors qu’une martingale locale, mais en
procédant par arrêt comme on l’a fait plus haut, on arrive

encore à établir le théorème de représentation au moyen d’inté-

grales stochastiques.
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~ 3 . UNE FORMULE DE KALLIANPUR-STRIEBEL

Nous faisons dans ce paragraphe les hypothèses suivantes :

le bruit (Bt) est un mouvement brownien de paramètre 1. Le

signal St s’écrit avec un processus Z tel que t0Z2sds
~ pour tout t (p.s.), et le signal et le bruit sont indépen-

dants. Sous ces hypothèses très fortes, nous allons voir que
l’on peut donner une f ormule " explicite" donnant la loi condi-

tionnelle du signal, connaissant le processus observé jusqu’à
l’instant t : c’est un très joli résultat.

Nous adopterons les notations suivantes

Signal et bruit étant indépendants, nous pouvons supposer

que l’espace de base - que nous noterons (W,G,P) - est de la
forme UxV , muni d’une tribu produit et d’une loi pro-

duit P=rr®~ . Les processus (Zt) et (Bt) nous sont donnés sur
U et V respectivement, nous faisons l’hypothèse que

pour tout u et tout t,  ce

et que (Bt(v)) est un mouvement brownien sur V. Nous prolon-
geons ces définitions à W en convenant que

si w=(u,v) , 

e+ 8’ t (w) = 

La famille (F~) est la famille naturelle de (~lt). Nous convien-
drons aussi de noter U la tribu sur W formée des ensembles

AxV (AeU).
La loi conditionnelle sur G connaissant ueU est tout sim-

plement eu®~ . Nous allons la calculer plus explicitement sur
Notons la Qt(u,dw), noyau de (U,U) ( ou de (~,U)) dans

(W,Ft) , Pour cette loi, le processus 6’t coïncide p.s. avec
le processus Bt(w)+/ Z (u)ds, où le second terme est une
fonction certaine. 0 D’après les résultats du § 2 ( dans un cas
ici très particulier ), si nous posons

= (u)dB t ’ p 
0 s s ~~ s

= (u)de (a)) p 
0 s s~ ) s ~-o 0 s~ ~
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alors la mesure est une loi de probabilité

sur Fot , pour laquelle le processus (Qs)st est un mouvement
brownien. Mais il existe une seule loi sur Ft possédant cette
propriété. Notons la ~t , Ainsi

, 

pour tout u, admet une densité par rapport à  , t

= 1/a (u,(o) = exp[t Z (u)d8’ (w)- 1 2Z2s(u)ds ]t t ~ S 

Il faut ici faire un peu attention : pour chaque u fixé, le

processus a (u,,) est, non pas uniquement défini, mais un élé-
ment arbitraire d’une classe de martingales continues indistin-

bles. Pour l’instant, nous fixerons t, et nous choisirons qt
comme une version de positive, mesurable sur

version qui existe, car Ft est séparable. Nous lui ap-
pliquons le lemme suivant, pour lequel nous gardons les nota-

tions précédentes, en les débarrassant de quelques indices.

LEMME. Soient (W,G,P) un espace probabilisé, U et F deux sous-

tribus de G , rr la loi induite par P une loi sur F,
u w) une fonction positive UxF-mesurable telle que l’ on ait,

pour toute v.a. positive F-mesurable Y

p.s.

Alors la restriction Y de est absolument continue par

rapport â ~ , avec la densité ( qui est donc Y-E~

finie et non nulle ). Si nous posons
= 0 si le dénominateur vaut

0 ou +ao )

nous avons pour toute v.a. positive U-mesurable Y

c(,,u)Y(u)rr(du) P.s.

Nous laisserons ce lemme au lecteur. Si nous l’appliquons ici,

nous obtenons la loi conditionnelle du signal connaissant le

processus observé jusau’à l’instant t 
1 t 2

(~) Ct (c~,du) _ 
Z s( u ) dd s( ) w - 

" 
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C’est la formule de KALLIANPUR-STRIEBEL. Pour l’instant, elle

est relative à une valeur fixée de t. Nous noterons qt(u,w) le
numérateur, et Dt(w) le dénominateur. Nous allons maintenant

faire une digression, en cherchant à définir de bonnes versi-

ons de qt et Dt qui rendent la formule vraie pour tous les t
simultanément. C’est plutôt ennuyeux, et personne n’en voudra

au lecteur s’il omet ce qui suit.

Nous commençons par fixer un nombre T , et travailler uni-

quement pour les tT : noter par exemple qu’il n’existe peut
être pas de loi 03B2 sur 0 induisant 03B2t sur Ft pour tout t 1 Nous
désignons par Ft la tribu obtenue en complétant FT pour 
et en adjoignant à Ft tous les ensembles 03B2-négligeables de
cette complétion. Cette famille est continue à droite, et pour

elle les ensembles bien-mesurables et prévisibles coïncident :

ce sont des propriétés bien connues du mouvement brownien. On

obtiendrait la même famille en complétant par rapport à n’im-

porte quelle mesure QT(U,.) au lieu de 03B2 ( par équivalence).
Pour tout t rationnel >0 , choisissons une v.a. qt(u,w),

U Fot-mesurable, et telle que pour chaque u qt(u,.) soit Qt(u,.)
- p.s. égale au numérateur de (8)~ c.à.d, à 1/ at(u,,). Nous po-
serons pour t   qt(u,w) = lim inf Le processus

(qt(u,.)) est alors prévisible pour tout u, et en-tant que fonc-

tion de ses trois variables, est mesurable sur ce

dernier espace muni de la tribu prévisible.
Soit H l’ensemble des (u,w) tels que l’application q~(u,w)

sur soit prolongeable à [0,r] en une application conti-

nue, finie et strictement positive : les propriétés de en-

traînent que, pour chaque u, la coupe HC(u) est 
geable, donc 03B2-négligeable. D’autre part, HT est U F°-mesura-
ble ( écrire la continuité uniforme sur  ). On pose alors si

t~tT 
Si Sinon 

Pour tout u, ce processus est continu, adapté à la

famille (Ft), donc prévisible .- Si T est un temps d’arrêt de

cette famille, borné par un nombre sT , est 

rable pour tout u . D’autre part, soit N l’ensemble des w tels

que ~0 : N est F-mesurable et 03B2-négligeable,
et si onTa /n(du)qt(u,w) pour tout t~T .
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Ce dernier processus est prévisible par rapport à 

donc le premier est prévisible par rapport à (Fj). , et
en particulier est FT-mesurable. Résultats ana-
logues pour des processus 

Les mesures Q(u,dw) et coïncidant sur FT (c’est,
pour chaque u , la propriété de martingale de (at)), le lemme
nous donne que l’on a, pour toute v.a. Y(u) positive

[ ~ ~T ] _ 
/ 

Il est intéressant d’évaluer le dénominateur. Chacune des lois

Q(u,dw) étant absolument continue par rapport à P sur F~ ,
avec densité q~(u,(u), la loi P=/n(du)Q(u,.) est aussi absolu-
ment continue, avec densité Noter que les me-

sures Q(u,dw) sont équivalentes à P sur FT , les densités q~,
sont strictement positives, leur intégrale l’est aussi, et P
et P sont équivalentes sur 

Pour tout temps d’arrêt TsT , le dénominateur D;(w) de la
formule de KALLIANPUR-STRIEBEL est donc densité de P par rapport
à ~T sur Comme c’est par ailleurs un processus prévisible,
le processus est version continue de la martingale

Eg 03B2 -p.s., donc P-p.s.. Il faut noter aussi que
la fin du §2 nous permet de calculer cette densité : d’après
l’équivalence des mesures P et P sur F° , il existe un pro-
cessus prévisible (Zi.), tel que JT 2sds  ce pourt 0 s T

tout T , et que la densité de P par rapport à 03B2t sur FJ soit

exp [ t0sdQs - 1 2t02sds ] p.s.

Cette intégrale stochastique est donc égale à D; sur l’inter-
valle les deux processus étant, de manière précise, 03B2-
indistinguables.

Il est temps de faire disparaître T .

Soit F~la tribu complétée pour P, et soit Ft la tribu
obtenue en adjoignant à Ft tous les ensembles négligeables .
Il résulte du th.3 que cette famille est continue à droite, et

que ses tribus prévisible et bien-mesurable coïncident.

1. Deux processus bien-mes. égaux p.s. pour chaque T sont indistinguables.
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Comme P et P sont équivalentes sur on a Ft pour
tT . Nous définissons

(9) si cette fonction est continue sur R ,
finie et strictement positive

q (u,w) = 1 sinon

Une comparaison avec la définition de qT sur CO,T] montre que
les processus qT et q sont P-indistingu-ables sur CO,T], pour
tout u fixé. Attention, ils ne sont pas P -indistinguables, le
second n’étant même pas mesurable par rapport aux complétions

pour Si T est un temps d’arrêt borné de la famille (Ft+),
qT(u,.) est, pour tout u fixé, P-p.s. égale à qT(u,,), si T a

été choisi assez grand : elle est donc FT-mesurable. De même,
si Y(u) est une v.a. positive, les processus 
et (u,.) sont P-indistinguables sur CO,T] , d’où
l’on déduit que le second est prévisible par rapport à (Ft) .
La formule établie alors pour nous donne

(10) ] = 
/ 

P-P.s.

Cela s’étend aussitôt à un temps d’arrêt de la famille (Ft),
borné ou non. Enfin

(11) le processus est P-indistinguable de l’inté-

grale stochastique 1 2t0 2sds ] = exp [t0sdIs

+ 1 22sds ] 

En particulier, il est continu, strictement positif et fini. De

la formule (10), on déduit aussitôt le résultat suivant par un

argument de classes monotones : si l’on a un processus mesura-

ble positif (i.e., l’application (t,u)>Yt(u) est
sa projection prévisible sur la famille

(F.), qui coincide avec la projection bien-mesurable, est

(12) Y~((u) = /n(du)Yt(u)qt(u,w) / 

Enfin, une dernière remarque : en tenant compte de (11), on

obtient une jolie expression, sans dénominateur, pour la

loi conditionnelle sur U relativement :

(13) exp[ t0(Zs(u)-s(03C9))dIs(03C9) - 1 2t0(Zs(u)-s(03C9))2ds ] 03C0(du)
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UN RESULTAT DE CLARK

Supposons que le processus Z, suppose mesurable, soit tel que

Zt soit intégrable pour tout t . La formule de KALLIANPUR-
STRIEBEL permet alors de calculer la projection Z. :

t(03C9) = 03C0(du)Zt(u)exp[t0Zs(u)dIs(03C9)+Zs(u)s(03C9)ds-1 2Z2s(u)ds] 03C0(du)exp[t...]
o

C’est une relation entre Z et Z : CLARK a montre qu’elle se
prête bien à un calcul de Z par la méthode des approximations
successives, lorsque le processus Z est borné par une constante

M. La méthode montre alors que Z est mesurable par rapport à la
famille de tribus naturelle du processus d’innovation, et il

en est de même du processus CLARK peut alors

étendre ce résultat au cas où le processus Z est seulement la-

calement borné ( i.e., chaque trajectoire est une fonction bor-
née sur tout intervalle compact ). Voici comment se démontre
le théorème de CLARK .

Soit H un processus uniformément borné. Posons

= + 

Nous supposons le processus Z borné par une constante M en

module : il en est de même du processus Z , et nous savons que

le processus admet des bonnes versions, partout finies

et continues, etc. Il en est de même du processus R.(u~u)), qui
n’en diffère que par la quantité parfaitement régulière

/ 0 Ainsi, nous n’aurons aucune difficulté

à définir R, non plus que le processus

~ ~ ~~ "~~~ ’ = 

/ 

Le processus Z satisfait à T(Z)=Z . Notons quelques propriétés

de l’opérateur ( non linéaire ) T : supposons que H soit un

processus uniformément borné, progressivement mesurable par
rapport à la famille (~). Alors
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- 4(u,w) est U Ft-mesurable ; est fonction continue de

t , et pour tout u et tout t

/ exp(Àsup C  00

st 
S -

où C est une constante dépendant de À et ~t, ainsi que
de la constante majorant uniformément H, et de la constante M

majorant Z, mais non de u.

- Le dénominateur de (14) est une fonction continue et stricte-
ment positive de t ; T(H) est un processus progressivement me-
surable par rapport à la famille (Ft ) , uniformément borné par
M en module.

Nous partons maintenant du processus Z =0 , et nous formons
les processus Tn(Z)=Zn, qui sont tous bornés par M en module.
Si nous pouvons démontrer que ces processus convergent vers
Z en un sens raisonnable, nous aurons démontré la première par-
tie ( le cas borné ) du théorème de CLARK, car ces processus
restent tous dans la famille de tribus naturelle du processus

d’innovation (It) , comme on le vérifie aussitôt sur la formu-
le - si H est progressivement mesurable par rapport à cette

famille, il en est de même de RH et T(H). Afin de démontrer
cela, CLARK introduit un paramètre et les opérateurs

RH,03B1t (u,03C9) = R 03B1H+(1-03B1)t (u,03C9)

T03B1H = T(03B1H+(1-03B1))

Pour a=0, T~ = Z, et pour a=1, T~=T(H), Pour w fixe, il n’y a
aucune difficulté à dériver en a

D03B1RH,03B1t(u,03C9) = t0(Hs(03C9)-s(03C9))Zs (u)ds

D03B1(exp(RH,03B1t(u,03C9)) = exp(RH,03B1t(u,03C9)).t0...

D03B1T03B1H(t,03C9) =
03C0(du)Zt(u)exp(RH,03B1t(u,03C9)t0(Hs(03C9)-s(03C9))Zs(u)ds 03C0(du) exp(RH,03B1t(u,03C9))

T03B1H(t,03C9) 03C0(du)exp(RH,03B1t(u,03C9)) t0(Hs(03C9)-s(03C9))Zs(u)ds 03C0(du)exp(RH,03B1t(u,03C9))

et par conséquent, Z étant majoré par M
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|D03B1 T03B1H(t, 03C9)| ~ 2M2 t0| Hs (03C9)-s (03C9)| ds

et en intégrant de 0 à 1 
2 t ,.

|T(H)t(03C9)-t(03C9)| ~ 2M2 .t0|Hs(03C9)-s(03C9)ds
Prenant 

0

 (03C9)- Zt(03C9)| ~ 2M2. |ns(03C9)- s (03C9)|ds

d’où par une récurrence immediate, en posant 2M2=K
w  M ~ntnZ~((.)! ~M~-

et la convergence uniforme des vers Z, ce qui est le résul-

tat cherché.

Nous ne démontrerons pas ici la seconde partie du théorème

de CLARK, i.e. la possibilité d’affaiblir l’hypothèse faite sur

Z , en la remplaçant par la condition sup 1  oo p.s.

pour tout t : cela nous entraînerait 
- 

trop loin.
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Il faut ajouter à tout cela que nous n’avons abordé qu’une pe-
tite partie du sujet : bruit blanc additif à une dimension :

Sur cette seule petite partie, la bibliographie de [8] donne
37 titres, et il y a bien d’autres sujets intéressants : il

semble impossible de parvenir à de vrais résultats sans préci-

ser la nature de la liaison stochastique entre signal et bruit

( le § 3 concernant le cas le plus simple , l’indépendance ).
On a étudié divers types intéressants de liaisons plus ou

moins markoviennes.


