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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1971/72

LIMITES MEDIALES, D'APRES MOKOBODZKI

exposé de P,A.Meyer

I1 s'agit d'une application de 1l'axiome du continu d la théorie de
la mesure, encore plus belle que l'invention des " filtres rapides" .
On n'en dira pas plus, afin de ménager les effets de surprise qui font
le charme du sujet.

§ 1 . UN THEOREME DU TYPE DE HAHN-BANACH

Notations et rappels. X est un sous-ensemble compact métrisable d'un

e.V.t. localement convexe E,

On va d'abord rappeler gquelques résultats sur les fonctions convexes.
Nous convenons ici qu'une fonction convexe sur X ne prend jamais la
valeur - , mais peut prendre la valeur +w . A toute fonction convexe
u on associe l'ensemble des points situés au dessus de son graphe

A = { (t,x) e BxX : u(x)<t }

C'est un ensemble convexe, fermé si et seulement si u est s.c.i. ( et
alors 1l'ensemble AE:Auﬂ{(t,x) : t<b | est convexe compact pour tout .

En appliquant a A le théoréme de Hahn-Banach, on voit que u ( convexe
s.c.i. ) est enveloppe supérieure de fonctions affines continues. Elle
satisfait donc & 1'inégalité

(1) u(b) < )f( u(x)p(ax)

pour toute mesure de probabilité p sur X, de barycentre b.
Soient u, et u, deux fonctions convexes s.c.i., dont 1l'une est bor-

née par une constante b, Un petit dessin montrera que l'enveloppe con-
vexe de Au1 et Au est la réunion de [b,m ]xX et de l'enveloppe convexe
de AE et Ag . 2 Mais ces ensembles sont convexes compacts, leur en-
velopﬁe conveée est/compacte, et l'enveloppe de Au UAu est fermée.

On peut donc définir une fonction convexe u=u17 u, par

(2) A, = enveloppe convexe de Au1UAu

2
et u est encore s.c.i.j} u est évidemment le sup des formes affines

continues minorant a la fois u, et Uy d'ol l'associativité de cette
opération., Mais ce qui apparait sur cette construction, c'est que si
v est convexe guelconque , et v< Uy, VU, alors V5u1T Use
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On n'en dira pas plus, car on a tout ce qu'il faut pour poser la
premiére définition importante

DEFINITION, La classe I; est formée des fonctions convexes bornées v,
enveloppes inférieures génombrables de fonctions convexes SeCel..

Soit (vn) une suite de fonctions convexes s.c.i. telle que v=inf v ,
et soit b une constante majorant v ; v est aussi la limite de la
suite décroissante b7v1x...7vn de fonctions convexes s.,c.i. bornées .
On en déduit que v satisfait & 1'inégalité (1).
Nous poserons I_ = -I' . C'est une classe de fonctions concaves s.c.s..

La seconde définition importante est la suivante

DEFINITION, Une fonction universellement mesurable bornée w sur X est

dite fortement affine si 1'on a w(b)=/w(x)pu(dx) pour toute mesure de
probabilité p sur X, de barycentre b.

Toute fonction affine continue ( ou s.c.i., ou s.c.s.) est fortement
affine, mais il existe des fonctions affines boréliennes qui ne le sont
pas [ exemple : X={mesures de probabilité sur [0,1]}, muni de la topo-
logie vague ; w(pu)= masse totale de la partie atomique de p ]. Mais si
pour tout p on peut encadrer w entre deux fonctions uel_ , veF+ telles
que p(v-u)<e, w est fortement affine.

Et voici le résultat principal de cette premiére partie :

THEOREME 1.Soient uel_ , vel telles que u<v . Il existe alors une fonc-

tion fortement affine w telle que uw<v .

On établit d'abord un lemme : O

LEMME, Soit p une mesure de probabilité sur X. Il

existe deux fonctions u'el_, v'el, telles que

v
usu'<sv'<v et gue u'=v' p-p.pe.
u
DEMONSTRATION, Choisissons une suite unfu ( resp. v,
{ v ) de fonctions bornées concaves s.c.s. ( resp. (ﬁfﬁiﬁ?iiff
X

COnvexes S.Cel.). Le théoréme de HAHN-BANACH ordinai-

re, appliqué aux ensembles situés respectivement au

dessus du graphe de vt % et au dessous du graphe de

u - % , mon?re que l'en?emble An des formes affines continues h telles
que u - <hgv,+5 estnon vide pour tout n . A décroit, et
son adhérence Kn dans L1(p) faible est compacte. Il existe donc aeL1(p)
appartenant 3 tous les In . Mais comme An est convexe, Kﬁ en est aussi

l'adhérence forte, et nous pouvons trouver a eA tel que uan-a“1§ 2™n,
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La suite (an) converge alors p-p.p., et nous obtenons les fonctions
désirées en posant

u' = lim inf a v'= 1lim sup a
n n '’ 0P fn

DEMONSTRATION DU THEOREME, Soit & l'ensemble de tous les ordinaux
dénombrables : € a la puissance du continu ( axiome du continu ! )
et il existe une bijection ars B, de © sur l'ensemble des mesures
de probabilité sur X. On construit alors par récurrence transfinie,
au moyen du lemme précédent, deux applications

a=>u croissante, de & dans T_

ar> Vv, décroissante , de & dans F+

telles que Uu <V <V et U=V, ky~PeP. pour tout o« . Toute mesure ey
figurant dans 1'énumération, ces fonctions ont une limite commune w .
Celle-ci est évidemment universellement mesurable. Enfin, si p est une
mesure de probabilité, x son barycentre, (p+ex)/2 figure dans 1!'énumé-
ration, d'ou résulte aussitdt que w est fortement affine.

§ 2 . LIMITE MEDIALE D'UNE SUITE BORNEE
Nous appliquons les résultats précédents a E=RN, X étant le cube
[—1,1]N , et en prenant pour u et v les deux fonctions sur X

u = llmnlnf §n sy V= llmnsup §n
ou les §n sont les applications coordonnées ( qui sont affines conti=~
nues sur X ). Nous choisissons une fois pour toutes une fonction for-
tement affine £ sur X, comprise entre u et v : £ se prolonge par homo-
généité au sous-espace B X = 1® ge E.

DEFINITION, Si x:(xn) est une suite bornée, le nombre £(x) sera

appelé limite médiale de x, et note llmnmed S S

Cette terminologie est trés agréable, lorsqu'on met " lim méd" en
rapport avec " lim inf" et"lim sup" , mais ce n'est pas une vraie opé-
ration delimite. Nous verrons plus loin que limnméd X, peut étre égal
3 O pour une suite X, 3 valeurs +1 , de sorte que limnméd X, n'est pas
une valeur d'adhérence de la suite,en général, De plus, on n'a pas né-
, ce qui est un peu choquant .

n+1

cessairement lim méd X, = 1lim méd x
N s n . n. . e s
Mais 14 le reméde est bien facile : il suffirait de remplacer u et v

par les fonctions
m inf §1+....+ §J._

sup n+1

1i

La limite médiale ainsi modifide sera égale & la limite de Cesaro de

la suite lorsque celle ci existera. A vrai dire, il n'y a pas de raison
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de s'arréter en si bon chemin, et on peut trouver une fonctionnelle
" 1lim méd" meilleure, par exemple, que tous les procédés de Cesaro.
J'ignore & quoi cela peut servir. Ici, nous laisserons cela de coté,
et nous reviendrons 4 une limite médiale gquelconque.

Voici la propriété fondamentale des limites médiales. (O,z) désigne
un espace mesurable, g* est la tribu complétée universelle de F .

THEOREME 2., Soit (fn) une suite uniformément bornée de fonctions mesu-
rables sur 0, et soit f la fonction w+ lim méd f (w) [ on la notera

llm méd f dans la suite J]. Alors f est F —mgsurable et 1l'on a pour

toute mesure bornée p sur O ( non nécessairement positive )

(3) p(£) = lim méd p(f)
n

et en particulier, u(f) est comprise entre limninf p(fn) et limnsup
p(fy)

DEMONSTRATION, Nous pouvons supposer la suite a4 valeurs dans [-1,1].
L'application F 3 (fn)neN applique alors Q dans X, et elle est mesu-
rable . Elle est encore mesurable lorsque X est muni de sa tribu uni-
versellement mesurable, Q de g* . La fonction £ ( = 1lim méd ) sur X
étant universellement mesurable sur X, la fonction f=4oF est g*-mesu—
rable sur Q, Lorsque p est une loi de probabilité, (3) ne fait qu'
exprimer le caractére fortement affine de £ : soit A la loi image F(p),
le membre de gauche vaut [4dA, tandis que la suite(p(fn» est le bary-
centre de la mesure A sur X, On passe alors au cas ou p est bornée par
linéarité.

COROLLAIRE, Sl;pour une mesure bornée p la suite (f ) converge faible-

ment dans 1! (p) vers une fonction g, on a g= lim med f U~PePes
ERE— n
DEMONSTRATION, Si A est un élément de g , on a d'aprés (3)

£ f dp = lim méd £ £ ap

mais lim_ /f dp existe et vaut fg dp . Donc g=f p—p.p..
m J£dp p n
A~ A

COMMENTAIRE, Le procédé qui a permis de trouver la limite g est indé-
pendant de la mesure p aln31, si la suite (f ) converge faiblement
dans quantité d'espaces L (p ) simultanément, la fonction 11m méd f

n
est une version de la limite faible pour toutes les Py 3 la f01s.

Dans le cas de la convergence forte dans L1, ou simplement de la
convergence en mesure par rapport aux Bis un théoréme trés utile de
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MOKOBODZKI permettait déja ( depuis 1967 ) de construire de telles
limites indépendantes de la famille de mesures. Il s'agissait du
procédé des " filtres rapides® sur N , qui reposait lui aussi sur
l'axiome du continu. Nous verrons que le procédé des limites médiales
permet de se passer complétement des filtres rapides, méme pour 1!
étude de la convergence en mesure.

Si on applique le corollaire du th.2 4 une suite de variables
aléatoires indépendantes t, de méme loi , & valeurs dans {-1,1}, suite
qui converge faiblement vers son espérance, on obtient des exemples de
suites 4 valeurs +1 dont la limite médiale est un nombre quelconque de
1ltintervalle J-1,1[.

Nous allons maintenant étendre la notion de limite médiale &
toutes les suites positives , et i certaines suites non bornées de
signe quelconque.

8§ 3 . EXTENSION AUX SUITES NON BORNEES

Soit B(N) le compactifié de CECH de IV : les points de B(N) corres-
pondent aux ultrafiltres non triviaux sur N , et toute fonction x sur
N ( i.e. toute suite (xn)) admet un prolongement unique x & B(N), qui
est une fonction continue sur cet espace & valeurs dans B ( si vest un
ultrafiltre, x(v) est tout simplement lim x ).

BEn particulier, 1l'application x+3 x est un isomorphisme de l'es-
pace de Banach 4% des suites bornées sur l'espace de Banach g(BGN)) des
fonctions continues (bornées!) sur le compactifié. L'application liné-
aire positive de norme 1 x— 1imnméd X, apparalt alors comme une me-
sure de probabilité © sur B(N), et on peut écrire

(4) pour xet" , lim méd X, = [xde

Cela nous permet de définir limnméd X, s pour des suites non bornées,
comme [X 40 lorsque cette intégrale existe : lorsque x est positive, par
exemple, ou lorsque []x|a8 < +o.

Cette définition abstraite, compte tenu du fait que x/Am =xAm, se
transforme aussitdt en les deux rdgles concrétes suivantes

a) si x est positive, lim méd x = sgp lim méd X Am

b) en général, lim méd x = lim méd xT= 1im méd x~ si lim méd |x|<o

( et aussi limnmed X, = limm lim méd «—m)V(anm)) dans ce cas )

10ette mesure ne charge pas NN ( vérification immédiate).



203

THEOREME 3 . Soit (f ) une suite de fonctions mesurables sur (0,F),
et soit p une mesure bornée ( positive ou non ) sur Q . On note f la
fonction ( z*—mesurable ) égale & limnméd fn(w) 13 ou limnméd |fn(w)|
<00, non définie ailleurs.

a) Si sup [|£ |d|p| <o , f est définie ( et finie ) p-p.p., et Tel'(})
3 ‘

b) Si la suite (f,) est uniformément intégrable par rapport & |p|, on
a
(5) /£ dp = lim méd [f dp

COROLLAIRE, Si la suite (f ) converge faiblement vers f' dans L1(p),
lim méd f existe p~p.p. et est égale p-p.p. afr',

DEMONSTRATION, Pour établir a), nous supposons les fn et p positives.
Nous avons pour tout m

p( limnméd(anm)) = limnméd p(anm) < limnméd p(fn)
on fait tendre m vers +m, il vient

u( lim méd fn) < lim méd p(fn)
d'ou a) si la suite p(fn) est bornée.

Pour établir b), on considére les fonctions fﬂ = (-m)V(anm) , et
on écrit de méme pour tout m
p( 1imnméd fﬂ ) = limnméd p(fz)

Mais lim méd |fn| est finie p-p.p. et |p|-intégrable, lim méd fﬁ
converge vers lim méd f en tout point ol lim méd Ifnl <o, et le
premier membre converge donc vers p(limnméd fn) lorsque m- , par con-
vergence dominéde, D'autre part, 1l'intégrabilité uniforme de la suite
(fn) entraine la convergence uniforme de la suite (p(fﬁ)) vers (p(fn)),
d'ou la formule (5)., Le corollaire se démontre comme celui du th.2.,

en se rappelant qu'une suite faiblement convergente est uniformément
intégrable.

REMARQUE, Si (fn) est une suite uniformément intégrable, la fonction
limnméd fn appartient, pour tout n , & l'enveloppe convexe fermée de

(fn’fn+1"") dans L1. Cela résulte de (5) et du théoréme de HAHN-BANAGH

Voici la forme du théoréme précédent qui concerne la convergence en
mesure. Elle montre que les limites médiales remplacent complétement
les filtres rapides dans les applications.

THEOREME 4 . Soit (fn) une suite de fonctions mesurables sur (Q,F), gui
converge en mesure vers une fonction f ( finie p~-p.p. !). Alors on a

p-p.p. lim méd l£,] < oo, limnméd f,=1.
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DEMONSTRATION, C'est presque évident : il suffit de démontrer le résul-
tat pour les suites f; et f; , qui convergent en mesure vers £t et
f~, Autrement dit, on peut supposer les fn positives, On a alors, 4'
aprés le corollaire du th,2

limhméd anm = fAm p=pP.p. pour tout m

puisqu'il y a dans ce cas convergence forte dans L1(p). On fait tendre
m vers + @ et on obtient le résultat cherché.

REMARQUE. La théorie du §1 est sans doute susceptible d'autres
applications que celles des paragraphes 2-3, Considérons par exemple
1tintervalle [0,1[, muni de la mesure de Lebesgue, et prenons pour

X la boule unité de Loo, munie de la topologie faible o(LG1L1). Pour
feX , e$ pour tout intervalle I=[a,b]<[0,1[, on a

S
sup ess f(x) = sup Eé; Jf(x)ax
xel a<r<s<b r

r,se

Si nous notons vI(f) le premier membre, vy est donc une fonction

convexe S.C.i. sur X, Les fonctions V[0,1/n[ décroissent lorsque
’

n croit, et la fonction sur X

v(f) = 1lim sup ess f(x) = lim v (f)
x—> 0 n-=>00 [0,1/nl

appartient 4 la classe I' . De méme , la fonction lim inf ess f(x)
x =0
=u(f) appartient & T_ , et comme on a u<v , le théoréme 1 nous don-

ne l'existence de " limites médiales essentielles'" en O , C'est cer-
tainement une notion intéressante,

P.AMeyer
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