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REDUITES ET JEUX DE HASARD

exposé de P.A.Meyer, avec M.Traki

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1971/72

La théorie générale des jeux de hasard a été exposée par
DUBINS et SAVAGE dans leur livre bien connu " How To Gamble If

You Must " [3] - bien connu du moins par son titre, car ce n’est

pas un livre facile. En 1966, un étudiant de Strasbourg, M.

Mohammed TRAKI , avait entrepris de présenter les résultats de

DUBINS et SAVAGE comme travail de 3e Cycle. Il s’agissait en

particulier de débarrasser le livre de sa théorie de la mesure

’non classique". Le travail de M.TRAKI, poursuivi dans des con-

ditions difficiles, a été achevé en 1971. Entre temps, la mise

au point que nous avions préparée ensemble en 1966 s’est trouvée

largement dépassée par les progrès de la théorie, en particulier
par les travaux de STRAUCH et SUDDERTH.

Du point de vue de la théorie des jeux de hasard, les géné-
ralités constituent un mal nécessaire, les résultats vraiment

intéressants concernant l’existence de stratégies optimales ( et

leur détermination explicite:). Les résultats généraux, en revan-

che, ont beaucoup d’intérêt pour la théorie du potentiel : ils

constituent en effet une première ébauche d’une théorie des ré-
duites relativement à une famille de noyaux qui n’est pas un

semi-groupe. C’est pourquoi ils sont exposés ici d’une manière

autonome.

Bien que cet exposé ait été récrit, il doit fficore beaucoup
aux discussions avec M.TRAKI. Il est juste qu’il en soit remercié

ici.

~ 

1. LES DEFINITIONS PRINCIPALES

1. On se donne un espace d’états E polonais ( métrique séparable

complet ). On désigne par E sa tribu borélienne, par P l’en-
semble des lois de probabilité sur E, par M+ le cône des mesures
positives bornées sur E.

On remarquera plus loin que la topologie de E n’intervient

jamais, mais seulement sa structure mesurable : on sait que les

espaces mesurables (E,E) sousjacents à une topologie polonaise
forment une classe que l’on rencontre très fréquemment. Ce qui
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suit s’étend d’ailleurs à la classe un peu plus large des espa-
ces de BLACKWELL ( ~~ ], [4] ).

De même, P et M sont munis d’une métrique naturelle associée
à la métrique d de E, qui en fait des espaces polonais, et qui
définit la topologie de la convergence étroite des mesures :
c’est la distance de PROKHOROV ([6], [ ]). Si l’on change la

métrique d ( E restant complet séparable ), la distance de PRO-
KHOROV change aussi, mais la structure mesurable qu’elle définit
reste la même sur P ou M+,

Du point de vue de la théorie des jeux de hasard, il est sug-

gestif d’appeler fortunes les points de E, et jeux les mesures
de probabilité sur E. Un joueur qui dispose de la fortune x ne

peut en général pas jouer à n’importe quel jeu : il choisit dans
un certain ensemble J(x), l’ensemble des jeux permis en x. Nous
supposerons toujours que Ex e J(x) : le joueur a le droit de
conserver sa fortune intacte, sans rien jouer. Ainsi, nous posons
la définition suivante :

DEFINITION. On appelle maison de jeu ( gambling house ) une par-
tie J de ExP possédant les propriétés

1) Ex e J(x) pour tout xeE ( "the g.h. is leavable")
2) J est mesurable pour la tribu produit naturelle sur ExP .

En fait, DUBINS et SAVAGE ne font aucune de ces deux hypothèses :
l’hypothèse 1) est trop restrictive pour la théorie des jeux de

hasard ( mais non pour ses applications mathématiques ). Quant à

l’hypothèse 2), ils l’évitent en utilisant une théorie de la me-
sure non orthodoxe ( simplement additive) : cela présente bien

des inconvénients pour les applications éventuelles à la théorie

du potentiel.

II. Une stratégie est une règle que se fixe à l’avance le joueur,
et qui détermine ses choix successifs. En termes mathémati-

ques, c’est une suite d’applications mesurables

s 1 : E --~ P , s 2 : ExE -.~ P , ... , sn : En -~ P
telle que quels que soient n,xo,...,xn’ la mesure sn+1(xo’ " ’’
x ; dy ) appartienne à J(x n ). Autrement dit, si le joueur est

passé par les fortunes successives xo,...,xn aux instants 0,..,n
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il choisi à l’instant n+1 le jeu dy) , qui
doit naturellement être permis pour la dernière fortune xn .

Lorsqu’une stratégie o a été choisie, et lorsque la loi de

la fortune initiale est connue, on peut représenter l’évolution

de la fortune du joueur par un processus stochastique. Notons Q

l’ensemble E~ , muni de la tribu produit naturelle F. Les éléments

de n sont parfois appelés arties ( infinies ). On note Xn l’ap-
plication coordonnée d’indice n, et Fn la tribu engendrée par

Il existe alors une loi sur Q et une seule

telle pue

~i(A) (AeE)
~ n,’0 )

Nous désignerons par E l’espérance correspondante. Nous n’in-

sistons pas sur la construction de P , d’abord, par récurrence,
sur Fn , puis passage a F par un argument de limite projective
justifié ( par exemple ) par le caractère polonais de E.

On rencontre fréquemment des stratégies ( dites markoviennes)

pour lesquelles le choix du jeu à l’instant n+1 ne dépend que de

la dernière fortune obtenue x . Ces stratégies sont de la forme

... , xn ; dy ) = rn+1(x~ , dY )
où pour tout n>0 rn est un noyau permis , , i.e. un noyau sur E

tel que eJ(x) pour tout xeE. Un cas particulier spécia-
lement important est celui où tous les rn sont égaux à un même

noyau permis r : la stratégie correspondante est alors dite mar-
kovienne stationnaire , et notée [r].

III. On se donne sur E une fonction borélienne positive u , appe-
lée l’utilité ( nous supposerons en général que u est bornée)

Intuitivement, le joueur est d’autant plus content dans l’état x

que u(x) est plus grand, et il cherche à choisir des stratégies

qui le conduisent dans des états où l’utilité est grande.

Nous poserons u( ,03C3) = sup Too] , T parcourant 1’

ensemble de tous les temps d’arrêt. Ce nombre peut être appelé
l’utilité de la stratégie c . Nous poserons

~(~i) = sup 
o
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et en particulier si nous écrirons u(x) . S’il existe une
stratégie o telle que nous dirons que o est optima-
le ( pour la loi initiale ~, ) : il n’y a aucune raison pour qu’
une telle stratégie existe, et elle n’est"jamais"unique ( on peut

y intercaler autant d’arrêts qu’on veut ).
Les définitions sont achevées. Il n’est absolument pas évident

que u soit mesurable, et on n’en connaît aucune propriété. Nous

allons montrer dans les paragraphes qui suivent

1) que û est effectivement mesurable, et que u(p.)==/ 
2) qu’il existe des stratégies markoviennes presque optimales

( théorème de STRAUCH ),
3) qu’il existe des stratégies markoviennes stationnaires

presque optimales ( théorème de SUDDERTH ). Nous en donnerons
deux versions , dont la seconde est à mon avis un théorème pro-

fond, qui mériterait d’être beaucoup plus connu.

2. MESURABILITE DE û,

DEFINITION. Si v est universellement mesurable positive, on note
Jv la fonction x’2014> sup  j,v > ( j,v> = /v(y)j(dy)20142014201420142014201420142014 

jeJ(x)
Comme pour tout x, on a Il n’est pas évident

que Jv soit elle même universellement mesurable, mais nous allons

distinguer une classe de fonctions suffisamment riche, et stable

par l’opération J. A vrai dire, cette partie de l’exposé est

elle aussi démodée : MOKOBODZKI a des résultats bien plus puissants
sur les noyaux capacitaires [5] qui contiennent tous ceux-ci.
Mais ce qui suit exige un moins grand investissement intellec-

tuel ...

DEFINITION. Une fonction positive v sur un espace polonais F ap-

partient à la classe ( S) si

pour tout a+ l’ensemble {v>a} est souslinien dans F .

Les ensembles sousliniens ( ou analytiques ) dans un espace
polonais sont définis dans BOURBAKI [2] : nous rappellerons som-

mairement les propriétés des ensembles sousliniens que nous uti-

liserons. Rappelons d’abord que tout ensemble borélien est sous-

linien, de sorte qu’une fonction borélienne positive appartient

à la classe (S). D’autre part un ensemble souslinien ( donc une

fonction de la classe (S)) est universellement mesurable.
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LEMME 1.-1) La limite v d’une suite croissante ( ou décroissante)
de fonctions vne(S) appartient encore à la classe (S).

2) La classe (S) est stable pour les sommes, les produits

et les opérations V et A .

3) Si v appartient à la classe (S) sur F, l’application
~,r-> sur M+(F) appartient à la classe (S).

DEMONSTRATION. 1) Si vntv , on a et une réunion

dénombrable d’ensembles sousliniens est souslinienne. De même

pour les suites décroissantes : on remarque que ve(S) si et seu-

lement si est souslinien pour tout a, et on utilise le fait

qu’une intersection dénombrable d’ensembles sousliniens est sous-

linienne.

2) Nous avons par exemple

{V1+V2 > ~J 
r rationnel
s rationnel

r+s > a

3) La fonction v est limite croissante, lorsque des fonc-

tions I" eI{ 1. D’après 2), il suffit de vérifier que la
m=0 

fonction p.(A) sur M+(F) appartient à la classe (S) pour
tout ensemble souslinien A dans F. Par définition des ensembles

sousliniens, il existe un espace polonais P, une application

continue ~ de P dans F telle que On peut montrer que l’

application ~~ ~p(7~) de M+(P) dans M+(F) ( mesure image 

applique M+(P), continûment pour la topologie de la convergence

étroite, sur l’ensemble des mesures sur F portées par A ( pour
tout cela, voir BOURBAKI Intégr. chap.IX, §5, nos 3 et 4 ). Comme

cette application préserve la masse totale, elle applique l’en-

semble Ma(P) des mesures sur P de masse >a sur l’ensemble Ma(A)
des mesures sur F portées par A, de masse >a . Or Ma(P), ouvert
dans M+(P) polonais, est lui-même polonais, donc Ma(A) est sous-
linien dans M+(F) . Enfin, i : M (A)+M+(F) est
image continue de M (A)xM+(F) , qui est un produit d’ensembles
sousliniens, donc souslinien. L’ensemble i ~. : est donc

souslinien, et nous avons montré que appartient à la

classe (S).
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COROLLAIRE.- Si v appartient à la classe (S) sur E, il en est de
même de Jv.

DEMONSTRATION. L’ensemble est la projection sur E de l’en-
semble ~,,v> > a~ contenu dans ExP . Comme J est bo-

rélien - donc souslinien - dans ExP , le lemme 1 entraine que l’

ensemble précédent , égal à jn(E x ( ~, : ~.,v> > aj) , est sous-
linien. Sa projection l’est alors aussi, et Jv appartient bien à
la classe (S).

LEMME 2 . Soit ~ une loi sur E, et soit v une fonction de la

classe (S). Il existe pour tout ~>0 un noyau permis r tel que
l’on ait pour -presque tout x

/r(x,dy)v(y) ~ Jv(x)-e si Jv(x)oo
> 1/e si Jv(x)=+oo

DEMONSTRATION. La fonction Jve(S) est universellement mesurable.
Choisissons une fonction borélienne w_Jv , telle que w=Jv -p.p..
Convenons que w-e vaut 1/e aux points où w(x)=+m ( l ). Posons

H = ( (x,j)e J :  > 

Cet ensemble est souslinien : pour le voir, on notera que j~->
/vdj appartient à la classe (S) sur P , et on approchera w par
des fonctions boréliennes étagées w n w . La coupe H(x) est non
vide pour tout x, par définition de Jv.

Nous appliquons maintenant un théorème de section mesurable :
’ 

il existe une fonction borélienne r : E~--> P définie ~,-p.p.,
telle que (x,r(x)) e H en tout point où r est définie. Voir

par exemple DELLACHERIE [9~, Si r n’est pas définie en x, nous la

compléterons par e , de manière à avoir une fonction partout
définie. Le noyau r possède alors les propriétés indiquées.

Voici les théorèmes de STRAUCH. Nous introduisons les nota-

tions J1=J et, si v appartient à la classe (D), 
Ces fonctions croissent, et nous désignons par Joov leur limite.

D’autre part, nous poserons la définition suivante :

DEFINITION. Une fonction universellement mesurable positive v sur

E est dite J-surmédiane si 

Autrement dit, si Jv=v, ou si pour tout jeJ(x) on a v(x).
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THEOREME 1 . Joou est la plus petite fonction J-surmédiane majo-
rant u. Pour toute loi Jl, on a et en particulier

Ainsi, u est interprétée comme une réduite au dessus de u.
La démonstration du théorème 1 nous montrera aussi que, pour

atteindre le sup sup pris sur toutes les stratégies et
tous les temps d’arrêt - on peut se borner aux stratégies marko-
viennes et aux temps d’arrêt constants.

DEMONSTRATION. Si v est J-surmédiane et majore u, on a JuJv=v,
puis enfin Inversement, il est évident que 
est J-surmédiane et majore u .

Si v est J-surmédiane et majore u, on a pour toute stratégie
a et tout temps d’arrêt T

 v(x)
C’est une conséquence simple de la définition de et

du théorème d’arrêt de D06B , le processus voX étant une surmar-
tingale positive. On a donc ü  v , et de même ,v> . En

particulier, ü  J u, et de même pour 
Pour démontrer l’inégalité inverse, il suffira de raisonner

en supposant u bornée ( poser remarquer que sup
J et que u > uk ). Alors J u est aussi bornée. Utilisant

le lemme 2, construisons des noyaux permis r1,...,rn tels que

Jnu - E 1 n 

r2Jn-2u ~ Jn-1u - ~/n r1-p.p.
.....

rn-1Ju ~ J2u - ~/n r1...rn-2-p.p.

Ju - E/n 
N’ ~°~’ 

, .

Alors .., > J u-e/. Définissons
une stratégie markovienne c au moyen des noyaux rl,...,rn , et

rk= Identité pour k>n . Nous avons alors

 > - s

Le premier membre est inférieur à et le théorème est établi.
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REMARQUE. Il est amusant de regarder ce que donne tout cela

dans le cas classique, où l’on se donne un noyau markovien P,
et J(x)={ e P, Ex~ 1 pour tout x . Dans ce cas, Ju= uVPu , et

l’expression u = Joou = lim Jnu est l’une des constructions
récurrentes de la réduite que l’on utilise fréquemment. Mais
il y en a une autre. Soit A l’ensemble et soit A’ son

complémentaire ; notons JA ,JA’ les noyaux de multiplication
par les indicatrices de A et A’ respectivement, et introdui-
sons le noyau markovien r = JA+JA,P, Il est bien connu que

~1 =H3 = HAu , où HA est le noyau
HA = JA+ ~1 (JA,P)nJA

Mais on a rn~ JA + ( calcul immédiat ), donc

lim inf HAu = u , tandis que lim sup lim sup

rnü  ü . Ainsi, on a aussi ü = lmn ru .
Cela peut être interprété en terme de stratégie optimale :

la stratégie [r] qui consiste à jouer ( i.e. à choisir le

jeu non trivial exP ) tant qu’on n’est pas dans A, et à s’

arrêter dès qu’on y est entré, est une stratégie markovien-
ne stationnaire optimale. On va se servir de ce résultat au

paragraphe suivant . Noter qu’on a même 

sans utilisation de temps d’arrêt. 
n-n x, r n

3. STRATEGIES MARKOVIENNES STATIONNAIRES

Voici le premier théorème de SUDDERTH. On suppose u bornée.

THEOREME 2. Pour tout neN, tout E>0, toute loi initiale ji, il
existe un noyau permis r tel que l’on ait p-presque partout

u( x~[r] ) > Jnu(x) - s

On rappelle que [r] est la stratégie markovienne stationnaire
associée à r. En intégrant par rapport à ~, et en remarquant

que  jl,Jnu > tend vers = u( ~,) , il vient

COROLLAIRE. Il existe r tel que u(~.,[r]) > 
Avant la démonstration nous ferons une remarque : soient

r1,r2,...,rn les noyaux permis construits au théorème 1 , et

soit ro=Id . Soit J~ la maison de jeu

J*(x) = Î ~xr0, ~xr1,...,~xrn }

(1) Non, ce n’est vrai que si u est majorée par un potentiel.
cf. Appendice.
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Le théorème 1 nous dit alors que J*Du ? p-p,p. Quitte
à faire cela pour e/2 au lieu de e, nous voyons qu’il suffit
de démontrer le théorème 2 lorsque la maison de jeu J est
réunion d’un nombre fini de graphes de noyaux permis. On

construit aisément, de la même manière, une maison de jeu J’
contenue dans J, réunion d’une infinité dénombrable de graphes
de noyaux permis, et telle que = Joou ~-p.p. : cela

sera utilisé pour la démonstration du théorème 3. C’est le

seul point où l’on utilise le théorème 1 dans la démonstration

des théorèmes 2 et 3.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. La maison de jeu J étant supposée
réunion finie de graphes, la fonction Ju est borélienne pour
toute u borélienne, et aucun théorème de capacité n’est néces-
saire pour établir le lemme 2 , qui est vrai sans aucun ensem-

ble exceptionnel -négligeable. Posons a=e/2n et construisons
des noyaux r1,...,rn tels que

r1Jn-1 u ~ Jnn - 03B1 partout

r2Jn-2u ~ Jn-1u-03B1 "
..............................

rn-1Ju ~ J2u - 03B1 "

rnu ~ Ju - a ’r

Nous posons aussi w = sup J u - k£ , , avec J u=u de sorte
k=0,.,n 

n

que w>u.’Ensuite

k(x) = inf ( k : w(x) = Jku(x) - ke 1

et nous définissons un noyau permis r en posant
si k(x)=0, i.e. si w(x)=u(x) , ~xr = ~x
sinon exr = 

Nous allons montrer que r répond à la question1. Le choix de
r peut paraître obscur, mais ce n’est pas tellement vrai :
le but du joueur est de se construire une stratégie dont l’

utilité dépasse Jnu-e . Or la stratégie consistant à jouer

r1 ’ r2 , ...rn , puis arrêt
a une utilité > Jnu - e . Celle qui consiste à jouer

~n-k+1 ~ rn-k+2’ "’ ~ rn ~ pui s arrêt

a une utilité > ke/n. S’il se trouve qu’au point x où
se trouve le joueur on a la seconde

(1) voir une autre démonstration en appendice.
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stratégie a une utilité supérieure à la première au point x,
et de plus elle est plus courte. On voit ainsi ce que signi-
fie le noyau r : à chaque instant, le joueur commence la stra-

tégie la plus courte ( parmi les précédentes ) lui permettant
d’atteindre le but - une utilité > J u-e - au point où il
se trouve. Nous allons étudier la stratégie markovienne sta-
tionnaire [r J .

Tout d’abord, supposons k(x)=k>O . Nous avons partout
Jku- a

Mais au point x nous avons w=Jku - ke/n. Donc en x
rw ~ rJk-1u - k-1 n~ > k-1 n~ - OE = w+ 

k~ n 
- k-1 n~ - 03B1

= w+03B1

Si nous avons k(x)=0, donc w=u, nous avons en x rw=w. Ainsi
partout. Du point de vue probabiliste, cela signifie que

pour toute loi initiale À le processus (woX.) est une sous-
martingale pour la loi 

Soit B = sup Iw(x)1 - on rappelle que u est bornée - on
a en désignant par T le temps d’entrée dans {w=ul, et pour
tout entier m

m-1

2B > = Ex 
> Î

puisque rw-w ~ a hors de (w=u). Ainsi ( et

T est p.s. fini : autrement dit, il existe p.s. un instant
où le joueur cesse de jouer. Nous avons ensuite

puisque woXm=uoXm sur {T~{, le processus s’arrêtant à l’
instant T. Cette dernière intégrale vaut au plus 
qui est petit. On peut donc écrire, avec un 

~  > - S-8
On fait tendre m vers +00 et le théorème est établi.

Il faut noter que la mesure ~ de l’énoncé n’est intervenue

que dans la construction de la maison de jeu finie que l’on a

utilisée : il n’y a plus eu ensuite d’ensembles ~,-négligeables
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REMARQUE. Il est intéressant de noter que dans la dernière

formule, c’est encore qui apparaît, et qu’ainsi
les temps d’arrêt non constants sont inutiles pour le calcul

de l’utilité de la maison de jeu au moyen de stratégies mar-
koviennes stationnaires.

Nous passons maintenant au second théorème de SUDDERTH ,
qui étend le précédent au cas n=+oo. L’idée de se ramener

progressivement à une maison de jeu ne comportant que deux

jeux est due à ORNSTEIN ( dans l’axiomatique différente uti-
lisée par DUBINS et SAVAGE ). On rappelle que u est bornée:
THEOREME 3. Pour toute loi initiale ~,, il existe un noyau

permis r tel que l’on ait H-presque partout

u(x,[r]) > e

( et l’on peut même remplacer le premier membre par lim
E x , Lrj r -.[uoX m ], de sorte que l’arrêt aléatoire est inutile ).

DEMONSTRATION. La remarque précédant la démonstration du th.2
nous permet ( en ne modifiant u que sur un ensemble -négli-
geable ) de supposer que J est réunion dénombrable de graphes
de noyaux. Alors Ju est borélienne pour toute fonction boré-

lienne u, et cela simplifie les discussions de mesurabilité.

Nous nous donnons une suite décroissante de nombres e
e ]0,1] , telle que ~ s .

D’après le théorème 2, nous pouvons trouver un noyau per-
mis r1 tel que

1 x : > J~ u(x) - E2 ~ 1 > 1 - 2-1
Nous noterons A1 cet ensemble, B1 l’ensemble

1 x : > Jco u (x) - e~ ! 1
et nous définirons la nouvelle maison de jeu J1cJ par

J1(x) = i Î si xeB1 et 

= J(x) sinon

Nous choisissons ensuite un noyau r2 permis dans J1 tel que
~ x : u(x, [r2]) > 1 > 1-2-2

nous noterons A2 cet ensemble, B2 l’ensemble

t x : : u(x,[r2]) > J~u(x) - e2 1

(1) Nous supposerons u1 pour fixer les idées.
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et nous définissons J2 par

J2(x) = 1 Ex, ~xr2 1 si xB2 et 
= J(x) sinon .

Et ainsi de suite... Les maisons Jn décroissent. Je dis que

si pour un k Jk(x) comporte exactement deux jeux distincts,
ex et y , il en est de même de Jk+1(x). C’est vrai en effet
si x~Bk+1 , ou si Exrk+1=Ex ’ puisqu’alors Jk+1(x)=Jk(x).
Si et alors et 

e j } est encore égal à Jk(x). N

Nous définissons maintenant la maison de jeu J de la mani-

ère suivante : s’il existe un k tel que Jk(x) comporte deux
jeux, alors J(x)=Jk(x). Dans le cas contraire, J(x)=ex . Il
n’y a aucune difficulté, du fait que J a été supposé réunion

dénombrable de graphes. D’après la remarque à la fin du ~2,
nous savons que 3" admet une stratégie markovienne stationnaire
optimale [r] ; le noyau r est permis dans J, et pour établir
le théorème, il nous suffit de montrer que J u-e

p-presque partout, ce que nous allons faire à présent.

LEMME. On a partout.

DEMONSTRATION. Il suffit de raisonner sur J1 et Nous

avons Jo°u(x) - sup Ex,[a [uoXmJ d’après le corollaire dum

théorème 2, et la remarque suivant ce théorème, a parcourant
l’ensemble des noyaux permis dans J. Soit 03C3 = (s ) la stra-
tégie ( permise dans J1)

sn+1(xo,..xn ; dy) = {a(xn,dy) pour nT
r1(xn,dy) pour n>T

T étant le temps d’entrée dans B1. Nous avons

m~J + 

Le premier terme peut être remplacé par E  
Le second s’écrit, d’après la propriété de Markov forte ,
comme l’intégrale pour 

Cette intégrale peut être remplacée par une inté-
grale relativement à P ~ , , les deux lois coïncidant sur

F~ . D’autre part, on a donc 

+ E1 , Soit À la loi de XT . Choisissons un entier passez
grand pour que

(1) Voir l’appendice
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e1

et soit S le temps d’arrêt égal à m si mT, à T+p si m>T.
En regroupant les résultats on trouve

Ex,[a][uoXm] ~ Ex,03C3[uoXS]+~1 ~ J~1u(x)+~1
Le lemme est établi.

LEMME. Soit sk le noyau ( permis dans ? )

Exsk = sxrk si xeBk ’ exsk = ex si x+Bk
alors si xAk on a u(x,[s ]) ? 

Avant de prouver ce lemme, montrons comment il permet de
conclure : il nous donne que pour tout k 

sur D’après le lemme précédent, cela dépasse 
et d’autre part la réunion des A. est égale à E à un ensemble
~-négligeable près : c’est ce qu’on désire.
DEMONSTRATION . Tout d’abord, s.. est permis dans ? : si 

ex c’est évident, et si c’est que et

dans ce cas est dans J(x).
Il suffira de traiter le cas où k=1. Prenons xeA1 et choi-

sissons un entier m tel que E2 , 1 Soit

T le temps d’entrée dans Bc1 ; comme u a été supposée  1, on
a 

u(x,[s1]) ~ Ex,[s1][uoXm ,mT]

~ Ex, [s1][uoX m] - P x,[ s1]{T~m}

~ J~u(x)-~21-Px,[s1]{T~m}

Il suffira donc de montrer que cette dernière probabilité est
au plus égale à Ci On écrit ,

1  = E r .[uoX m ] = {T~m}uoX m uoX 
m

-  uoX  + 1 
J~uoX

m

Les intégrales sont prises par rapport à Px,[r1] , mais on a
] ~T~ ~ - Px, [s les deux mesures étant égales

sur F1 , Dans la première intégrale au dernier membre, ap-
pliquons la propriété de Markov forte : nous la majorons
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par /  Î puisque XTBc1 .

Autrement dit

J~u(x)-~ 21 ~  J~uoXT ^m - ~ 1Px, [r1 ] {T~m }

~ J~ U ( X ) - C 
i Px,[r1] {T~m}

et le lemme est établi.
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APPENDICE

Cet appendice est une rédaction de commentaires de G.MOKOBODZKI
sur l’exposé précédent.

Tout d’abord, la remarque de la fin du § 2 ( qui joue un rôle

important au § 3 ) est fausse : si u est une fonction positive

bornée, u sa réduite relativement au noyau markovien r, A l’ensem-
ble u n’est " portée par A" , i.e. égale à HAu = HAu , que
si u est majorée par un potentiel : sinon, on construit aisément
des exemples où A est vide. Le lecteur pourra consulter sur ces

questions le volume IV du séminaire, p 174-175.
On va commencer par reprendre cette question. On note r un no-

yau markovien. La réduite de u pour r est notée U ou Ru s’il est
nécessaire de faire apparaître r dans la notation.

LEMME. Soit ~e]0,1[ , et soit Alors û=HAû ( ou, ce ui

revient au même, u=R(uI.)).
En effet, soit v la fonction excessive R(uIA). On a 

cette égalité se réduisant sur A à uu, et sur Ac à la définition
de A. Cette fonction étant excessive, elle est > u , par défini-
tion de la réduite de u . Mais elle est aussi ~ u, donc égale à u,
et il vient enfin v=u .

LEMME. Soit E>o, et soit Alors 
En effet, A contient pour À assez voisin de 1, u étant

bornée.

Revenons maintenant à la remarque de la fin du § 2, et prenons

pour A l’ensemble pour r le noyau Comme dans la

remarque, on a lim sup u , lim infn HAu =u-e.
La stratégie [r] est donc optimale à e près.

Soit maintenant B={u=ul , et soit La stratégie [r]
est obtenue par arrêt de la stratégie [s] à l’entrée dans A, et

[s] est donc optimale à E près pour tout s, i.e. optimale - mais

cette fois il faut se permettre des arrêts aléatoires. Noter d’

ailleurs que la stratégie [s] est elle même obtenue par arrêt de

[P] à l’entrée de B, de sorte que [P] elle même est optimale, au
sens technique donné à ce terme au § 1 .

De toute façon, pour l’application qui est donnée au § 3 , nous
ne cherchons qu’un résultat à e près, et le noyau r nous suffit.
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Les autres commentaires sont des modifications de certaines

démonstrations : MOKOBODZKI nous a communiqué des démonstrations
" sans probabilités" de tous les résultats de l’exposé. Nous al-
lons laisser de côté celle du dernier lemme, qui n’est pas plus

simple que la démonstration probabiliste. En revanche, nous allons

démontrer analytiquement le résultat auxiliaire du th.2 , y et le

premier lemme pour le th.3.

Le premier résultat peut s’énoncer ainsi :

LEMME. Soient r un noyau, u et w deux fonctions bornées telles

que y que rw=w sur l’ensemble que rw~w+03B1 sur Ac .
On a alors 

DEMONSTRATION. Introduisons A’, le complémentaire de A, et le noyau

s=IA,r . Prouvons d’abord que la fonction Gs1 1 est bornée, Gs étant
le potentiel de s. On sait que 1 partout ( c’est 

On a d’autre part, si k est une constante majorant w

(I-s)(k-w) ~ sw-w ~ 

En appliquant (I+s...+sn) et en faisant tendre n vers +00, il vient

que Gs(IA,)  sup (I-sn)(k-w) , fonction bornée.s - n
Toute fonction bornée g est alors le potentiel Gs(I-s)g. En

particulier, (I-s)w=w=u dans A, et dans A’, de sorte que

w = G (ulj - G h (11)0, h=0 dans A )

d’après le principe de domination à G : toute fonction excessive
pour s, majorant w sur A, la majore partout. Autrement dit

w Rru
( la 3e inégalité vient du fait qu’il y a plus de fonctions s-exces
sives que de fonctions r-excessives ). CQFD.

Le second résultat prend une forme particulièrement simple,
indépendante de la situation particulière considérée dans la dé-
monstration du théorème 3.

LEMME. Considérons deux maisons de jeu J,K, avec JCK, et supposons

que les fonctions J°° u, Koou soient boréliennes. Soit A l’ensem-

ble {Joou > Koou - el, et soit L la maison de jeu
L(x) = J(x) si xeA , L(x)=K(x) si xeAc

On a alors Z°°u > K 00 u - e partout.
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DEMONSTRATION. Posons et

w = Koo v sur A

=v sur Ac
Il faut noter que K°° v = K~ u, et que v, de sorte que K°° w
=K°o v - K u . La définition de A entraîne que de sorte

que Z°° w  + e. Comme L contient J, on a = =Z°°u.
Il reste donc seulement à montrer que L w = K u . Nous allons
montrer par récurrence que Lnw ? Knw : comme Koo nous au-

rons le résultat cherché en faisant tendre n vers +00.

Pour n=0, il n’y a rien à démontrer. Supposons que 
Nous avons alors, comme LLnw ~ LKnw 

-

sur L(x)=K(x), donc = 

sur A , 
La démonstration est achevée.
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