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CHIRURGIE SUR UN PROCESSUS DE MARKOV

D’APRES KNIGHT ET PITTENGER

(exposé de P.A.Meyer)

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1971 /72

Pour satisfaire à la mode actuelle des transformations de

processus, on va présenter ici le très joli " changement de temps
non adapté" qui permet à KNIGHT et PITTENGER de faire disparaître
certaines excursions du processus.

L’article de K-P paraîtra, sans doute en 1972, dans le ZfW.
La démonstration qu’on trouvera ici est étroitement inspirée de
la leur, avec quelques nuances : par exemple, nos processus n’ont

pas de limites à gauche, il faut donc remplacer la récurrence de
K-P par une récurrence transfinie ; nous avons explicité une fa-
mille de tribus raisonnable par rapport à laquelle le processus
est markovien, et il y a quelques autres détails.

NOTATIONS. etc. ont les significations usuelles en
théorie des processus de Markov ( réalisation continue à droite
canonique, d’un semi-groupe satisfaisant aux hypothèses droites).
L’espace d’états est noté Si C est un ensemble borélien,
on pose

(1) De= inf XteC {

le temps d’entrée usuel ( inf{t>o " ,{ ) sera noté TC si nécessai-
re. Nous considérons deux ensembles boréliens A et B tels que

ÂfIB=~ ; les choses sont plus jolies si l’on suppose que ôeB : nous
le ferons. Nous définissons des v.a. de la manière suivante

(2) 

S1=DB
(3) L1= sup { XteA { ( sup 0 = 0 )

M1= inf { XteA 1
et ensuite, par récurrence transfinie : si ex est un ordinal dé-

nombrable

(4) Za+1 ‘ Ma+ 
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et si a est un ordinal limite ( dénombrable )

(5) S03B1 = L03B1 = M03B1 = sup M03B2

La signification de ces constructions est la suivante : appelons
A-excursions de 03C903A9 les applications

e : [U,V] ---~ EU { a {
t---.~ Xt(w)

où les intervalles ]U,V[ sont les intervalles ouverts maximaux où
w ne rencontre pas A. Nous disons que l’excursion e est de type

(A,B) si e rencontre B. Si V=oo, la convention usuelle X~ = ôeB
justifie le fait de considérer l’excursion comme étant de type
(A,B).

Les intervalles [Za,Ma[ sont les ensembles de définition des
excursions de type (A,B), à cela près que certains sont vides :
ceux pour lesquels bien sûr, et ceux qui correspondent à
des ordinaux limites.

Désignons par bt(w) la fonction de t qui vaut 0 dans chacun des

intervalles [L ,M [ , 1 sinon, et posons

(6) 

C’est un processus croissant continu, linéaire par morceaux, et

non adapté. Sa fonction inverse

(7) ’rt = inf { s : 1 ( inf  = +oo )

est un processus croissant ( non adapté ) continu à droite. Enfin
nous considérons le"processus opéré"

(8) Yt = a )

Intuitivement, on a découpé toutes les excursions de type (A,B)
et recollé les bouts de trajectoires restants. Il est assez clair

pour l’intuition que ce processus doit être markovien stationnai-

re, mais ce n’est pas très facile à démontrer : l’exposé y sera
consacré.

Nous dessinons d’abord le graphe de H.(w) pour un w typique, y
et nous indiquons un certain nombre de propriétés que le lecteur
n’aura aucun mal à établir, en s’aidant du dessin ou autrement.
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(9) = Tt+ 
( 10) { Ma  T s Ma+1 1 = { s  HM 

a+1 
{

( 11 ) {L1>0} = 
Notre premier travail ( particulièrement ennuyeux ) va consis-

ter à définir une famille de tribus (Gt) à laquelle le processus
(Yt) sera adapté. T désignant une variable aléatoire >o, posons

(12) { Ma  TT  1 =  T  HM 03B1+1{
Ces ensembles forment une partition de {Too{, et en fait une
partition dénombrable. En effet, nous avons M1>0 identiquement,
donc sur { et un raisonnement bien connu entraîne

l’existence, pour toute loi p sur EU{a}, d’un ordinal ~ dénombra-
ble ( dépendant de  ) tel que 

Nous définissons ensuite les variables aléatoires

(13) S03B1t = (M03B1+ (t-HM03B1)+) ^ M03B1+1
et de même S03B1T , bien sûr. Nous dessinons ci-dessous, l’axe des
t étant vertical, l’allure des graphes de 
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St croit avec a et t. Pour tout t et tout a , c’est un temps d’

arrêt. En effet , les Ma sont des temps d’arrêt [ démonstration
par récurrence : est la première-rencontre-de-A-après-la-
première-rencontre-de-B-après-M03B1 ] , et il suffit donc de montrer

que U03B1= M03B1 +(t-HM03B1)+ est un temps d’arrêt - ou encore, comme U >
Ma , que Ua est FM -mesurable. Mais HM est, pour petit, égal
à M moins la longueur totale des excursions de type (A,B) de la
trajectoire tuée à M +e : il est donc bien 

OE 
+) ) mesurable.

Nous pouvons maintenant définir les tribus G : :
(14) KeGt => KeF et pour tout a il existe KaeFS« tel que2014u 2014 C~ t 

-~

KflJa(t) = 
Par exemple, Tt est Gt-mesurable ( Tt=Sl sur , Yt est Gt-
mesurable (Yt=XS03B1t sur J03B1(t)).

ETUDE DE LA FAMILLE (Gt)
Nous allons commencer par un lemme sur les familles de tribus

qui doit pouvoir servir à autre chose.
LEMME. Soit (W.U) un espace mesurable, et soit une famille

d’ensembles mesurables, décroissante et continue à droite. Soit

(Ut) une famille croissante et continue à droite de sous-tribus
de U . Définissons la tribu Vt par
(15) (A e Vt ) => (AeU et il existe BeUt tel que AflCt=BflCt )
La famille (Vt) est alors croissante et continue à droite. Si T
est un temps d’arrêt de (Vt), il existe un temps d’arrêt T’ de
(Ut ) tel Que l’ on ait pour tout t sur Ct ,
DEMONSTRATION. La première phrase est évidente. Pour prouver la
seconde il suffit de considérer des temps d’arrêt étagés puis,
comme tout t.d’a. étagé est un inf fini de tels temps d’arrêt,
des t.d’a. de la forme

T=a sur , T=+oo sur Ac
Nous choisissons alors BeU tel que BflCa=AflCa , et nous posons

T’=a sur B , T’ =+oo sur B c 
~~’

On vérifie aussitôt que T’ répond à la question. Voici une premiè-
re application du lemme :
PROPOSITION 1. La famille (Gt) est croissante et continue à droi-

te.
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DEMONSTRATION. Nous appliquons le lemme avec , 

ce qui nous donne une famille croissante et continue à droite

(Vt) ; nous avons Vt ,
PROPOSITION 2. Soit T un temps d’arrêt de la famille (Gt). Pour
tout cv il existe un temps d’arrêt T de la famille (Ft ) tel pue

sur J03B1(T), et Que J03B1(T)={M03B1~T03B1L03B1+1} .
DEMONSTRATION. D’après le lemme, il existe un temps d’arrêt T’

de la famille tel que TAt=T’At sur Ja(t) pour tout t. Pla-

çons nous sur 
«+i 

{ et prenons 
«+1 

: alors

donc T’=T sur J (T), et J«(T’ )~Ta(T). On voit

de manière symétrique que J«(T’)=J«(T),
Nous posons T« ST, , C’est un temps d’arrêt de la famille (Ft)

car 

jTui { = U 
~ 

r rationnel 
~ ~

du fait que Un coup d’ oeil au dessin ( où a=1 )

montre que la fonction T sur [ admet comme fonction

réciproque Sa sur [Ma,La+1[ , d’où la relation sur

J (T). D’autre part un coup d’ail au graphe de 
montre que

LA PROPRIETE DE MARKOV

Si C est une partie borélienne de posons pour t?O

(16) Qt(x,C) = si 

= E a (C) sinon ( en particulier si x=a ) >

Ce sont des noyaux markoviens, et si f est continue 
la fonction

Q (x,f) est continue à droite. On a 

Dans le cas contraire, il y a branchement ( dégénéré ) vers a.

THEOREME 1. Si T est un temps d’arrêt de la famille (Gt), si f
est borélienne bornée sur on a pour tout A et tout ~.

(17) P~-~.

DEMONSTRATION. Sur c’est évident. Comme d’habitude,

en remplaçant T par T~ on se ramène à la forme intégrée

E [foYT+]=E [Q(YT,f)]. Découpant 03A9 en {T=~ } ( pour lequel

c’est évident ) et les J«(T), on se ramené à vérifier que pour
tout 03B1
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(18) Ja(T)J = (YT,f), 
Nous remplaçons YT+s sur J a (T),

Ta étant le temps d’arrêt de (Ft) introduit dans la proposition
2 . 

Y T par XT sur Ja(T)
et

J (T) 1

Ainsi le côté gauche de (18) s’écrit, en utilisant la propriété
de Markov forte ( noter que S03B1+1 } ~FT03B1)

(19) M03B1~T03B1S03B1+1 , foTso03B8T03B1 , L1o03B8T03B1>0 ] =
E [ M03B1~T03B1S03B1+1 , EXT03B1[fYs ,L1>0]]

Mais Z1>0 équivaut à donc cette espérance intérieure vaut

PXT03B1 {L1>O}Qs(XT03B1 ,f). Comme Q (X ,f) est -mesurable, nous

utilisons à nouveau la propriété de Markov forte pour écrire

l’espérance comme

(20) E~[ Q S (YT,f), >0 ~ _

M~ a~a+1’ 
qui est le côté droit de (18). Le théorème est établi.

DEUX CONSEQUENCES

1) Les Qt forment un semi-groupe : Qs(x,Qtf))=Qs+t(x,f). Si
les deux membres valent f ( a) , Sinon, le premier

vaut 
E 

_ 

~ TO - O ~ 
s+t( ~ )

(noter que TC est go-mesurable ).

2) Si et si l’on munit 0 de la loi le

processus (Yt) est markovien, admet (Qt) comme semi-groupe de
transition et sx comme loi initiale. Cela tient encore au fait
que Ta est G0-mesurable.

Le théorème précédent n’est pas encore absolument satisfaisant.
Une bonne partie de la théorie du potentiel repose en effet, non
seulement sur la propriété de Markov forte, mais sur le théorème
de HUNT(de continuité à droite des fonctions excessives sur les
trajectoires ) qui résulte de la propriété de Markov forte lorsque
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les fonctions excessives sont presQue-boréliennes pour le proces-
sur (Y.). Nous allons maintenant’ discuter ce point.

Nous désignons par U ,U la résolvante et le potentiel de 

par la résolvante et le potentiel de (Qj.)~ le 

groupe obtenu en tuant l’instant DB ’ par sa 

vante et son potentiel, par ()) enfin la fonction =

L’événement L.=0 se produit dans deux cas : si 

ou encore si D.=0 et s’il n’y a aucune rencontre de A entre 0 et

Une petite discussion ( suivant que xeA ou non, est régulier

pour A ou non ) montre que dans tous les cas 
donc est excessive pour le semi-groupe (K,). Nous
pouvpns donc aussi introduire le semi-groupe conditionné par §
("() path semigroup")

Kf(x,dy) = si 

~~~ ~ 
= sinon

Nous commençons par quelques calculs. On note f une fonction po-

sitive, et x est tel que t)(x)>0. Nous avons

. = 1

donc

(22) K{(x,f) = 

( ceci a une signification probabiliste très simple : L. est un

temps de retour - le dernier passage dans A - pour le processus

tué en D-Q ). Nous avons à’autre part

(23) = 

donc en intégrant en t de 0 à +~ 

(24) V(x,f) = ~>0] 

~-~y Uf(x) si 

Ainsi, si Uf est finie et f nulle en ~ , Vf est finie sur E

( nulle dans {t)=0! ) et nulle en ~ . Nous allons supposer pour

commencer que U est un noyau propre sur E , choisir f nulle en

3 telle que Uf soit finie, et montrer que Vf est 

Il suffit évidemment de se placer sur i))>0j.
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appliquons (23) en remplaçant f par Vf : :

(25) K03C6t(x,Vf) = 1 03C6(x)Ex[VfXt03C6Xt, tDB] puis (24)

= 1 03C6(x)Ex[tDB , EXt[~0fYsds ,L10]]
= 1 03C6(x)Ex[ tDB, L1o03B8t>0, ~0 foYso03B8t ds ]

= 1 03C6(x)Ex[ tLi, ds 1

]

car si on a t=T.. On remplace cette dernière intégrale par

~tfoYs ds , , et il devient évident, par comparaison avec l’ex-

pression (24) de Vf, que Vf est (K03C6t)-excessive.
[ A vrai dire, le fait que les fonctions excessives pour (Q.)

soient aussi excessives pour un semi-groupe relativement simple
est probablement plus intéressant que la propriété que nous cher-
chons à établir 1 ]

Nous allons voir dans un instant que )) est 
est 

rélienne pour (Xt) .
Cela entraînera que Vf, puis ( par un raisonnement simple)

V p f, est presque-borélienne pour le ’ processus (X,), et a fortiori
pour (Y.), qui s’en déduit par changement de temps. On sait que
cela suffit à entraîner le théorème de HUNT, et le fait que toutes
les fonctions (Q,)-excessives sont presque-boréliennes pour (Y ).
Il reste a s’affranchir de l’hypothèse de transience faite sur 

t

(Xt) : à cet effet on remplace par et on introduit

le semi-groupe correspondant (Q.)y qui ne vaut pas mais

dont la résolvante V À converge vers V lorsque À->0 : V X f étant
presque borélienne pour donc pour (P.)~ il en est de

même de Vp f.

Il reste donc seulement a prouver la phrase soulignée d’un
trait interrompu. Le noyau PpTB transforme les fonctions p-exces-

sives ( pour en fonctions p-excessives, donc presque-boré-
liennes. Le noyau P~ possède alors la même propriété ( il ne

diffère du précédentB que sur un ensemble semi-polaire. Cf.Meyer,
processus de Markov, bas de la p.179 ). Alors, si f est positive

Wpf=Upf-PpDBUpf est presque-borélienne. Les fonctions p-excessi-
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pour le semi-groupe (Kt) sont donc presque-boréliennes pour (Xt)’
et cela s’applique en particulier à j). Le passage à est

alors immédiat.

Dans leur travail, KNIGHT et PITTENGER étudient aussi les

propriétés de quasi-continuité à gauche du processus (Yt), mais
nous laisserons cela de côté ici.
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REMARQUE

On n’a pas cherché ici à généraliser le théorème de KNIGHT et

PITTENGER : il semble évident que l’on peut remplacer DB par
un temps terminal D, à condition que les A-excursions [U,V[ telles

que DoGu V ne puissent s’accumuler vers la gauche ( i.e., for-

ment un ensemble bien ordonné ) : cette condition n’est pas fa-

cile à exprimer autrement. Ce n’est pas une généralisation très

intéressante.

Par ailleurs, on ne peut sûrement pas enlever n’importe quel

type d’excursions : par exemple, si B et C sont deux ensembles

disjoints, et disjoints de A, J.WALSH m’a montré que le processus

obtenu en excisant les excursions hors de A qui rencontrent B,

puis C, ne peut être markovien. Intuitivement, une trajectoire

du processus 
" opéré" qui à l’instant t est en cours d’excursion

hors de A, a le droit de rencontrer C avant de revenir dans 
A

si elle n’est pas passée par B, mais n’en a pas le droit si elle

est passée par B entre le début de l’excursion et t.
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