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1

LE DUAL DE "H " EST "BMO" ( CAS CONTINU )

P.A, Meyer

L'un des plus intéressants développements de la théorie
des martingales ces dernidres anndes concerne les relations
avec la théorie des espaces HP réels, Celle ci, due pour 1!
essentiel & FEFFERMANN et STEIN ( mais motivée en partie par
des résultats probabilistes de BURKHOLDER, GUNDY...) établit
en particulier que le dual de l'espace H1 est un espace de
fonctions, dites " of bounded mean oscillation" (BMO). Ce
résultat a réagi sur la théorie des martingales : le dual de
1l'espace ik des martingales discrétes a été déterminé, par des
méthodes différentes, par STEIN, C,HERZ, A,GARSIA , Les tra-
vaux de ces auteurs ne sont pas encore publiés, et je ne les
connais que par l'intermédiaire d'un article de GETOOR et
SHARPE, que j'ai trouvé prodigieusement intéressant, et qui
concerne surtout l'aspect complexe de la théorie des martin-
gales & trajectoires continues. Je vais suivre ici de trés
prés1les premiers paragraphes de cet article, en étendant pas
34 pas les résultats aux martingales continues & droite. la
complexification sera laissée pour un exposé ultérieur, con-

cernant les martingales & trajectoires continues,

Nous appelons martingales presque bornées , et nous notons
Ipo’ les martingales "BMO" et l'espace "BMO",

Les notations sont celles des exposés sur les intégrales

stochastiques dans le volume I du Séminaire de Strasbourg,
auxquels renvoient les références IS dans le texte. L'espace
probabilisé (Q,F, P) est muni d'une famille (Ft)t B, satisfai-
sant aux condltlons habituelles. Toutes les martlngales (loca~-
les ) sont supposées continues a4 droite. la notation gz dési-
gne ici 1l'espace des martingales bornées dans L2 et nulles

pour t=0,

1. Si on se réfdre & l'introduction de 1l'article de GETOOR-
SHARPE, on voit que cela revient sans doute, pour ces
questions, & suivre de prés le travail inédit de GARSIA,
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L'ESPACE H1 — PROPRIETES ELEMENTAIRES

DEFINITION, On désigne par i 1l'ensemble des martihgales locales
M ( ou plutdt des classes de martingales locales indistinguables)
telles que M,=0 et que [M,M]:p/2 e L' , et on pose "Mﬂ(1) =

ECDm,M]1/2 7 .

I1 est évident que [M]| 1)=0 entraine M=0 ( 4 un ensemble éva-
nescent prés...). D'autre part, HMH(1) est une semi-norme : la
vérification de ce fait se raméne & celle de 1'inégalité

|, 01| < [,1 /2w, w1/
qui elle méme résulte de 1'inégalité de Schwarz, et de 1l'approxi-
mation discréte de [M,M] ( cf. C,DOLEANS [1], et IS p.92 ).
1 Ainsi H' est un espace normé. Nous n'allons pas démontrer que
H

sultat dans la suite. C'est une conséquence facile du théoréme

est un espace de Banach, car nous n'aurons pas besoin de ce ré-

suivant :

THEOREME 1 (DAVIS). Si M est une martingale locale nulle en O, et
M* désigne sup IMtl y ON 8

M) < BLOMMIY/2 1 < em[M]

oli,, ici comme dans toute la suite , © désigne une constante qu'il
est inutile de spécifier, et qui change de place en place.

Ce théoréme n'a en fait été démontré par DAVIS que dans le
cas discret, et sa démonstration n'est pas facile . Le passage
du discret au continu n'est aisé que pour l'une des deux inégali-
tés ( celle de droite ). D'autre part, pour les martingales &
trajectoires continues, GETOOR et SHARPE donnent du théoréme de
DAVIS une démonstration extrémement simple et élégante au moyen du
calcul sur les intégrales stochastiques . Nous 1l'étendrons en ap-
pendice aux martingales continues & droite.

Nous nous proposons de déterminer le dual de l'espace normé

H1. Nous préparons le travail au moyen du lemme suivant

IEMME 1 ., On a EZCH1 avec H."(1) <ll.l, s et 1'espace M, est
dense dans H' .,

DEMONSTRATION, Une martingale locale M appartient & §2 si et
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seulement si [M,M];{z appartient a L2. La premiére phrase
exprime donc simplement que |:|l; < |l.|l, . Pour montrer que
§2 est dense dans H' , nous aurons besoin des deux remarques
suivantes

a) Si MeH1 , €t si des temps d'arrét T croissent vers +oo,
les martingales locales M Tn obtenues par arret 3 T conver-
gent vers M dans il ( évident par convergence domlnee)

b) Soit T un temps d'arrét, et soit S une v.a. ET-mesura-
ble, positive et intégrable. Soit M la martingale compensée
du processus SI{t>T} . Comme M est une somme compensée de

sauts, on a [M,M] = I: NM2 <(I: | &L, |) , done HM|(1)
2[sll; . On étend aus31tot cette 1nega11te au cas od SelL' sans

étre positive. D'autre part, si SeL (gT), le processus crois-—
sant A “SI{t>T} est borné dans L2, il en est donc de méme du
processus croissant prev1s1ble B qui engendre le méme potenti-
el, et de M=A-B, Ainsi SeL ::>MeM2 .

Ces points étant é&tablis, soit M une martingale locale ap-
partenant & H' . Choisissons (IS2, p.99) des temps d'arrét
Tnfa) tels que le saut Sn=AMT soit intégrable, et que V!

n

g'écrive U+V, U étant une martingale bornée dans tout Lp, et
V étant la compensée de S I{t>T e Nous avons vu que V appar-

tient & l'adhérence de M, ; il en est de méme de M d'aprés la
remarque a),

Considérons maintenant une forme linéaire continue ¢ sur
H' : nous noterons |[#]] sa norme en tant que forme lindaire.
La restriction de ¢ a M2 est alors une forme linéaire continue
sur M, , avec [o|, < |9l , et ¢ s'écrit donc de manidre unique
sur EZ comme

(1) Mr—s> B[M_Z_ ] 12115 < el

ol la martingale Z=E[ZGJ|£.] appartient & M, . Notre probléme
se trouve ainsi décomposé en deux

Probléme 1 : A quelle condition doit satisfaire Z pour que la
forme (1) soit continue sur ¥2 pour la norme H1 ?

Probléme 2 : Cette condition étant supposée satisfaite, com—

ment s'effectue le prolongement de (1) de M, aH ?
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L'ESPACE P®
DEFINITION, L'espace p® des martingales presque bornées est
formé des martingales MeM, telles qu'il existe une constante

positive 02 majorant le processus

S 2 2 > . s
(2) Q =AML + E[Moolgt] - My ( version continue & droite

de 1l'espérance conditionnelle)
4 un ensemble évanescent prés. La plus petite constante posi-

tive C telle que ? posséde cette propriété est notée ”M”(qﬁ .

Cette définition un peu bizarre est justifiée par la re-
marque que le processus (2) s'écrit E[[M,M]  |F I-[M,M], _ :
c'est donc le potentiel ( non continu & droite ) engendré par
le processus croissant prévisible ( non continu & droite )
[M’M]t_ .

Le fait que || “(oo) s0it une semi-norme se raméne aussi-
t6t 4 la propriété suivante : si (M,N) désigne le processus
a, AN+ BL(M -M) (N -N) B, ], on & (M,N)°<(1, M) (N,N), ce
qui est facile., Il est alors évident que PP est normé. Si
lM”a) =C, en faisant t=0 dans (2) on trouve que E[Mi}]gcz,
donc Pa)CIEZ avec une norme plus grande. Il est trés facile
d'en déduire que PPest un espace de Banach,

Noter aussi que si M est bornée, on a MePa), avec

||M|km) s oM, (8=/5 par exemple ).

REMARQUES SUR P%, Ces remarques justifient la terminologie
" martingales presque bornées", Nous n'aurons pas 4 nous en
servir dans la suite, et il serait fatigant de les énoncer
sous forme de théoréme,

a) Appliquons & [M,M]t la formule de récurrence, valable
pour tout processus croissant A

P _ [ _ p-1 .
AL = Pé (A, At—)dAt ( p entier )

Prenons des espérances, et appliquons le th, VII,T15 de [2]

nous pouvons remplacer [M,M]Oo—[M,M]t_ par Qt , et il vient
que si [M||  =C

(3) ElM,MIZ 1< pc?EL (1, M%7 1], done BLLM,MID 1< pic?P

et par conséquent
(4) exp(A[M,M]a)) e 1! si }\<1/C2

La méme méthode donnerait les mémes inégalités pour <M,M> au
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lieu de [M,M] .

b) Supposons C<! . La martingale M est alors & sauts <,
et un résultat plus ou moins classique de théorie des martin-
gales ( cf. par exemple dans le Sém, de Strasbourg IV, p.168)
affirme que le processus

exp(N, -e(A),M>) , od e(A)=e"-1-A
est une surmartingale pour A>0, Mais d'aprés Schwarz
A 1/2
E[ exp(éMoo)] <B [exp(}\Moo -e(}\)dVI,M>OO)].

E' /2[exp(e(7\)<1VI,M>t)]
la premiére espérance étant au plus 1, le premier membre est
fini pour A<A assez petit, et la sousmartingale eA Mtl est
bornée dans 1! pour A<A ( appliquer le résultat précédent 3
-M). Appliquant cela & A' tel que A<A'<A, on voit méme 4d'aprds
1'inégalité de DOOB que exp(AM*)eL1, ce qui justifie bien le
terme " presque borné".

ACCOUPLEMENT ENTRE H' ET P®

Notre premiére étape dans la détermination du dual de "
va consister & exhiber une classe de formes lindaires conti-
nues sur H1, qui s'avérera ensuite étre tout le dual,

LEMME 2, Soit MeH1, et soit NeP® avec "N"(aﬂ =C, Alors on a
(5) E[ /® o 1 =00y (6=2 )
0 =

DEMONSTRATION, Nous écrivons la formule (IS2, p.85), ol les
processus H,K sont supposés bien-mesurables

E‘?[(j)oomsl &gl 1alm, N1 |7 < E[(/)00 Hgd[M,M]s]E[ém K24 (M, M]_]

et nous prenons HS=[M,M];1/4, Ksz[M,M];/4 . Le premier

membre est aussi celui de (5), d[M,N] étant absolument conti-
nue p.r. a d[M,M]. Nous évaluons séparément les deux termes au
second membre,

Premier terme : la formule dA _(A +A )dAS , Vraie pour tout
processus croissant A, nous donne dAE/A < 2dA o Prenant

Al =[M, M]1/ nous voyons que le premier terme est majoré par

z[[M,MJgZJ =2,
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Second terme : intégrant par parties, nous 1l'écrivons
1/2 @ r 1/2
E[[l:[(;lhjoo/ w, N1 -/ [N,N}s_d[m,mjs/ ]
- 1/2
=n[é ([w, w1, -[w,N] _)alm,M] " "]

Raisonnant comme dans la remarque a) sur p® , nous remplagons
(v, N] —[N,N]S_ par QS§C2, et le terme est majoré par 02|IM||(1)
Le lemme est établi. I1 nous donne aussitdt le théoréme :

THEOREME 2. Si NeP®, et MeH', la limite [M,N]  existe et est
intégrable, la forme linéaire M E[[M,N]m] est continue

sur H' , de norme au plus OllNll(D) , et c'est l'unigue prolon-
gement continu 3 H' de la forme M1~ E[M00 Noo] sur P=’12 .

DEMONSTRATION. Evidente. [NB., Nous allons voir dans un
instant que Moo existe, mais le produit Moo Noo n'est pas

nécessairement intégrable J.

REMARQUE., Soit l\flel‘__/;‘2 , et soit Z une martingale bornée telle
que Z,=0. Nous avons E[Moo ZOO] < O||1VI||(1) Il 2| (@) = Qv||M||(d!Z||®

d'ol en passant au sup sur Z , "Moo"1 < @ IIMIIH1 . Par complé-
tion, nous voyons que H' est contenu dans l'espace des martin-
gales M uniformément intégrables, muni de la norme || Mml |1 ,

avec une norme plus forte. Bien entendu, cela résulte du thé-
oréme de DAVIS, mais nous en avons ici une démonstration élé-

mentaire.

DETERMINATICN DU DUAL DE H1

Nous considérons maintenant une forme linéaire continue ¢
sur H' : nous savons qu'elle s'écrit sur M, M+ E[Moo Nm]
pour une martingale unique Neglz . Nous allons montrer que ZePc,D
avec “N“(oo) < |lell. Compte tenu du théoréme 2, nous aurons a
la fois déterminé le dual de H', et 1l'expression de ¢ sur g
tout entier.

L'inégalité IINI'%(OO)g | #ll = équivalente au th.3 ci-dessous-
est due 3 GETOOR, qui a mis sous une forme plus simple et plus
élégante la démonstration initiale de cet exposé.

THEOREME, Soit Neglz. On a alors
(6) "N"(oo) < SINIIP E[M_N_ ] pour MelM, , ||M||(1)§1 .
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DEMONSTRATION, Désignons par ¢ ce sup. Nous voulons montrer
que l'on a p.s.
2 2 2 2 . .
ANt + E[Nt|£t] - Nt < ¢” identiquement en %
I1 nous suffit évidemment que cette inégalité ait lieu p.s.
& chaque temps d'arrét T ( le théoréme de section n'est pas
nécessaire ici ! ). Or nous avons
2 2 2 .
mT+E[NT|gT]- D= E[Z|Ep] , oW Z=[N,N]0°-[N,N]T_ .
Soit AegT , avec P(A)#0 ., Soit D le processus prévisible th
IA;{t>T} o Soit Y la martingale DN ( intégrale stochastique).
Nous avons + 4
— - 2 -
[Y,N]t = (/)Dsd[N,N]S = é Dsd[N,N]S = [Y,Y]t
et en particulier
[v,¥] = [Y,Y], =1,z
Une premidre conséquence est 1'inégalité HYH(1)=E[IAJ7] =
E[JZ|AJP(A), La définition de ¢ comme sup nous donne alors

E[IAz] = E[[Y,N]w] < c||Y|(1) = cE[JZ|A]P(4)
Le premier membre vaut E[IAZ]=E[Z|A]P(A). Chassant P(A) et
appliquant 1'inégalité de Schwarz, nous obtenons
E[2]A] < cELVZ|4A] < c(E[2|A])!/2
d'ol 1l'on tire 1'inégalité E[ZIA]§D2 PeS., qui est précisément
ce que 1l'on cherche., Le théoréme est établi.

( Dans la rédaction précédente, on arrivait & remplir cette
page ).
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L'article de GETOOR et SHARPE est intitulé Conformal martin-
gales, et devrait paraltre aux Invent. Math.

Les références IS renvoient aux articles sur les intégrales
stochastiques, dans le Séminaire de Strasbourg I ( Lecture Notes
in M, 39, 1967 ). On pourra consulter aussi

C.,DOLEANS-DADE et P,A,MEYER, Intégrales stochastiques par rap-
port aux martingales locales . Séminaire de Strasbourg IV, Lect.
Notes in M., 124, 1970,

La démonstration du théoréme de DAVIS dans le cas discret
( reprise et généralisée dans les travaux de BURKHOLDER, DAVIS
et GUNDY ) est
B.DAVIS, On the integrability of the martingale square function.
Israel J, of M, 8, 1970, p. 187-190,

Enfin, les références numérotées :
[1]. C.DOLEANS-DADE, Variation quadratique des martingales con-
tinues & droite, Ann, M. Stat. 40, 1969, p.284-289,
[2]. P.A.MEYER, Probabilités et potentiels. Hermann, Paris ;
Blaisdell, Boston. 1966,

APPENDICE : LE THEOREME DE DAVIS

Comme nous l'avons expliqué plus haut, GETOOR et SHARPE don-
nent dans leur article une trés belle démonstration des inégali-
tés de BURKHOLDER et du théoréme de DAVIS dans le cas des martin-
gales continues. En combinant leur technique avec la décomposi-
tion de DAVIS, nous allons l'étendre aux martingales continues
4 droite. Nous nous bornerons au théoréme de DAVIS proprement
dit, L'idée de DAVIS consiste & se ramener au cas d'une martin-
gale dont les sauts sont " prévisiblement bornés" , et nous étu-
dions d'abord ce cas.,

LEMME, Soit M une martingale telle gue M,=0O. On pose Atz[M,M]t,

Mi= sup |M_| , et on suppose que |MM, |<D, , ol D est un pro-
t s<t S tl= T4~ ? =
cessus croissant. On a alors

1/2
E[ Al 1 <GBl M;J+ Doo]

B[M*] < OB[ A;O/Z +D_]

(on a des résultats analogues avec <M,M> au lieu de [M,M] ].
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DEMONSTRATION, Nous poserons M= M;) pour abréger. Nous noterons
D_ , M* les processus (Dt_),(Mz_). Enfin, nous supposerons dans
toute la démonstration que M et D sont des processus bornés :
on se ramdne 3 ce cas par arrét.

Premiére indgalité. On prend une constante e>0, on écrit

1/2 _ ,1/2 xy=1/2 %\1/2
Aaa = Aoo (e+Dm +M*) . (e+DOO+M )

On appli?ue 1'inégalité de Schwarz . Le terme aprés le point

donne E1 [e+M*+Du)] . Le terme avant le point peut s'écrire

E1/2[A (e4D,, R L E1/2[/°°(5+D A% _)aa ]

E1/2[[Y,Y]GD] = E1/2[Ym ]

ol Y est 1'intégrale stochastique (s+D_+Mf)_1/2.M . Calculons
Y en intégrant par parties, nous obtenons

®
*y=1/2 xy=1/2
(e+D  +11¥) M- / M d (e+D M)
Dans le premier terme, nous majorons |MOO| par a+Da)+M*, et il

nous reste seulement (e+D +1VI*)1/2 . Dans le second, nous majo-

in 8

rons |M_| par M|+ A | (e+)|M%_|+D__ . Posant U=(e4DS+M;)1/2

2 dU

1'intégrale s'écrit alors —fU d(U) = Jus < J/aU, et il nous

reste encore (e+Da)+M*)1/2. Ainsi

1Ty, | < 2(e4D arty1/2

nous élevons au carré, nous groupons, et il vient lorsque e> 0
B[4 /2] < 2B[D 4r*]
L'inédgalité relative a <M,M> se démontre de maniére identique.

Seconde inégalité. Posons B —A +D2 ( si le lecteur le désire,

il peut encore ajouter un €, qu 11 fera tendre vers O eniglte ).
Soit Y la martingale locale B_ 1/4-1‘4 On a [Y,Y] =/ B"1 dA, ,

; _ 2 2 _ o
mais BS_—AS_+DS = A AL Ay a1n31

[v,Y], < /“’ '1/2dA </ —T§%§S——72 = aal/2

donc Y est de carré intégrable, et d apres DOOB E[Y*2]< 4E[Y ]
8E[A1/2]
partles : /
|, |= lBt/4Y _ /tY aBl/4 | < 2¥'By

Mais nous avons aussi M.B 4-Y Intégrons par

*x21/4
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D'aprés Schwarz nous avons alors
E[M* 1< 2E1/2[Y*2]E1/2[B1/2] < 4VrE[A1/2+D ]

Ce sont exactement les majorations de GETOOR-SHARPE lorsque D=0,

LA DECOMPOSITION DE DAVIS
Voici comment on la construit. On introduit le processus

croissant S.= sup |MM | . Si t est tel que |AM [>25,_, on a
s<t s -

|a |+25, < 2|an| = 28,
donc | MM | < 2(8,-8,_) , et le processus

K% = AMS
S.St’ s 22 t—-

a une variation totale bornée par 28&)' Soit K® son compensa-

teur ( K? est prévisible, K=K'-K*® est une martingale ) : la
variation totale de K® a une espérance au plus égale 3 2E[Soo],
et celle de K est au plus égale 3 4E[Soo].

Posons de méme L *=M-K' , privé de tous les sauts AL, qui
majorent 28, _ en module, L2=-K?® , et L=L*-L® qui est une mar-
tingale (=M-K). Comme K® est prévisible, L et L* ont le méme
saut en T totalement inaccessible, et donc |ALT|§ 28p_ » 81T
est prévisible, le saut de L® en T est 1'opposé de E[AL1|F _1,
puisque L® est prévisible et L est une martingale. Donc IAL |<2.
E[ST_|£T_]_ 28p_ 4 et |ALp|g 48p_ . D'aprés le théoréme de
section, on a identiquement IALt|§ 48, _ .

Ainsi : M=K+L, deux martingales ; les sauts de L sont bornés
par 45_ ; 1l'espérance de var.totale K est au plus 4BE[S ].
Premiére inégalité. On écrit E[[M, M]1/2] < B[[T, L]1/2] +
BL[K,K]/2] < 2B[ 48 +1*]+4B[S_ ] . “on majore I* par MMK* |

K* 3 nouveau par la varlatlon totale, soit en tout 2E[M*+8Sa)],

enfin §_, le sup des sauts, par 2M*, Enfin
@ 1/2
EL(M,M] 0% ] < 42B[M*]

Seconde inégalité . Raisonnement analogue,




