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UNE NOTE SUR LES MARTINGALES FAIBLES

N.Kazamaki

Soit (N » F, P ) un espace de probabilité complet et (gt)teR une famille
-+
croissante , continue & droite de sous - tribus de F telle que EB contienne tous

les ensembles négligeables de F .

DEFINITION.- Un processus M = ( Mt ’ E&) & valeurs réelles et & trajectoires
continues a droite est une martingale faible ( resp. faiblement de carré intégr -
able ) s'il existe une suite croissante de temps d'arrét (Tn) et une suite de

martingale uniformément intégrable ( resp. de carré intégrable ) (Mi) telles que

(a) 1lim T =+ p.s
(b) pour chagque n , on a M, = M: sur 1l'ensemble { t < T, 3.

Il existe une martingale faible , continue et bornée , qui n'est pas une mertin -
gaie [(2)]

Nous allons montrer ici qu'une martingale faible n'est pas nécessairement une
martingale faiblement de carré intégrable .

Soient L) = R+ ’ Eola tribu borélienne de R+ , S llapplication identité de
£ dans R+ et E: la tribu engendrée par SA‘tT . On prend pour probabilité P
sur £) 1la loi exponnentielle: P( S>t ) = ot pour tout t » O .
On considére la tribu g engendrée par zo et les ensembles P — négligeables de

[
et pour chaque t la tribu gt engendrée par gt et les ensembles P -~ négligeables

de QO .
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Nous utiliserons essentiallement le lemme suivant :

LEMME ( Dellacherie (1) ). — Une variable aléatoire T est un temps d'arrét
de la famille (Et) si et seulement si elle vérifie la condition suivante : il

existe se }_1_'_ tel que

(1) T% S pe.s si S & s

(i1) T=s peos si S > s .

THEORLME .~ Une martingale faible est une martingzle .

DEMONSTRATION.~ Soit M = (Mt,gt) une martingale faible . Pour simplifier,
nous supposerons que chaque temps d'arrét Tnest borné ; on a alors d'aprés le lemme
% S p.ssiSg s,

= |
R+a Sanc.) ' Tn=

5, DPes si S > s, .
Comme M* = (M:,gt) est une martingale , on a pour chaque n :

(sgt), M: = E(l\f;;llgs) = MJ;I{S‘< s} + E(MJ:‘ES)I{S)S 5

et par conséquent Ivf; = Mz si S¢s . On a alors :

(Vn ,v’c) .

(1) W =

tpAs F°8
D'autre part , M‘: (resp. M‘t) est consiante C: (resp. Ct) réeile sur {S>t ), car

elle est F, - mesurable ; on peut écrire

t
Mt = MSI{Sst} + CtI{S>t 5
. n . )
et aussi M: = MgI{34t 3 + CtIiS>t}' . Evidemmemt MS et Mns sont g - mes

! 1
urable . Pour tout t<s ona {s K S} c{t<s}et T =5 sur{sn< $%.
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Ccinme Mt = M_rb1 sur{_sn< S} y 11 est évident que pour chagque t < s, ona

My = W5lis 33+ O ltsy ey,

et par conséquent :

§ .
:S’“EMZ ap g M: 4P =Ce (s¢t < s)
Js,0eC

On en déduit :

(2) g stl dP = Cse-s—- Cte"t (s{t(sn)
Js.t]

Il en résulte que pour chaque k on a :

P = ﬁn+k . - -
g Mrsllto,s l’.dP g Mg Ito,s [d‘ pour tcut (s,t) telle que sgt
n n
35,k s,z
Autrement dit on a : MgI = Mn+kI p.s : cela entraine que si t¢s
! Loys, L S [o,snr_ n

({ g = .
(3) MsTeset) = Mshset) .
On a alors:
(1) iy = IJT‘: pour tout t & s, et lims =+oo

Par conséquent , M est une martingale .

Lgalement on peut vérifier qu'une martingale faiblement de carré integrable
est une martingale de carré integrable .

Il est maintenant évident qu'une martingale faibie n'est pas nécessairement
une martingale faiblement de carré intégrable.

Dtaprés (2) et (4) , on peut vérifier facilement le resultat suivant .
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COROLLAIRE .- Si pour chagque t l'application: w ——> MtGu) est continue
& gauche , on a alors:

h

(5)  Mglw) = — limSeplemm ® (450,

nlo
REMARQUE .- Une semi - martingale n'est pas nécessairement une martingale

faible .
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