
SÉMINAIRE DE PROBABILITÉS (STRASBOURG)

GABRIEL MOKOBODZKI
Pseudo-quotient de deux mesures par rapport à un cône
de potentiels. Application à la dualité
Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 6 (1972), p. 173-176
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1972__6__173_0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1972, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http://portail.
mathdoc.fr/SemProba/) implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SPS_1972__6__173_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


PSEUDO-QUOTIENT DE DEUX MESURES PAR RAPPORT À UN CÔNE DE
POTENTIELS. APPLICATION À LA DUALITÉ

par Gabriel MOKOBODZKI

Première partie : rappels

Université de Strasbourg
Journées Probabilistes 31 Mars - 3 Avril 1971

Cadre : : X espace compact métrisable, ~=(V )~0 une famille résol-

vante de noyaux >0 sur C(X) telle que 
~

a) V=Vo est borné et 03BBV03BB1 ~ 1 V À>0

b) V(C(X)) sépare X
c) Pour toute f borélienne bornée, VfE(X)

Notations : toutes les fonctions considérées sont numériques
B = fonctions boréliennes bornées sur X

B = fonctions boréliennes bornées et positives sur X

C = fonctions surmédianes positives ( pour 9! )
S = fonctions excessives positives ( pour ~)

Sa = V(B+)
Théorème : : Si G désigne l’un des trois cônes convexes C,S,SO, alors
pour tous u,v E G , R(u-v) = inf fi wEG ; f vérifie R(u-v) EG
et(u-R(u-v))EG ( propriété caractéristique des cônes de potentiels ).

Dans le cadre considéré, l’hypothèse (L) est satisfaite : toute
fonction 3-excessive est semi-continue inférieurement, il existe

telle que V soit de base ~, et que pour tout uES ( lud =0)
~ ( u=0 ).

Frontière associée : C’est la frontière de Choquet de l’espace

V(Ç(X))+ ~ , que l’on notera BX. L’ensemble èX est un G6 et l’on a
les propriétés suivantes :

1) Pour toute u surmédiane s.c.i., on a u(x)=u(x) x~~X , où
u = sup 03BBV03BBu .

2) Pour toute famille finie (ui) ~ S , inf. ui = inf ui sur aX .

3) Pour toute forme linéaire croissante T sur V(Ç+(X)), bornée
sur l’ensemble ( Vf ; Vf1 ~ , il existe une mesure ~. et

une seule portée par aX telle que
 T,Vf > = / Vf d, , V f E 
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4) Les mesures du type vV, où sont portées par ôX .

Définition : 1) Sur aX on appelle topologie fine la topologie la
moins fine rendant continus les éléments de S .

2) Pour tout uES , RAu = inf ( wES , sur A j .
3) Un fermé fin FCôX sera dit régulier si pour tout uES, RFuES .

(Il suffit pour cela que RFV1 E S ) ,

Théorème : 1) Si est un fermé fin régulier , alors

F= ( V1 = RFV1 }~~X
F est donc un G6 de X .

2) La réunion de deux fermés fins réguliers est un fermé fin ré-
gulier.

3) L’adhérence fine de la réunion d’une famille de fermés fins
réguliers est un fermé fin régulier.

Additivité de la réduite et balayage des mesures

Théorème : 1) Pour tout ensemble A~~X et tous vl,v2 E S , on a

RAv1 + RAv2 = RAv1+v2
2) Si F est un fermé fin régulier, pour toute mesure 

il existe une mesure vF et une seule, portée par telle que

 v~S .

3) Pour tout et toute vEM+(X) , il existe une mesure et une

telle que 

-

pour tout u ES , j u inf { / w d v ,
w ouvert fin, 1

( Si A est un fermé fin régulier, les deux définitions coïncident )

Définitions : 1) Pour ,v E 1~I+( aX) , on dit que  est balayée de v

relativement à S , si l’on a /udv VuES. On note ~,~ v .
2) On dira qu’un ensemble ACàX est p-polaire si l’on 

La réunion d’une famille dénombrable d’ensembles p- polaires est un

ensemble p-polaire .

Deuxième partie

Soient v,Jl. E M+(X) . On va indiquer dans cette dernière partie un
mode de calcul de la densité 

, 

qui fera intervenir uniquement

les cônes convexes S et S0, et la topologie fine sur ce sera

donc un procédé canonique.
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Théorème : 1) Soient E M (X) . Il existe un plus grand fermé

fin régulier F tel 

2) Si A C ~x est un ensemble borélien tel que 

alors est portée par F .

On suppose ~ et v fixées, et on définit les familles de fermés fins

réguliers (F.) et (G.) de la façon suivante ( 

F. = plus grand fermé fin régulier tel XF

G. = plus grand fermé fin régulier tel 

Propriétés immédiates : (~À~) =>(F~ ~B ) et (G~ c: G~ )
Lemme : si ÀÀ’, alors est 

Ce lemme est le résultat clé. Il implique que si f représente la

densité ~/v~ , alors F. équivaut grosso-modo à l’ensemble 
On définit maintenant $ et 03C8 sur ~X de la façon suivante :

1) $ = sup 03BB1[F03BB , de sorte que {03A6~03BB} =  F., .

2) 03C8 = inf g. , où g.(x) ={+~0 si 
de sorte que )Y>B)= F) G.,.

On a toujours 

Théorème : : $ est finement s.c.i., Y est finement s.c.s. et d’après
le lemme précèdent, l’ensemble est (En fait, $

et 03C8 sont boréliennes sur ~X, puisque F. et G. sont boréliens ).

Corollaire : représente la densité .~T~ , ’ alors 

presque-partout.

Posons, pour tout ouvert fin 

B((D) = inf À~E~ ; }
= sup {( i ; (

Puis

S(x) = inf { t D(03C9) ; 03C9~x }
= sup ( ~(~) ; }

Théorème : 1) D est finement est finement s.c.i., et si V

est de base ~, alors

~ ~ ~ ~ ~
et est polaire.
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2) S’il existe k>0 tel que ~-kp. , et si V est de base p., alors

03A6 ~ D ~ lim inf 03BBV03BB f ~ lim sup 03BBV03BBf ~ D ~ 03C803BB->~ 03BB->~
ou f représente la densité d(03BDV) d( V).
Corollaire : Pour tout noyau W régulier, subordonne au cône S, chacune
des quatre fonctions Y,D,~, $ représente la densité ~~’’~ .


