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REMARQUE SUR LES POTENTIELS DE MESURE

par

Daniel REVUZ™)

Soient X et X deux processus standards en dualité ( (l)
Chap. VI) . On note comme d‘habitude Uu(x,y) (0 2 0) 1le noyau fonction

associé et

U* u(x) =j U (x,y)u(dy)
E

le potentiel d'ordre o de la mesure u .

Dans (2} , BLUMENTHAL et GETOOR démontrent 1'équivalence de
1'hypothése (H) de Hunt :
'

(H) Les ensembles semi-polaires sont polaires, et du "principe

du maximum borné" suivant :

* < ~
(M) si u est a support compact K et si Ua 4 est borné
o PP mp

l]Ua u|| = sup{Ua u(x) : x€K} .

La démonstration est faite sous 1'hypothése que les fonctions a-excessives
sont SCI ce qui entralne en particulier que X est standard spécial. Pour
a =0 il faut évidemment faire de plus une hypothése de transience sur le

processus.

Dans (2) 1'hypothése de semi-continuité inférieure sert essentiel-

lement dans la proposition suivante d'un intérét intrinséque &vident.

Proposition : Si i U est borné, la mesure u ne charge pas les ensem-
bles polaires .

(%) Equipe de recherche n°l "Processus stochastiques et applications"
dépendant de la Section n°2 "Théories Physiques et probabilités"
associée au C.N.R.S..
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Nous allons montrer ici (en n'@crivant que le cas o = 0) que
cette proposition peut se démontrer sous des hypothéses différentes :
X est standard spécial, le temps de mort ¢ est fini p.s. (hypothése
de transience), il existe un o > O tel que la fonction Ua(.,E) soit

SCI . Il suffirait en fait que cette fonction soit co-finement SCI.

Démonstration : Posons f = Uy ; la surmartingale f(Xt) est bornée.
Pour tout xXEE , presque toute trajectoire est sans discontinuité de

2éme espéce et l'on pose :

Z(w) = £(X (w))_ = 1lim f(Xt(w)) .
¢ ttrz (w)

Soit maintenant {Tn} une suite de temps d'arrét croissant vers
T > ¢ . Presque-sirement f(XT ) tend vers Z sur T = {Tn < ¢ pour

~ n
tout n} et vers zéro sur I'¢ . On a donc :

P, £(x) = E (£, ) L <§}) —= E(z.1)
n n n

puisque f est bornée et si 1l'on appelle N la partie accessible de
¢ ( (3} p.102) :

1[11m Pp £00) < Ex(z'l{c=cA}] .

Posons maintenant Dn ={x:a Ua(x,E) < 1/n} pour la valeur

de o visée dans l'hypothése ; d'aprés MEYER ((3]) la suite TD tend

n
en croissant vers ¢ et l'on a TD < ¢ pour tout n sur l'ensemble
{z = ;A} . On a donc : n

lim P £(x) = E_(2.1f _ }) .
n Dn x {C ‘A

Mais par ailleurs les ensembles D_ sont fermés, donc iT €D
n D n

- s . . & n
presque-sirement, donc a Ua(XT , E) < 1/n et donc si T = lim TD
D n

a Ua(iT,E) =0 sur {T <7z}, cg(pi est impossible. Les temps iD
-~ - n
croissent donc vers  presque-surement.

On peut maintenant répéter le raisonnement de [1} p.269-270.

Soit h wune fonction intégrable ; on a :
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0 > < h’PD Uy > = < h,U PD u >
n n
S
= Euj h(xt) dt
TD

D'ol il résulte que PD Uy tend vers zéro presque-partout, puis
n
partout puisque Uu est borné. Il en résulte que :

Ex(z.l(r,:CA}) =0

pour tout x€E et donc que U" est un potentiel naturel. Il résulte

alors de {4) V.6 que B ne charge pas les ensembles polaires.

Remarque : Cette démonstration est beaucoup moins élémentaire que celle
de Blumenthal et Getoor. Il serait souhaitable de trouver une démonstra-
tion &lémentaire et valable sous la seule hypothése que X soit standard

spécial et transient:
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