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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1969/70

RESULTATS DE KESTEN SUR LES PROCESSUS A ACCROISSEMENTS
INDEPENDANTS

par Jean Bretagnolle

I,INTRODUCTION., On se propose de donner une démonstration des résul-
tats de Kesten sur les processus i accroissements indépendants conte-
nus dans " Hitting probabilities of single points for processes with
stationary independent increments " * et un autre article non encore
publié,

Comme le lecteur pourra s'en convaincre aisément, les idées de la
démonstration sont celles de Kesten, et 1'allégement provient de ce
qu'on utilise les fonctions excessives naturellement associées au pro-
bléme, ce qui permet de raisonner directement sur les points et non
sur le potentiel de petits intervalles,

Présentons rapidement les résultats de Kesten,

X=(Xt) est un processus 3 accroissements indépendants et station-
naires (P.A.I, pour abréger ), tel que P{XO=O}=1, & valeurs réelles,
Définissons C comme

={x| xe8B P{ X,=x pour au moins un $>0 } >0}

Nous dirons que X est un processus de Poisson généralisé si les

trajectoires issues de O restent un moment en O avant de le quitter:
X n'a pzs de partle gaussienne,aun nombre fini de sauts dans tout in-
tervalle, etrpas de translation, Ce cas sera exclu dans la suite.
Le difficile théoréme principal de Kesten est alors le suivant :

Ou bien C a une mesure de Lebesgue A(C)£ O, ou bien C=F ( on obtient
aisément un critére sur le potentiel pour que A(C)=0), Si C n'est pas
vide, C est 1'un des ensembles B,B,B~.

De méme, si X est & valeurs dans Ed, et est " honestly d-dimensio~
nal" ( ce qui signifie qu'aucune projection unidimensionnelle de X
n'est un processus de Poisson généralisé ), on a C=@ ,

) 1omes
emoirs Amer, Math, Soc., n°93, 1969 ,
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Puig, dans le cas ol d=1, Kesten donne un critére de régularité de
0 pour {0},

Enfin, Kesten classe les P,A.I, par rapport aux propriétés précé-
dentes, suivant leur décomposition de Lévy.

A KK KN

II, RAPPELS ET NOTATIONS. X: est un P.A.I. & valeurs dans Rd, construit
canoniquement de la maniére habituelle, Le processus X est donc conti-
nu 3 droite, pourvu de limites & gauche, quasi-continu i gauche. Il
satisfait & la propriété de Markov forte et & la loi O-1 de Blumenthal.
On note Ot 1'opérateur de translation (X °0t=Xs+t ), Px la loi du pro-
cessus issu de x, et P est abrégée en P,

On note P, le semi-groupe (P f(x) =B [foX 1), UP 1e p-potenti-
el ( UPr(x) = E_ (/P e Ptp f(x)dt], pour p>0 ), et UP aussi la mesure
v?(0,.), de sorteoque

Pr(x) = [ UP(dy)f(x+y).

On note TA le temps d'entrée dans 1l'ensemble A ( TA= inf { t+>0 |
X eh } ), T, le temps d'entrée dans 1l'ensemble {x}. Le point x est
dit régulier pour A si PX{TA;O}=1 .

Une fonction g est p-excessive si e'ptPtgs g , et lim Ptg(x)=g(x)
- t=0

pour tout x. On se sert de la continuité fine d'une telle fonction
gous la forme suivante : 1l'image inverse par g d'un ouvert de R est
un ouvert fin G , ce qui signifie que le processus partant d'un point
xeG ne quitte Px-p.s. pas tout de suite G.

LEMME 1, Soit A un ensemble pour lequel O est régulier, et soit g

une fonction p-excessive, Il existe alors une suite (x ), X €4,
X, >0 et l%m g(xn)=g(0) R

DEMONSTRATION, Supposons le contraire, Il existe un &>0 et un voisi-
nage V de O tel que VNi{x| g(0)-e<g(x)<g(0)+e } ne rencontre pas A, Or
cet ensemble est un ouvert fin, le processus issu de O y reste p.s.
un moment avant d'en sortir, donc TA ne peut étre nul P-p.s. .

LEMME 2. La fonction g® définie par gp(x)=Ex[e‘pT0] est p-excessive.
( Posons Ty=T ; e—ptPtgP(x)=Ex[exp(—p(t+ToOt))] y et t+To0, ¥ T )
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En fait, suivant les notations de Kesten, on utilise plutdt la
fonction hP(x) = g°(-x) = E[e—pTx]. L'ensemble C de 1'introduction
est alors

c=1{x|nPx)>0].
On a Tx+y < ’l‘x+’l‘yoOTx , d'ol hp(x+y)§hp(x)hp(y) ( propriété de Markov
forte ). En particulier, C est un semi-groupe.

Toutes les définitions précédentes s'appliquent au cas d'un
P.A.I, & valeurs dans un groupe abélien E, localement compact & base
dénombrable, Port et Stone (* ont étendu 3 ce cas une grande partie
des résultats de Kesten.

Rappelons notre hypothése principale pour toute la suite(+)
(H) O est point régulier pour E\{O} ( autrement dit, dans le cas E=R,
X n'est pas un processus de Poisson généralisé ). Cela exclut que E
soit discret. On note A la mesure de Haar de E,

KK R KKK

I1II,RAPPORTS ENTRE UP BT hpl On comparera les résultats de cette
partie avec les paragraphes 6 et 7 de Port et Stone. Si A est un

ensemble, x+A est le translaté de A par x, et
nP(4)=B[ePTA ]

LEMME 3,- Soient xeE, J un voisinage compact symétrigue de O, On a

hp(x).Up(J) < Up(x+J) < hp(x+J).su§ Up(z+J)
ze

DEMONSTRATION, Posons x+J=A, Tx+J=T . Nous avons

at ]

@® _ w0 -
WP(a)= B[/ ePP1ox, at 1 = B[/ e P'I,o0x,
0 1,

Pour la seconde inégalité, on applique la propriété de Markov ainsi :
UP(a)=E[ ¢™PTA UP(X, ,4)]
Mais XT eA , et pour yeA Up(y,A)=Up(x-y+J)§ sup Up(z+J), tandis que

Ele ] = h*(x+J) . Pour la premiére inégalité, on remarque que

xex+d, donc TXET et

4(*) Infin%tﬁly divisible processes and their potential theory. A
paraitre.‘\t) Toutefois le théordme 1 est vrai sans cette hypothése.
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wP(a) 2 Efé(ne'ptIA°Xt at ] = B[e X UP(XTX’A)] = 0P (x)TP(x,x+J)

= RP(x)0P(3) L

Dans 1'énoncé suivant, nous désignons par S une suite décroissante
de voisinages compacts symétriques de O, formant une base du filtre
des voisinages. Nous posons

P
k(S ) = lim sup sup H—%%}%l
d zed

( la 1im sup est prise suivant l'ensemble filtrant & ; on abrdge kP(9)
en kP ) .
THEOREME 1, 1) Si kP=+m, on a A(C)=0

2) Si kP<too , on a A(C)>0, la mesure UP(dx) est absolument continue
par rapport & A, et une version bornée de sa densité est

wP(x) = P .nP(x)

DEMONSTRATION, Si zed=-J, on a xex+z+J, et on a comme dans le lemme
3 , premidre inégalité

nP(x)UP(z+) < UP(x+z+d )
D'ol en intégrant sur E et en divisant par A(J)

P (z+J P 1 D _ 1

(1) éh (x)Mdx) = x77y r{; U (x+z+0)A(dx) = 3
En passant & la limite en z et J, on obtient que si kp=+oo, nP est
nulle A=p.De &

Passons 3 2). Soit G un ouvert relativement compact. Le seconde
inégalité du lemme 3, intégrée sur G, donne

lim sup [ 0P (x+d A(dx) < kP, lim sup / hP(x+J)A(ax)
J G - J G

Mais hp(x+J) tend vers hP(x) sur E\{O}, en vertu de la quasi-continui-
té 3 gauche du processus. L'hypothése faite sur X exclut que E soit
discret , donc A est diffuse ; comme A(G)<too on peut appliquer le
théoréme de convergence dominée et 1l'on obtient

P
lim sup [ U (x+d Aldx) < K, é wnP(x)A(ax)
J G -

Par ailleurs, soit iJ la fonction IJ/A(J). Lt'intégrale au premier
membre vaut [ Up(dy)fiJ(y—x)IG(x)A(dx) , et 1'on a 1imJinf iJ*IGE IG'



25

I1 vient alors en appliquant Fatou

(2) uP(6) < kP/hP(x)A(dx> ,

qui entraine la continuité absolue de UP et le fait que sa densité est
bornée, Reprenons 1'inégalité (1), mais en intégrant sur un compact
K contenu dans G au lieu de E :

(3) —EZT*‘Q [ pPMan) 5 xfy) ] OP(xtard)A(ax)

/ Up(dy)/A(dx)IZ+J(y-x)/x(J)

Si J est assez petit, zed, l'intégrale intérieure est majorée par I
Un passage a la limite en z,J , puis K donne 1'inégalité kp/hp(x)k(dx)
< Up(G), inverse de (2). Le théoréme est démontré.

COROLLAIRE 1.- kP(3 ) ne dépend pas de 3 .

COROLLAIRE 2,- On a A(C)>0 si et seulement si

1Y
(1) lim sup 5€] < ® ( ce corollaire, pour E=R% )
Je A(T)

Noter que cette lim sup n'est pras forcément égale & kP o I1 est clair
que si kP<w s cette lim sup est finie. Inversement, 31 cette 1lim sup
est finie, notons &' l'ensemble des intervalles J'= 29, Jdex . Ona
si zed!
Wza) _ , 1)
A(Jr) A(T)

y d'ol aussitot la résultat .

IV, PROPRIETES LOCALES DE hP. Cette partie contient la démonstration
du théoréme de Kesten lorsque E=R ,

LEMME 4. Soit (y,) une suite telle gue 11m =0y ¥, #£0 , hp(yn)§c>0
pour tout n, So.lt A_U {y, ).

Alors si T,>0 P-p.s., on a lim hp(-y )=1 et T =0 P-p.s. .
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DEMONSTRATION, On rappelle que d'aprés la loi de O-1 de Blumenthal,
P{TA=O§ ne peut prendre que les valeurs O ou 1.
Soit Aﬂ:kgn {yk}, et soit Tn=TAn' Les temps d'arret Tn croissent,

soit S leur limite., Comme 5115 = {0} , la quasi-continuité & gauche
des trajectoires entraine que XS = limn XT = 0 p.s. sur {S<owo}.

Une application facile de la propriété 8e Markov entraine que, pour
tout ensemble H, XTH appartient & H ou est régulier pour H, Ici O n!
appartient pas a An, et n'est pas régulier pour An puisqu'il ne
l'est pas pour A. Donc Xy # 0 ; comme Xp e Kh = AnU{O}, on a Xy e A
sur {Tn<oo }. Mais Xg=0 D sur {S<w}.  On a donc T, <8 sur n

{Tddni .
On a donc aussi S> T +T,~,00, , donc E[ e-pS] <El e
= n {O} Tn =

= E[e—an gpoXT ] ( rappelons que gp(x)=hp(-x)=Ex[e_PTo] ). Donc
n

_p(Tn+TOOOTn)]

E[e-PS] < E[e—an]. sup hP(-y)
- yeAn
Lorsque n—>w, on a Tnt S, et il vient aussitdt que ou bien 1lim T =

n
+® p.S., Ou bien sinon sup hP(-y)>1 ( =1 ). Le premier cas n
yel

n
est exclu ici , car E[e—an]Z hp(yn)z c. On a donc lim sup hp(-yn)=1 ;
= = n

en considérant des suites extraites on remplace lim sup, ~ par limn o
Lt'égalité T_A=O P-p.s. est alors évidente,

)
THEOREME 2, Les seules valeurs d'adhérence possibles pour hp(y) guand
y=0 sont 0, hP(0) et 1 .

DEMONSTRATION, Supposons d'abord hp(O)#O. Soit ¢ une valeur d'adhéren-
ce , et soit une suite y, -0, yn£0 pour tout n, telle que hp(yn)

- Cc , Quitte 3 extraire une sous suite, nous pouvons supposer aussi
que hp(—yn) a une limite b .

Premier cas : T_,=0 p.s.. On applique alors le lemme 1 3 -A et &
la fonction p-excessive g® : il existe une sous-suite (-y, ) telle
que gp(-ynk) —> gP(0). Autrement dit, hp(ynk) >nP(0), et ¥ c=hP(0).

(*) Ce résultat sera amélioré : cf. th.6.
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Second cas : T_ >O PeSe, TA_O P.8. Le lemme 1 appliqué 3 A entraine
1l'existence d'une sous-suite (y_ ) telle que gp(y ) => g2(0), ou
hP(-y. ) => nP(0)#0 . On a donc * b#0, et le lemmek 4 appliqué & -A
entraife é=1.

Troisiéme cas : T_,>0 p.s., T,>0 p.s. . On a alors c=0, Sinon, en
effet, le lemme 4 s'appliquerait & A et entralnerait T_A=O, en con-
tradiction avec 1l'hypothése.

Supposons maintenant nP(0)=0, Si nP= 0, il n'y a rien & démontrer,
Sinon, choisissons un r#0 tel que nP(r)>0. Soit alors G}) un processus
de Poisson de hauteur de saut -r, de paramétre a ( a sera choisi petit)

indépendant de Xt , et soit Xt_xt+F% . On a BP(0) > 0 ( la surcharge

indique le remplacement de(Xt) par le nouveau processus (X)) : en
effet, si we est tel que la trajectoire X (w) rencontre r, et que
la trajectoire P_(w) ait exactement un saut entre O et Tr(w), alors
la trajectoire X, (w) rencontre O, Les deux processus étant indé-
pendants, cet événement a une probabilité positive.

Soit T 1'instant du premier saut du processus de Poisson. Nous
avons pour tout y

Ty = Ty sur {t>Ty} , T&zw » TyzT sur {TgTy }
et par conséquent
- - 28
IBP()E2()| <= [ (e PTy+ePly) _gm[e™PT] =
{ < i p+a
“~it alors une suite O telle que hp(y ) i>c £0 . En choisissant

a assez petit, on aura que 11m inf hp(y ) = ? , hP(0) <.§ o D'aprés

la premiére partie de la demonstration, appliquée & X, il ne reste
plus que la possibilité lim hp(y )=1 : en faisant tendre a vers O,
on obtient lim hp(y )=1 par convergence uniforme, et avec cela la
démonstration est achevée,

Nous passons maintenant au théoréme principal de Kesten .
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THEOREME 3, Dans le cas E=R, ou bien C=@, ou bien A(C)>0.
DEMONSTRATION, Supposons C#P, Nous pouvons aussi supposer hp(O)#O.
En effet, si hp(0)=0, comme C#P nous pouvons choisir un r tel que
hp(r)>0, et construire le processus modifié X de la fin de la démons-
-tration précédente, pour lequel BP(0)>0, Nous aurons alors A(T)>0 ;
mais le processus de Poisson P ne prend que des valeurs de la forme
-nr ( n entier positif ), donc Cc g_(-nr+c), et A(C)>0,

L'hypothése (H) signifie que O est point régulier pour A=E\{0}
(i.e. T,=0 P-p.s. )e Le lemme 1 entraine alors l'existence d'une
suite y = 0, y, #0, telle que gp(y )->gP(0)., Autrement dit, si nous
posons r =-y , nous avons n--:>O r #0 et hp(r Y+hP(0). I1 nous
suffira de savoir que hp(r )> hp(O)

Soit Jn 1'intervalle centré en O, de longueur %lrnl , et soit
X 1
k=inf { k | kell , hP(x.r )< 5nP(0) }
Noter que kn n'est ni O, ni 1, Les intervalles krn+Jn sont disjoints
deux 3 deux, et on a la chalne d'inégalités
k-1 k -1
-1_rD n P n P P Lr P
p =U"(R) > Zo U (kgtd, ) 2 ]_'_o b (kr )U (Jn) > %h (o)an (Jn)
( lemme 3 )

I1 en résulte d'abord que k <o,
Ensuite, comme A(Jn)=|rn|/2 , nous avons

() 4
« -
M3 T POk r |

Pour achever la démonstration, compte tenu du second corollaire du
th.1, il suffit de montrer que lim inf lknrn|>0 .
n

>

Supposons donc lim inf |knrnl=0. Quitte a extraire une sous-suite,
n

nous pouvons supposer lim knrn = 0 , Comme kn< ® , nous avons
n
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1lim sup hp(knrn)§ %hp(O) d'aprés la définition de k . D'aprés le
n

corollaire du lemme 4, cela entraine que hp(knrn) +0 , Mais nous
avons d'autre part

2
Pk r ) 2 0P(r JoP((k=1)r) 2E0P(0)1° > 0 .
C'est absurde, et le théoréme est prouvé.

THEOREME 4. Dans le cas E=Rd, d>1, si aucune projection unidimension-

nelle de X n'est un processus de Poisson généralisé ( hypothése H ),
alors C est vide .

La démonstration utilisant des résultats sur le cas d=1 qui seront

prouvés plus loin, nous la renvoyons & la fin de 1'exposé.
I3 K I K KKK KKK KKK NK

V.ETUDE DU _CAS A(C)>0 . Dans toute cette partie, on va supposer que
A(C)>0 . On caractérisera alors complétement la topologie fine des

P,A, I, sur B possédant cette propriété, et on retrouvera les résul-
tats de Kesten sur la régularité de O pour {0},

Utilisation de 1'équation résolvante. Lorsque A(C)>0 , nous avons

vu que la mesure Up(dx) admet une densité bornée up(x)=kphp(x). Voicel
quelques conséquences de ce résultat.

a) Si f est une fonction bornée, on a UPf(x)= J£(x+y)uP(y)ay ;
cette fonction est continue. Si f est positive, UPf est s.c.i..

b) Si f est p-excessive, on a f = lim t pUPf , donc f est s.c.i.
Noter aussi que deux fonctions p-excessives égales A-p.p. sont égales
partout.

Nous dirons que fest pecosxcessive si la fonction xw=—Ff(~x) est
p-excessive, L'énoncé b) vaut aussi pour les fonctions p-coexcessives.
Les fonctions hp,up sont p-coexcessives.

¢) Nous avons la relation up-uq = (q—p)up*uq A-p.p. ( équation

résolvante ). Supposons par exemple gq>p ; les fonctions Uy s uq+
(q-p)up*uq sont g-coexcessives et égales A-p.p., donc partout.,
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THEOREME 5.- Si A(C)>0, les fonctions uP,hP sont continues sur E\{O},

et on a hP(0) = lim inf hP(x).
x> 0, x#0

DEMONSTRATION, Soit V un voisinage de O, Si xeV®, on a T2 Tvc , donc

hq(x)=E[e-qTx]§ E[e_qTVc] , et il en résulte que h? tend vers O uni-
formément sur V°© lorsque q->00 , Comme k% décroit évidemment lorsque
qtoo , u9=kM? tend vers O uniformément sur V®, Mais dans 1'équation
résolvante u_ = uq+(q—p)up*uq , le produit de convolution u_»u_ est
une fonction continue ., Lorsque g->00, il en résulte que u® est con-
tinue sur V¢ , Ainsi, uP ( et donc hP) est continue sur E\{0}.

La fonction h® est p-coexcessive, donc s.c.i., et on a nP(0) <

lim inf hp(x). I1 résulte d'autre part du lemme 1, appliqué & gP et
x5 0,x#£0

34 B\{0}, qu'il existe une suite x, =0, xn¢0 telle que hp(xn)->hp(0),
d'od 1'inégalité inverse, et finalement 1'égalité cherchée.

THEOREME 6, Si A(C)>0 , hP a en O deux valeurs d'adhérence ( gventuel-
lement confondues ) : 1 et hp(O). La fonction hP est continue en O si
et seulement si hP(0)=1 ( c'est & dire si O est régulier pour {0}).

Dans le cas od E=B'"/ hP a une limite & droite et une limite &
gauche en 0, égales aux deux valeurs d'adhérence précédentes, et on a
1la classification suivante, en supposant par exemple que hP(0+)=1

a) Si hp(0)=1, la topologie fine est la topologie usuelle de B, et
Q_n_é C=3R.

b) Si 0<hP(0)<1, la topologie fine est la topologie droite, et C=R.

c) S8i hp(0)=0, la topologie fine est la topologie droite, et C=R+ .
La fonction hP est nulle sur B_, et X est un processus croissant.

DEMONSTRATION,- Nous savons ( th.2) que hP peut avoir au plus trois
valeurs d'adhérence, O, nP(0),1 , mais le valeur d'adhérence O est
exclue si hP(0)#£0, d'aprés le th.5.

Montrons ensuite que (hp continue en 0) <> (hp(O)=1 ). Dans le

sens <= , cela résulte des relations hp§1 , hP(0)= 1imoin€ wP(x) .
x> 0,

(*)Il n'y a pas lieu d'étudier le cas E=Rd, d>1, car nous verrons gque
l'on a toujours A(C)=0 si da>1.
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Dans le sens =>, on note que (hP continue ) => (uP continue ) =>
(kP=uP(0)) = ( nP(0)=uP(0)/xP=1).

La valeur d'adhérence 1 est toujours présente : c'est clair si
nP est continue d'aprés ce qui précéde, et si hP n'est pas continue
elle a au moins deux valeurs d'adhérence, dont l'une doit &tre 1.

Supposons que hp(0)=1. 84 les topologies fine et initiale n!
étaient pas identiques, il existerait un voisinage fin de O, V, qui
ne serait pas un voisinage de O, Choisissons des Yn ev® , tels que
y,~>0, et posons A~U {y } ; la relation lim hp(y ) 1 entraine que

A_O P-p,s,, donc T _O P.S., Cce qui est D absurde.

Dans le cas ot E=R, hP(0)>0, le semi-groupe C={hP>0} contient
un voisinage de O ; on a donc C=R.

Etudions maintenant le cas ol hP(0)<1. Posons c=hP(0), Si nP
n'admettait pas de limite & droite en O, on pourrait trouver deux
suites x ,x' , convergeant toutes deux vers O en décroissant, telles
que hp(x )—>1 hp(x )->¢ . Mais hP étant continue, il existe un Yp
compris entre X, et xﬁ , pour n assez grand, tel que hp(y )= 1;C ’
ce qui est impossible, car h? n'a que deux valeurs d'adhérence en O,
Supposons que 1l'on ait hP(0+)=1, nP(0-)=hP(0)=c .

La fonction gp est finement continue ( elle est p-excessive),
donc O n'est pas finement adhérent & l'ensemble {éE@RO)I Comme g (0-)

=1, on voit que O n' est pas finement adhérent a B . En revanche, si
A est une partie de R+ , adhérente & O, aloérs A contlent une suite
Yo, *0, ona hp(yn)-> 1, et T,=0 P-p.s. . Il en résulte aussitot que
la topologie fine est la topologie droite. On a évidemment R+ cCc.

Si hp(O)=O, la relation hp(O)ghp(x)hp(—x) montre que CMR =@,
done C=R', Comme hP est & un facteur prés la densité de up, B est
un ensemble de potentiel nul en O ; le processus issu de O passe donc
toute son existence dans R+, les accroissements de X sont positifs,

et X est croissant. La démonstration est achevée.

I I A KKK X

VI, CRITERES ANALYTIQUES. On se propose dans cette dernidre partie
de caractériser les P,A,I, possédant les diverses propriétés étudiées
plus haut, au moyen de leur décomposition de Lévy.
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Rappelons que tout P,A,I. & valeurs dans Rd admet une fonction
caractéristique de la forme

i 0N
B[ X< Xt > l=exp [ t¥(uw) ], o0 <, > est le produit scalaire,

W) = i<u,a > = 3Qu) + /[ P L2 y(gy)
g& 1+]y] 2

a désignant un élément de Rd, Q une forme quadratique positive
( maig éventuellement dégénérée ) sur B@, et M une mesure positive
sur B2\{0} telle que /(|y|%A 1)M(dy) < @ .

Nous étudierons surtout le cas d=1 , Nous poserons alors Q(u)=

c®u?, Dans le cas ou / (1A|y|)M(dy) < ® , nous utiliserons la repré-
sentation plus simple

() = fua' - Fo?+ !{l[eiuyd M (ay) .

Nous allons d'abord traduire le théoréme 1, qui est vrai sans aucune
hypothése spéciale :
THEOREME 7.- Une condition nécessaire et suffisante pour que A(C)>0

est que
[y e —
R p— ¥u)

}\(du) < +®

DEMONSTRATION,~ Soit £ une fonction continue sur gl positive, paire, 3
support compact, telle que £(0)>0, [f@A@x)=1, et soit fn(x)=ndf(nx).
f est majorée et minorée par l'indicatrice d'un pavé symétrique de
centre O, le corollaire 2 du théoréme 1 nous donne
AC) >0 <> limsup / 2 (y)UP(dy) <®

n-=m
Cette intégrale s'écrit ©€(4d). / £ (u)Up(u)du par transformation de
Fourier, or Up(u) 1/p-¥(u) , f (u)— f(u) est réelle, et il reste
seulement 3 étudier

/ %(%)ﬁe——l-— du

p=¥(u)
La partie réelle est positive, car Rey <0, et il ne reste plus qu'd
bien choisir f. Nous le ferons pour d=1 , Soit g une fonction triangle
d'intégrale 1 :
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. in au
Alors g(u) est de la forme ==-—— ; si 1l'on prend alors f=gxg ,

au
2(u)= ( §i§a§E) est positive, et f(3) croft vers 1 sur tout compact

X pour n> N ( dépendant de X ), On laisse conclure le lecteur.

Voici la classification finale. Nous distinguons les cas suivants.
CAS A, o0,
CAS B , o=0 ; [f]x|A 1)M(dx) =

CAS C, a0 ; f(|x|M)M(dx)< +m . Nous adoptons alors la représentatlon
simplifiée, et nous distinguons +trois sous-cas
01 . a'=0,
02 . a'>0 , M' portée par R+,
03 . a'>0 , M' charge B_ .

On rappelle que dans le cas C M est supposée non bornée, le cas des
processus de Poisson généralisés ayant été exclu de la discussion,

THEOREME 8, Dans le cas 4, on a C=R, et O est réeulier pour {o}.

Dans le cas B, on peut avoir C=f ou C=R ( on n'as pas d'au-
tre critére que le th,7 ). Si C=B, O est résulier pour {0}.

Dans le cas C,, on a C=f,

Dans le cas C,y on a C=R_( et O n'est pas régulier pour {0})

Dans le cas Cs, on a C=R ( et O n'est pas régulier pour O} )

Dans le cas B, Kesten montre en outre que si 1'une des deux inté-
grales [(xt A?)M(dx), f=~M)M(dx) converge, alors C=R . Nous laissons

cela de cdté.

DEMONSTRATION, Quitte & remplacer M par M. I[—n +n] ol n est trés

grand ( ce qui ne modifie le processus qu'aprés un temps d'arrét expo-

nentiel trés long ), nous pouvons supposer que M est i support compact.
Etudlons d'abord l'ensemble C Dans le cas A, on a W(u)—lau+%02u2

=0 (u?) quand |u->m , donc Re __—T_) est intégrable, et C#£Q .
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Dans les cas 02 et C3 , on écrit lg§£5)= a'+f§i%—ExM'(dy) , qui tend

vers a'#0 lorsque |u|=>00 ( convergence dominée ). Puisque a'#0, on a
Imn y(u)~u , donc |p—¢(u)|23 %uz pour |y assez grand, et 1l'intégrale
duthéordme 7 est de méme nature que [ Zﬁigfg) du, Mais on a
ul>1
w-— - -
JP ey - ) 28 au lay) = L1298 ¥ av. /|x|M(ax) < @
Ainsi C#@ dans les cas C2 et 03. Enongons maintenant le théoréme de
Rogozin : dans les cas A et B, on a p.s. (pour PO)
lim sup_)_(_t_=+ ® , lim inf —Xt_=-oo
t==0 1t t=>0

tandis que dans le cas C on a lim —%i— = a' , Dans le cas 01, on
t=0
peut donc associer & tout e e]O, 1 [ un nombre t851 tel que

Pyl sup -L}—{s-L < } > 1-¢

Ogsste ©

%
Mors UP([-et_,et Dz (1-e)/ ° e Plat |, et
= 0

WP([-ete,ete]) o (1=e)e”®
2et =  2¢

qui est arbitrairement grand. Le théoréme 1 nous domne alors A(C)=0,
et le théoréme 3 , C=§ .

Lorsque C#@, on a C=R,R_ou B_ . Mais C=R_ signifie ( puisque uP et
n? sont proportionnelles ) que uP est nulle sur B, donc que le pro-
cessus partant de O reste dans R+ : le processus est donc croissant, et
M est portée par B . Comme C#£@, on a a'#0 ( cas 02). Le cas C=R~ est le
cas symétrique, il ne figure pas dans la classification.

Passons & la régularité de O pour {0}, Dans le cas A, ou dans le
cas B si C#P, le théoréme de Rogozin entraine que le processus entre
instantanément dans R+ et dans B_ . La topologie fine ne peut donc
dtre ni la topologie droite, ni la topologie gauche , c'est donc la
topologie usuelle, et le théoréme 6 entraine que O est régulier pour
{0}. Le cas C, est trivial ( processus croissant ). Dans le cas 03,
le théordme de Rogozin entraine que X, rentre aussitoét dans B, et ¥
reste un moment avant de rencontrer B_. La topologie fine n'est donc
pas la topologie usuelle, c'est la droite, et comme C#E+ on a 0<hP(0)
<1, et O n'est pas régulier pour {0} ( th.6). La classification est

achevée.
B A o 3 ok okt
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VII. IE CAS OU d>1. On se propose dans cette derniére partie de dé-
montrer le théoréme 4, I1 suffit de traiter le cas ou d=2 : en effet,
si le processus X de dimension d>2 admettait des points non polaires,

ses projections de dimension 2 en admettraient & plus forte raison,
Nous allons montrer d'abord que gi d=2, on a A(C)=0, en nous appuyant
sur les théorémes 1 et 7 ( indépendants de 1l'hypothése(H) ). Comme
dans la démonstration précédente, on peut se simplifier la vie en
supposant que la mesure de Lévy M est & support compact.

Traitons d'abord le cas ol le processus admet une partie gaussienne
non dégénérée : la forme quadratique Q est de rang 2. Un argument de
convergence domlnee dans le terme intégral de la formule de Lévy mon-
tre que |¥(u)+ —Q(u)| = o(|u|2 ) quand u=>® ; mais on peut ecrlre cela
0(Q(u)) puisque Q est de rang 2, et il en résulte que v(u)th(u) Comme
/ ~1%np diverge pour p=2, converge pour p>2, il est trés facile de
u|>1

vérifier que 1l'intégrale du th.7 est divergente.

Supposons Q de rang <2 ., Soit Y la mesure gaussienne dont la trans-
formée de Fourier est exp(- %Q(u)) , et soit B(0,a) la boule de centre
O et de rayon a. Un argument de convergence dominée dans la formule de
Lévy montre que ty(u.t” ) tend vers ——Q(u) lorsque t=>0, autrement
dit, la loi de V%ﬁ- tend vers Y , et on en déduit que pour tout a>0

1Y
lim sup H—LELSLEI)_ lim sup /e ptP{IX |<e§

g=>0 € e 5
e-ptP{Ithga‘ﬂ"} %

\'
]
H
B
1]
[~}
3
-

n
2
es)

o
(@]
©

Mais ¥ est une loi gaussienne dégénérée, donc ce dernier terme tend
vers 1'infini lorsque a=>0, et le th.1 donne le résultat cherché.
Nous montrons ensuite que , sous l'hypothése (H}, on a C=¢ .,
On va calquer la démonstration du théoréme 3. Supposons C#£P. On se
raméne au cas od hP(0)#£0 ( cf. théordme 3 ). Il existe une suite r,
telle que rnfo, |rn|4> o, hp(rn)z %hp(O). On peut imposer de plus

que rn/Irn| conﬁerge vers un vecteur unitaire u. Nous prendrans des
axes 0x,0y suivant u et la direction perpendiculaire, et nous écrirons
rn=(xn,yn). Soit Yt la projection de Xt sur la direction perpendicu-
laire & u. Comme C(Y) contient la projection de C(X), qui n'est pas

vide, C(Y) ne l'est pas non plus, et le th.3 ( que nous pouvons appli-
quer
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en vertu de l'hypothése (H) : Y, n'est pas un processus de Poisson
généralisé ) entraine que C(Y) a une mesure non nulle. D'aprés le
théoréme 1, le potentiel VP de Y a une densité bornée, et il existe
donc une constante a telle que

vP({(x,y) | lyl<d P < ad pour tout da>0,
Comme dans la démonstration du théoréme 3, on pose

k =inf { k | kel , hP(k.r) < %hp(o)}

et on démontre que kn<©o, et que kn.rn ne tend pas vers O, Nous pou-
vons donc choisir des entiers £ <k tels quelln.rnlreste borné supé-
rieurement et inférieurement : quitte & extraire une sous-suite, nous
pouvons supposer que Ln‘xn - b#0, et alors comme yn=o(xn) on a ﬁn.yn
-> 0, Fixons d>0 ; soit JE le carré de centre k.rn et d'aréte 4 .
Comme £ .yne>0, tous les JE ’ k<£n , sont contenus dans la bande
{|y|<2d } pour n>N fixe, et on peut en trouver & peu prés E;n_ ~ %

T
disjoints. Nous avons donc pour n grand n

(=) lyl<al) 2 13 (3°(0)0P(5D) ( lemme 3 )
Le premier membre est majoré par 2ad, D'autre part, Jg est simplement
le carré Jd ée centre O et d'aréte d, Il vient donc
wP(3,) = 0(a°)= O(A(F,))
Mais c'est absurde : d'aprés le corollaire 2 du th.1 cela entrainerait
A(C)>0 .



