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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1969/70

LE RETOURNEMENT DU TEMPS, D'APRES CHUNG ET WALSH
par P.A, Meyer

CHUNG et WALSH ont publié récemment un article (*) qui fait faire
de trds grands progrés 3 la théorie du retournement des processus
markoviens. Nous exposons ici leurs résultats, avec des méthodes un
peu différentes, et en nous bornant au cas des processus fortement
markoviens,

1, FORME GROSSIERE DU THEOREME DE RETOURNEMENT

Nous nous donnons sur un espace d'états E, homéomorphe 3 un sous-
espace borélien d'un espace métrique compact, un semi-groupe sous-mar-
kovien (Pt) qul satisfait aux "hypothéses droites™ : il admet une
réalisation continue & droite, fortement markovienne, telle que les
fonctions p-excessives (p>0) soient presque-boréliemnnes et p.s.
continues & droite sur les trajectoires. Nous construisons la réali-
sation continue i droite canonique de ce semi-groupe, i valeurs dans

EU{3} : 0, F°, X, eceesss o Nous désignerons par (v)

p)p>0 la résol-

vante, par U le noyau potentiel,
Nous choisirons une loi initiale A, gui restera fixée dans tout

1l'exposé ( les probabilités de transition des processus retournés
dépendront de A ), et nous désignerons simplement par P la loi PA,
par p la mesure potentiel AU, Bien que cette mesure ne soit pas tou-
jours o-finie, aucune précaution spéciale n'est nécessaire pour lui
appliquer le théoréme de Fubini, car p est somme d'une suite de me-
sures bornées. .

Le processus retourné (Xt)t>0 est défini de la maniére suivante :

si O<t<{(w)<w , ﬁ%(w) = Xg_t(w)
si tz;(m)' ou ¢(w)=co, it(w)=8

Ces formules définissent, contrairement & l'habitude, un processus
continu & gauche, L'une des originalités du travail de CHUNG-WALSH
consiste précisément & utiliser le retournéd tel qu'il est, sans

(*)To reverse a Markov process. Acta Math. 123, 1970, 225-251,
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régularisation, et & démontrer qu'il satisfait & une propriété de
Markov " modérée" , qui est la forme naturelle de la propriété de
Markov forte pour les processus markoviens continus & gauche., C'est
une situation trés satisfaisante : les probabilistes ont enfin deux
mains !}

Nous commencerons par établir toutes les propriétés des processus
retournés sous l'hypothése auxiliaire suivante, qui sera entidrement
supprimée & la fin de 1'exposé.

HYPOTHESE (A). 1) La durée de vie ( est pe.s. finie, quelle que soit
la loi initiale sur E,

2) La fonction excessive 1 sur E s'écrit / L <48 ol les fonc-
tions 5 (s>0) sont universellement mesurableso positlves bornées sur
E, l'appllcatlon 4 (x) est continue & droite sur ]O, o[, et 1'on a

Ptzs = s+t pour s>0, 1>0,

CHUNG et WALSH ne font pas l'hypothése 1), et font 1l'hypothése

by

2) pour la fonction excessive {=P*{(<w } sur E ( qui est ici égale &

1 ). Les fonctions 1 et Lt sont toutes prolongées par O au point o .,
Nous avons
Pt1 = U(l ) pour tout t>0

P‘{Xt=a} f £.(.) ds sur E

Noter que l'on a < p, 4 > = < AU, 4> =< NUL > < <A1 >,

TEMPS DE RETOUR

La théorie de CHUNG et WALSH repose sur des identités, qu'ils éta-
blissent au moyen d'un " passage du discret au continu" assez labo-
rieux., Nous allons les démontrer ici par une méthode directe plus
simple, inspirée de la thdse de J,AZEMA ( Ann, Inst. Fourier, 1970).
Pour que la méthode premne toute sa signification, il faut utiliser
le langage des temps de retour.

Rappelons qu'on appelle temps de retour une variable aléatoire

L sur (Q,g) 3 valeurs dans §+, satisfaisant & 1'identité

I<¢ , Loo, = (L-t)* pour tout t>0
Cette notzon est due 3 NAGASAWA, Par exemple, ( est un temps de
retour. Si L est un temps de retour, la fonction
= P* {O<l<ow } sur EUf?3}
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est excessive, Par exemple, CC=1E d'aprés l'hypothése A4,1)., Notons
quelques propriétés élémentaires des temps de retour :
a) 51 L est un temps de, retour, Lt.—-(L—t)+ en est un aussi, et on
a th = PtcL .
b) Notons gL 1'ensemble des AeF possédant la propriété suivante
pour tout u>0, on a 051(A)0{L>u}=An{L>u}

Alors gL est une tribu, XL est gL—mesurable, et pour tout AegL
la variable aléatoire LA définie par

LA=L sur A , LA=O sur A®
est un temps de retour.

Dans les énoncés des lemmes qui suivent, nous adoptons les notations

suivantes :

- L est un temps de retour. On suppose que ey, est un potentiel de
fonction U4 ; Ls=(L—s)+ 3 28=§L +« Clest une famille de tribus

croissante et continue 3 droite., ° *)

- Plongeons E dans un espace métrique compact E, et désignons par
(fﬁ) une suite dense dans la boule unité de g(E), par (fn) la suite

des restrictions 3 E des fﬁ, par g = les fonctions mUﬁfn ( @ entier

> 1 ). Nous compactifions maintenant E relativement aux fonctions

8,m # cela nous donne un espace métrique compact F. Quitte & jeter

un sous-ensemble négligeable de 0, nous pouvons supposer que les

applications gnmoX.(m) sont continues 3 droite et pourvues de limites

& gauche., Le processus (Xt) 3 valeurs dans F est donc continu & droite

et pourvu de limites & gauche,

IEMME 1.- 1) On a pour toute fonction continue f gur F

E'[ foX;_, O] =TU( ., 2%
( on a decrit £ au lieu de f|E au second membre ).
2) On a pour tout >0 Xy , = X(L—t)- DeSe o

DEMONSTRATION,- Considérons les deux processus croissants

A= /% tox B,= I
"t:o Osds 9 t— {O<1J§t§

( le second n'est pas adapté 4 la famille (Et)). On vérifie, gréce

(*) g sert seulement & bien choisir les s



216

4 1'identité des temps de retour, que
X _ _ o _ X
E*[B -B,|F ] = P*{0<Lo® <o |E ] = cpoX = E¥[A A |E]

pour tout x, D'aprés le théoréme ( facile ) VII.17 de (*), on a
pour tout processus borné (hs)’ adapté et continu & gauche

EX[ (/)"°h’3 aa, 1= EX[ é‘”hs aB_ ]
Nous obtenons 1) en prenant h = foXs_ .

Pour démontrer 2), nous remarquons que l'ensemble des (s,w) tels
que X (w)#X _(w) est une réunion dénombrable de graphes de temps d'
arrét >O Il guffit donc de montrer que pour tout temps d'arrét T>0
on a Px{T<no I=T+t}=0 pour tout x., Posons e P =6, et utilisons la
propriété de Markov forte : cela s'écrit P {L—t} =0, Or on a
P6{u<1<wo! = < §,P ey > ; comme cy est un potentiel de fonction,
cela dépend continiiment de u, et la répartltlon de I n'a pas de masses
ponctuelles & distance finie, Donec P {L—t} =0,

COROLLAIRE,- Si P{XL#XL_l=O, on a pour toute f borélienne bornée sur
E

(1) E[ foXy, O<Il<o0] = < £, 4 >P
DEMONSTRATION,- Nous avons d'aprés la formule précédente, g . étant
continue sur F

B[ g 0% , O<l<oo 1=<A, U(uUf .4 >=<mUfFf,~ >

D'aprés 1'hypothdse, le premier membre peut étre remplacé par

E[ mU f oXL, O<I<m ]. Feisons tendre dans les deux membres m vers
+00 , il vient (1) avec f au lieu de f, Comme la suite des f est
guffisamment riche, on a 1e résultat par un argument de classes
monotones.

L'existence d'un noyau satisfaisant & 1'énoncé suivant sera
prouvée plus loin.

LEMME 2.~ Soit ﬁt un noyau sousmarkovien sur E tel gue

< IB’PtIA >P =< PtIB’I >“

quels-que soient A et B boréliens dans E, AC{cr>O}. On a alors
pour tout s>0

(%) P.A,Meyer, Probabilités et Potentiel, Hermann/Blaisdell, 1966
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(1) P{ X;_ _46B , s+t<l<wm | G } = Pt(XL_S,B)I{S<L<°°§

DEMONSTRATION,~ Posons M=(L—s)+ ; ctest un temps de retour, on a
ey=P ULU(P L), et X=Xy Dp.s. . Tout revient & démontrer que

(2) P| Xy B, td<w | Gy } = f’t(XM,B)I{Od,km}

Nous allons prouver diabord la forme sans conditionnement :
(3) P{ X‘M_teB ’ t<M<m§ = E[ Pt(X‘M’B)IiOd’I<w }]

Le second membre vaut, d'aprés le corollaire précédent, < ﬁtLB’ms>p R
en posant ms=Psl. Le premier membre vaut d'autre part , d'aprés

le corollaire appliqué & (M-t)+, < IB’Ptms >P' La relation (3) décou-~

lera de 1'énoncé si nous montrons que m =0 p-p.p. dans D={cL=O}, ce
qui revient & < p, mSID>=O, ou < A, U(mSID) > =0, Mais U(msID) <
U(ms) < cq, est nulle dans D, donc partout d'aprés le principe de

domination,
Nous avons utilisé uniquement les propriétés suivantes du temps

de retour M : XM=XM_ PeSe ; Cy est un potentiel de fonction, et o
< c1. Cela va nous permettre de passer de la formule (3) & la for-
mule (2), En effet, prenons HegM et introduisons les temps de retour

e (H)

N= , N'=M ; N posséde les propriétés ci-dessus, le fait que
Cy s0it un potentiel de fonction résultant de la relation cM=cN+cN,,
et d'un théordme de MOKOBODZKI suivant lequel toute fonction exces—

sive magorée au sens fort par un potentiel de fonction en est un elle
mdme /), Nous avons donc d'aprés (3) appliquée a4 N

P{ Xy_4€B, tdM<oo, H } = B[ Pt(X.M,B), 0M<w , H ]
Xy étant Gy-mesurable, cela équivaut a (2).
REMARQUE.- Comme 1l'énoncé du lemme 2 ne fait pas intervenir L lui-
méme, mais seulement I-s (s>0), le lemme 2 s'étend au cas ol ¢y, au
lieu d'8tre un potentiel U4, est potentiel d'une " loi de sortie"
(£) 0 ( cf. hypothése A,2) ) .

(*)Je reconnais qu'il s'agit 13 d'un résultat difficile, mais si les
gens prennent la peine de démontrer des résultats difficiles, c'est
pour qu'on s'en serve | [ ef. 1'appendice 1 ].
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RETOURNZMENT DU TEMPS
Nous allons utiliser pour la premiére fois l'hypothése auxiliaire(*)
4,2) , suivant laquelle cC est potentiel d'une " loi de sortie" (Ls)s>0'

LEMME 3.~ Il existe une famille (f’t)t>0 de noyaux sousmarkoviens sur E
satisfaisant & la condiftion suivante

pour tout t, tout borélien B de E et tout borélien AC{cc:> 0}, ona

<Igy PyIp >, = <Plg, Iy uo

©
DEMONSTRATION,- Posons h(x)=/ e sls ds ; comme (ls ) est une loi de
0] ®
sortie, h est 1-excessive, majorée par cc = [ ls ds, et on a {h=0}=
0

{Cé=0} . D'autre part, nous avons < p,ls > < 1 pour tout s, donc < p,h >
st
Construisons une mesure nt sur ExE par la formule

nt(BxA) = < Ig, Pt(IAh) >}l

La masse de Bt vaut < p, Pth > =< th,h > < <pyh>< 1.
Définissons une mesure K sur E par la formule
K(4) = <y, I;h >

La seconde projectionde Ht sur E est la mesure Avr> < p,Pt(IAh) > =

< th, IAh ><< p,IAh > ; elle est donc majorée par K. Nous pouvons
donc désintégrer I% par rapport 4 K : il existe un noyau Nt ( transfor-
mant les fonctions boréliennes sur E en fonctions boréliennes ), sous-
markovien, tel que

I (Bxa) = £ K(dx)Nt(x,B) (=<py IhN(I3) > )

Autrement dit, quels que soient B et A boréliens dans E

< I, Pt(IAh) >p = < Nt(IB) » I,h >p

Un raisonnement immédiat montre alors que si g et £ sont borélienmes
borndes, la seconde étant nulle hors de {n>0}, on a

< g,Ptf >ﬁ = < th,f >p

Si on le désire, on peut noter que les mesures Ht dépendent mesurable-

ment du paramdtre t : il est connu gu'on peut alors choisir des désin-
] tésrations

(*)Nous n'utilisons par 4,1) pour 1l'instant.



219

qui dépendent mesurablement de t. Si l'on prend §t= 4 » avec ce choix,
on obtient des noyaux qui satisfont & 1'énoncé, et tels en outre que
1'application (t,x)w—> ﬁt(x,A) soit mesurable pour tout borélien A,
Mais en fait de mesurabilité on verra mieux par la suite !

Le lemme 3 nous permet d'appliquer le lemme 2 3 {, et nous obtenons
le théordme principal de cette premiére partie :
THEOREME 1.,- Posons F ® ; cette famille de tribus est croissante

(c-S)+
et continue & droite, le processus continu & gauche (X )S>O est adapté

34 cette famille, et l'on a la propriété de Markov simple e (*)

si BCE , PIX eBlgs} = P,G(XS,B)

~

Noter que les noyaux Pt n'ont pas été définis de manidre unique,
et qu'ils ne satisfont pas nécessairement 3 la propriété de semi-groupe.
I1 faut se rappeler aussi que le th.1 est établi sous l'hypothése (4).
Nous allons consacrer le paragraphe 2 & l'amélioration de la fonction de
transition (ﬁt).

s+t

2, AMSLIORATION DE LA FONCTION DE TRANSITION

Le premier lemme dont nous aurons besoin étend l'un des résultats
de CHUNG et WALSH 3 la théorie générale des processus., Sa démonstration
n'ayant rien & voir avec les processus de Markov, nous la rejetons a
1tappendice 2,

LEMME 4.- Soit (ft) un_processus borné sur (Q,F), dont les trajectoires

sont continues & gauche, et soit (Zt) sa projection prévisible pour la
famille (gt) s alors le processus (Zt) est aussi continu & gauche.

Rappelons seulement que (Zt) est l'unique processus, prévisible p.r.a
la famille (gt), tel que ZT=E[YT|£T_] P.S. quel que soit le temps 4!
arrét prévisible

(+) s>0 , Noter que F ne contient pas tous les ensembles négligeables.
(*) Comme d'habitude, les noyaux Pt sur E sont rendus markoviens au mo-
yen du point 3 . On a au second membre Pt(a,B)~O .
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Le lemme suivant tient lieu de la méthode des " limites essentiel-
les" de CHUNG et WALSH, Nous dirons qu'un ensemble A est A-évanescent
si le processus (Xt)t>0 1'ignore totalement. i.e. si P{3 t >0 : XteA}
=0 , Nous introduiron§ 1l'expression A-quasi-partout pour signifier
® gguf sur un ensemble A-évanescent” (*).

LEVMME 5.- Soit f une fonction borélienne bornée qui posséde la propriété
suivante :

il existe un processus continu & droite (Zt)t>0 tel que l'on ait

P{ZtﬁfoX }=0 pour presque tout t ( au sens de Lebesgue ).

Alors la limite 1imn nU f=f* existe A-d.p., la fonction £f* est fine-
ment continue A=geDe, egale 3 f p-p.p., €t les processus (Z ) et (f*oX )

sont P-indistinguables

DEMONSTRATION,~ Le théoréme de Fubini nous donne la propriété suivante :
pour presque tout we, l'ensemole des t tels que foXt(m)ézt(w) est né-
gligeable au sens de Lebesgue, Soit alors T un temps d'arrét de la fa-
mille (Et). Nous avons évidemment

Zp = lim ném Zpyg® © ds = lim ném foXT+Se"nS ds
pour presque tout w. Prenant des espérances conditionnelles par rapport
a FT’ et appliquant un lemme bien connu, il vient que nU foXT converge
P.S. vers E[ZT|PT] Comme T est arbitraire, le théoréme de section des
ensembles bien-mesurables entraine que nU f converge A-g. P. lorsque
n>® ; pour la commodité du raisonnement, nous définirons ‘partout £* =
1im infn nUnf . Ensuite, nous remarquons que ZT est aussi égal &

1/n

limnr% foXT+Sds, de sorte que ZT est ET—mesurable, et que f*oXT=ZT DPeSe

Le théorsme de section des ensembles bien-mesurables entraine alors que
les processus (f*°xt) et (Zt) sont P-indistinguables, donc f£* est conti-
nue 3 droite sur les trajectoires du processus de loi initiale A . Le
lecteur vérifiera qu'alors f* est finement continue A-g.p.. Comme on a

f°Xt=f*°Xt P-p.s. pour presque tout t, £ et f£* sont égales p~D.Pe.

(*)Cette expression préte un peu 3 confusion avec la notion d'ensemble
polaire, et ne sera utilisée que dans cet exposé.
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4 1'aide de ces deux lemmes, nous allons démontrer ( toujours sous 1!
hypothése auxiliaire ) le résultat fondamental du travail de CHUNG et
DOOB. Nous en donnons une forme 1légérement améliorée, ol les noyaux
de transition du processus retourné forment un vrai semi-groupe.

THEOREME 2,- On peut choisir la fonction de transition (f’t)t>o du_ pro-
cessus retourné de fagon que les propriétés suivantes soient satisfaites:

1) Les noyaux ﬁt forment un semi-groupe sousmarkovien, et transforment
les fonctions boréliennes en fonctions boréliennes.

4) Pour toute fonction f continue bornée sur E, et _tout xeE, la fonction
P JI(x) est continue & gauche sur 10,0 [

3) Pour tout temps d'arrét prévisible T>0 de lafamille(F ), toute varia-
ble aléatoire 3>0, FT -mesurable, on a

E[£oXy oI (res<o 1 Enn 1= Bg(Xpu )T yp g ) Pase
(" propriété de Markov modérée")

DEMONSTRATION,- Nous partons d'une fonction de transition quelcongue

(P )» que nous allons modifier progressivement. Nous plongeons E comme
sous-espace topologique dense ( borélien ) d'un espace métrique compact
E, dont nous nous débarrasserons seulement & la fin de la démonstration.

1ére étape : t fixé. Nous prenons feC(E), nous prolongeons f par O au
point 0 comme d'habitude, et nous appllquons le lemme 4 au processus

¥ _foX +t (s>0) : sa projection prévisible (Z ) sur 1la famllle (F ) - ou
plus exactement sur la famille obtenue en adjoignant aux F tous 1es
ensembles P-négligeables - est un processus continu & gauche D'autre
rart on a pour tout s fixé, d'aprés le théoréme 1

Es = it(XS,f) PeSe
Appliquons le théoréme de Fubini : il vient que pour presque tout w
on a ftfoxs = 2s pour presque tout s ( au sens de Lebesgue ). Retournons
maintenant le temps, en utilisant pour la premiére f01s le fait que (<o
( hypothdse auxiliaire ), Le processus retourné de (Z ) est un processus

continu & droite (Z ) 50 7 et le processus retourné de (P foX ) est

(P foX ) . Le 1emme 5 7 s'applique, et il nous donne que la 1imite

(P £)* existe A-QgeDPe, €St A-q.p. finement continue, et continue & droite
sur les trajectoires de (Xt)t>0 .
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Posons maintenant , pour feg(ﬁ)
ﬁt(x,f) = lim nUnPtfx, si lim nUnPtgx existe pour tout geC(E)
= 0 sinon

Nous définissons ainsi une forme linéaire positive sur Q(E), donc une

. =
mesure sur B j Pt est un noyau sousmarkoviem de E dans E, qui transforme
les fonctions boréliennes sur E en lonctions presque-boréllennes sur E

( noter que C(E) est séparable ! ). On a P f = lim nU Ptf A-q.Pe, donc

pour feg(E) @tf est encore A-q.p. finement continue, continue & droite
sur les trajectoires de (X ) 07 égale p-p.p. & P 4o

Les processus (P foX ) et (Z ) sont encore indistinguables ; en re-
tournant le temps, 11 v1ent que (P foX ) et (Z ) sont indistinguables.,
En revenant & la définition de (Z ), cela 31gn1fie que pour tout temps
d'arrét prévisible T > O et tout fel(E)

B f°iT+tI{T<oo !Ii'T-] = F sEp DI | Pese

La fonction P f étant presque—borélienne, il existe un ensemble
borélien A A—evanescent tel que Ptf soit borélienne sur(Af) . Comme
C(E) est scparable, il existe un ensemble borélien A-évanescent A tel
que Ptf soit borélienne sur A® pour tout feC(E) Nous remplagons alors

(x,.) par O pour xeA, Le noyau ainsi modifié est borélien, et possede
toutes les propriétés précédentes. Nous le désignerons & nouveau par P

28me étape : dépendance en t o Soit D 1l'ensemble des ratlonnels dyadiques
>0, et soit H, 1'ensemble des xeE tels que l'application t~—>P (x,%)

sur D soit prolongeable en une application continue 34 gauche sur Jo, o[
( feC(E) comme ci-dessus ). Nous montrerons en appendice que Hf est
souslinien ; admettant ici ce résultat, prouvons que Hf est A-évanescent.
I1 suffit ( en vertu du th. de capacitabilité ) de prouver que tout
compact KCin est A-évanescent, ou encore - 1l'ensemble {(t,w) : X (w)
eHc | étant prévisible pour la famille (F ) = que 1'on a P{XTer} =0
pour tout temps d'arrét prévisible T>0 de la famille (F ). Or nous avons
pour teD

ﬁ (X ,f) = E[foiT_'_t I ET- ] p.s.

Appllquons maintenant le lemme 4 au processus Yt= f°XT+t et & la famille
de tribus constante, égale & FT . 11 entraine 1'existence d'un processus

(Zt)t>0 continu & gauche tel que B (XT,f) Z p.s. pour chaque t. Donc
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on a bien iTer PeSe o .

Modifions alors les P, de 1la manidre suivante : tout d'abord, c(E)
étant séparable, il existe un ensemble fixe Hc, souslinien et A-évanes-
cent, qui contient tous les HS , Or il est bien connu qu'un ensemble
souslinien A-évanescent est contenu dans un ensemble A-évanescent
presque-borélien, et méme borélien *). Désignons par L® un tel boré-
lien, et posons pour t>0, feg(E)

ﬁt(x,f) = lim ﬁs(x,f) si xel

seD
s=>t-

= 0 si xel®
Nous obtenons ainsi un nouveau noyau sousmarkovien de E dans E, qui
transforme les fonctions boréliennes en fonctions boréliennes, On a
pour teD, et pour tout temps d'arrét prévisible T , ﬁt(iT,f)=§t(iT,f)
P.S., donc . . .
(1) B[ f°XT+t|£T-] = Pt(XT’f) DPeS.

Mais alors, par continuité 3 gauche, nous avons le méme résultat pour
tout t. La fonction de transition (@t) est donc " aussi bonne'" que (ﬁt),
mais eklle possdde de plus-la continuité & gauche vague sur I ,

Qu'y a t'on gagné ? Le lecteur vérifiera qu'on a maintenant la pro-
priété de Markov modérée : si T est un temps d'arrét prévisible >0, de la

famille (Et) et $>0 est ET_-mesurable,

BlfoXp st (r45<oo }| Erot = Bg(Zpy D) Tygim i}

33me étape. Elimination du compactifié, Soit EC le complémentaire de E
dans E : c'est un ensemble borélien, L'ensemble W des (t,x) tels que
ﬁt(x,Ec) > 0 est donc borélien dans ]O,m [xE, et sa projection V sur E
est souslinienne. Nous allons montrer que V est A-évanescente ou encore,

comme plus haut, que la répartition O de b'e néglige V quel que soit le
temps d'arrét prévisible T de la famille (gt). Or s'il n'en était pas
ainsi, il existerait une fonction borélienne s sur E, 3 valeurs dans
]10,00], telle que

(s(x),x) eW pour tout x tel que s(x)<w
o({x ¢ s(x)<o}) >0
Posons alors S=szT , et appliquons la formule (1) ci-dessus [ qui

(*)

Voir dans ce volume l'exposé sur les travaux de SHIH,
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s'étend aux fonctions boréliennes par classes monotones ] & la fonction
=1 3 11 vient
EC

iRy, geB%|Ep ) = B s(iy) Tps®) =/ B, (x) (x,2)0(ax)

Le premier membre est nul puisque (X )u>0 est 3 valeurs dens E. Le
dernier est >0, car @&(x),x)eW,ce qui signifie précisément B s(x )(x E®)>0,
D'od la contradictien cherchée,

Nous enfermons maintenant V - comme nous l'avons fait plus haut -
dans un ensemble borélien L A-évanescent, et nous posons 3 nouveau

@t(x,.)=§t(x,.) si xel®
= 0 gi xel

Ltapplication tr€>ex§t sur ]0,o [ est cgntinue & gauche pour la topologie
étroite sur E, et toutes les mesures sth sont portées par E : elle est
alors continue pour la topologie étroite sur E [ voir par exemple BOUR-
BAKI, Intégr, chap.IX , §5, prop.8 ].

4éme étape. lLa propriété de semi-groupe. leons d'abord t, et considérons
1l'ensemble W des (s,x)e]O0,00 [XE tels que ex # ey P + + ©F sa pro-
jection V sur E, On vérifie aisément que W est borelien, donc V est sous-
linien , Pour montrer que V est A-évanescent , reprenons les notations

de la démonstration precedente : T prévisible, O loi de XT y S telle que
(s(x),x)eW sur {s<odt, S_SOXT, et écrivons la propriété de Markov modérée
aux instants T,T+S : si f est restriction & E d'un élément de g(E)

ElfoXpgeq |Bp] = Poyy(Xpot )

( on a omis les I{T+S<mo}) . Le premier membre est aussi égal 3

S(XT P f) , d'aprés la propriété de Markov modérée appliquée & la
tribu 1nterméd1aire F(T+S) . Comme C(E) est séparable, nous en déduisons
que pour O-presque tout x tel que s(x)<mo on a ¢ P (x)+t"ex s(x) 40 Ce
qui n'est compatible avec la définition de s que 81 8=+006=DP.D..

I1 existe donc un ensemble souslinien A-évanescent V tel que pour

xeV® on ait identiquement exﬁ-ﬁt = ex§.+t (t fixé ). Quitte & agrandir
V, on peut supposer cela pour tout t rationnel, Mais alors on a cela pour
tout t, par continuité & gauche ( utiliser & nouveau la séparabilité de

>

g(E). Quitte 3 agrandir 3 nouveau un peu V, nous pouvons supposer v
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borélien A-évanescent.
Construisons par récurrence des ensembles Vn de la manidre suivante
VO=V
1 . B
Vigg=1x: xeV) ou il existe s>0 tel que e P_ charge an

Le lecteur vérifiera que V£+1 est souslinien A-évanescent ( la démonstra-
tion commence & étre familidre ). On prend alors pour V 4y un ensemble
borélien A-évanescent contenant V! n+°

Pour finir, soit L la réunion des V ¢ c'est un borélien A-évanescent
et si x¢L, €y P néglige L pour tout s. Nous construisons alors la fonc-
tion detransition cherchée en remplagant P (x,.) par O pour tout + si
xel ,

QUELQUES PROPRIETES DE LA FONCTION DE TRANSITION AMELIOREE
Voici d'abord un résultat d'unicité :

PROPOSITION 1,- Soient (P ) et (P') deux fonctions de transition satis-
faisant & 1'énoncé du th, 2. Alors on a ¢ Pt_e P' A-d.D.

DEMONSTRATION,~ En vertu de la continuité & gauche, il suffit de montrer
que l'enscmble borélien | x : ex§t¢5x§% | est A-évanescent quel que soit
t>0. Cela résulte aussitdt du théoréme de section des ensembles prévisi-
bles et de la propriété de Markov modérée.

PROPOSITION 2,- Soit f une fonction continue bornée sur E. Alors @tf est
égale A-g.p, & une fonction finement continue ( et le processus (P foX )

est p.s, continu 8 gauche pour s>0, le processus (P foA ) p.sS. contlnu 3

droite pour s>0)

DEMONSTRATION,~ Le processus (P ffxs)s>o

du processus continu 3 gauche (f°Xs+t)s>O 3 11 est continu & gauche

est la projection prévisible

d'aprés le lemme 4. Par retournement, le processus (P foX ) 530 est con-
tinu & droite. On conclut par le lemme 5.

PROPOSITION 3,- Soit g une fonction borélienne bornde, et soit U
@®
é e"PSP <& ds ( p>0) . Alors Upg est égale A-g.p. & une fonctlon fine~

ment continue.

A S
DEMONSTRATION,- Posons f:Upg R Atzf e psgoXS ds ; nous avons pour
0]

tout temps d'arrét prévisible T de la famille (gt>

BlA 18,0 = Ay + e PTeoX,
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Le second membre est la projection prévisible du processus constant A_ .
Le lemme 4 entralne que le processus (As+e_psfois)s>o est continu 3
gauche, On retranche (As) qui est continu, on retourne le temps, et on
conclut comme plus haut,.

La proposition suivente résout ( toujours sous 1l'hypothése (A)) le
probléme du retournement & un temps de retour quelconque .

PROPOSITION 4,- Soit un temps de retour I (<) ; T=¢-L est alors un
temps d'arrét de la famille (gt), et le processus (iT+t)t>O obtenu par
retournement & 1l'instant LI est markovien continu & gauche par rapport !

la famille (E(T+t)—)t>0 , et admet (@t) comme semi-groupe de transition.

DEMONSTRATION,- Compte tenu de la propriété de Markov modérée, tout
revient 3 montrer que T est un temps d'arrét ( car T+t est alors un
temps d'arrét prévisible ). Autrement dit, que fg -1 < t}egt pour

tout t, ou encore que pour tout t et tout u

(L)oo, < tinfotiul = {eIstinf oteul
C'est évident.

REMARQUE,- Nous n'avons étudié ici que le processus retourﬁé, qui admet
(?t) comme semi—groupehde transition. Mais que peut on dire des réalisa-
tiong du semi-groupe (Pt) ?

Soit W 1'ensemble de toutes les applications de D ( 1'ensemble des
rationnels dyadiques >0 dans EU{d}, admettant une durée de vie., Notons
¥. 1a coordonnée d'indice t ( teD) , et munissons W de la tribu engen-

t -
drée par les Yt. Pour toute loi p sur E, nous pouvons munir W de 1l'unique

loi ﬁp pour laquelle le processus (§t) est markovien, admet (ﬁt) comme
semi-groupe de transition et (piPt)teD comme loihd'entrée. Nous pouvons
aussi transporfer sur W la loi P du processus (Xt)teD .

Soit Wo 1'ensemble des weW prolongeables en une application continue
3 gauche de 10,00[ dans EU{3}. Nous montrerons 3 1l'appendice 2 que Wg
est souslinien dans l'espace polonais W, Il en résulte ( voir aussi la
f£in de 1l'appendice 2 ) que l'ensemble des x tels que iﬁ‘(wg)>o est sous—
linien : notons le I . Pour montrer que L est A-évanescent, il suffit de
montrer que tout compact contenu dans L est A-évanescent, ou encore que
si T est un temps d'arrét prévisible >0, 6 la répartition de i? , © ne

charge pas L. Cela revient & dire que le processus (?t), pour Po, admet



221

b3

un prolongement continu & gauche de D & ]O,0[ , ce qui est évident, car

ce processus a méme loi que le processus (iT+t)teD qui admet un tel
prolongement,

Comme dans la démonstrafion du th.2, posons LO_L Ln+1
ou il existe s>0 tel que exPS charge L l, e T UR borélien A-évaneg-
cent contenant L! , . Puis on remplaca P (x,.) par O pour tout s>0 si
X appartient 3 la réunion des L . Aprés cette modification, toutes les
mesures Px sont portées par WO . On peut alors poser W_WO pour simpli-
fier les notations, et définir par continuité & gauche les variables
aléatoires Yt pour tout t>0,

Une opération analogue parmet d'aboutir au résultat suivant : pour
feC(E), p rationnel, le processus (UpoY )s>0 est continu & gauche. On
utilisera comme plus haut le fait que C(E) est séparable ! Ici aussi, il
faut modifier un peu le semi-groupe (@ ). Mais on y gagne que pour tout
x la mesure P* sur W satisfait 3 la propriéte de Markov modérée., Il est
difficile d'espérer mieux,

={ x : xel

3. ELIMINATION DE L*HYPOTHESE AUXILIAIRE

Nous allons 1'éliminer en deux étapes - qu'il est d'ailleurs naturel
de distinguer.

LE CAS O ¢ EST P.S, FINIE

Nous considérons d'abord le cas ou (Pt) est un semi-groupe sousmarkovien
sur E, satisfaisant aux hypothéses droites, et 3 la seule condition

lim Pt1 =0

t->m
qui exprime que lec durde de vie { est p.s. finie quelle que soit la
loi initiale., Montrons que toute la théorie faite au paragraphe 2 s'
applique & un tel semi-groupe.

A cette fin, nous utilisons un argument extr@mement ingénieux de

CHUNG et WALSH , Nous rendons le semi-groupe (Pt) markovien, non pas

au moyen d'un seul point 9 , mais de deux points 39 et © . Les trajec-
toires issues de xeE se proménent dans E suivant (Pt)’ puls sautent
au point 3 comme d'habitude, mais au lieu d'y &tre absorbées elles y
restent un temps exponentiel de paramétre 1, et sautent alors en 2
ol elles sont absorbées. On désigne par (Pt) le semi-groupe sur
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EU{3}uf?} ainsi construit, par ﬁ,...,Xt sa réalisation continue & droite
canonique, par { et ( les temps d'entrée dans {3} et {J}. Maintenant,

si nous considérons ¢ comme la durée de vie, le semi-groupe (Pt) sa-
tisfait & l'hypothdse auxiliaire : il est d'abord clair que T est p.s.
finie, Pour vérifier 1l'autre hypothése, posons

Ixt(X)=Px§ ot}
2 (x)= —éte"(t'u)dLu(x)

On vérifie aisément que (ES) est une loi de sortie, et que l'on a

[ as =1, - [l (tWar, - P {T > t}

t s t 0 u
Tous les résultats du paragraphe 2 s'appliquent au processus obtenu en
retournant (Xt) & 1l'instant ¢ ., Comme ( est un temps de retour, le
processus obtenu en retournant (Xt) & ¢ est markovien, satisfait & la
propriété de Markov modérée, etc. Or ce processus est identique en loi
au processus (it). Pour avoir un vra% semi-groupe sur E, il convient
de plus de s'assurer que les noyaux Pt fournis par le retournement 2a
ltinstant T possédent la propriété suivante

si x#£% , les mesures ?S(x,.) ne chargent pas {3}

Nous laisserons au lecteur le soin de vérifier, par un procédé m§intenant
bien connu, que l'on peut effectivement trouver un semi-groupe (Pt) pos—
sédant cette propriété.

Bous pouvons alors construire (P ) par restriction & E de (F )e
reste quelques détails & écrire pour vérifier que le processus (X ) lui
méme ( et non plus la version que nous venons de construire ) satlsfalt
au théoréme 2 et aux propositions qui le suivent. Ce serait facile et
ennuyeux, et nous ne le ferons pas.

PASSAGE AU CAS GENERAL

Nous désignons maintenant par (Pt) un semi-groupe qui satisfait
seulement aux hypothéses droites.

Nous commencerons par rappeler un résultat établi dans un autre tra-
vail (*) : soit I un temps de retour sur O, et soit h la fonction exces-

L _sive
(*)P.A.MEYER, R,T,SMYTHE, J.L.WALSH, Birth and Death of Markov processes.

Proceedings 6th Berkeley Symposium, 1970.
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P*{I>Q}, Définissons un semi-groupe (Qt) par la formule

—L P (z,dy)n(y) si h(x)40
h(x)

e'tex(dy) si h(x)=0

Nous rendons ce semi-groupe markovien au moyen du point 3. Définissons
d'autre part un processus (X%) par la formule

X%(w):Xt(m) si t<L(w)

Qt(xody)

=9 si tgL(m)
I1 est facile de voir que le semi-groupe (Qt) satisfait aux hypothéses
droites ( c'est une modification triviale du " h-path semigroup" de DOOB)
et on a le résultat suivant lorsque Q est muni de P

PROPOSITION 5,- Le processus (X%) est markovien, admet (Qt) comme semi-
groupe de transition et h A+ <1-h,}\>ea comme loi initiale.

Voici la démonstration pour la commodité de la lecture . Considérons
des instants s1<32...<sn=s<t, et des fonctions f1,...,fn,g nulles au
point 3, Nous allons montrer que

E’[f1oXé1...fn0Xé gOX%] = E‘[f1oXé1...fnoXé.Qt_s(Xé,g)]

= 14
Posons ¢_f1oXs1...fn°XS . Cela s'éerit aussi

BoldegoXy Typpy) = B L0.Qp (X508 eIy 1y

Calculons le premier membre, L'événement {t<L} est égal 3 {LoOt>O} :

X
E*[$.g00y eIy g} 1=E [bgoX P *{1>0}1=E [d. (gn)oX, ]
= Bo[b.By (X ,en) =B [4.Tpy o)oK By (X ,eh)]

( On a appliqué en premier lieu la propriété de Markov, et & la fin le
fait que Pt—s(gh) est nulle sur {h=0}, h étant excessive ).
Calculons de méme le second membre
E* [¢'Qt—S(XS’g) oI {S<IJ}]=E [¢.Qt—S(XS’g) -hoXS] =
—h°
= [¢.Pt-S(XS’gh).I{h>O}°XS]'
La démonstration de la prop.5 est achevée,

Pour effectuer le retournement au temps (, nous introduisons le temps
de retour fini
I=¢ si (<o , I=0 si g=o0
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Si nous construisons le processus (X%) tué & L comme ci-dessus, sa
durée de vie est p.s, finie, et on peut lui appliquer la théorie du
retournement, D'autre part les processus (Xt) et (X%) ont le méme pro-
cessus retourné.

Plus généralement, la proposition 5 permet de retourner les processus
associés 3 (Pt) 3 n'importe quel temps de retour I : il suffit de tuer
d'abord & L, de sorte que L devienne le durée de vie d'un nouveau proces-
sus, auquel s'applique la théorie du retournement & ¢ . Mais il faut un
peu d'effort ( contrairement & ce qui se passait lorsque ¢ était p.s.
fini ) pour vérifier que l'on peut trouver une fonction de transition

commune 3 tous ces processus retournés. Indiquons bridévement comment on
falteoTout d'abord on remarque que si l'on a deux temps de retour L<L'
et si 1'on construit les fonctions de transition (P ), (Pi) des processus
retournés 4 L et L', alors l'ensemble des X tels que €y t#ex pour un
te]0,0 [ est A-évanescent : cela se démontre comme la proposition 4,
Soit ensuite A 1l'enveloppe supérieure essentielle des temps de retour
finis ; 1l'ensemble des temps de retour finis étant stable pour 1l'opéra-
tion V , nous pouvons trouver une suite croissante (Ln) de temps de
retour qui converge p.s. vers A . Un procédé déjd utilisé nous permet
de choisir une fonction de transition satisfaisant au th.2, servant a
tous les processus retournés aux Ln. 81 L est un temps de retour quel-
conque, elle sert alors au processus retourné & LﬁLn, et finalement au
processus retourné & I lorsque n>m .,

(*)Démonstration suggérée par R.T.Smythe
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APPENDICE 1 : UN THEOREME DE MOKOBODZKI

Pour la commodité de la lecture, nous allons indiquer briévement une
démonstration du théoréme suivant , qui est un cas particulier d'un
théoréme de MOKOBODZKI valable pour une résolvante quelcongue, Cette
démonstration nous a été communiquée par R.GETOOR.

THEOREME,- Si (Pt) satisfait aux hypothdses droites, si la fonction
excessive finie g est un potentiel de fonction g=UY , et si f est une
fonction excessive majorde au sens fort par g, alors f est aussi un

potentiel de fonction.

DEMONSTRATION,- Nous construisons les processus (Xt) associés & (Pt)
( notations usuelles). g est le potentiel de la fonctionnelle additive

Gt(m) = étYoXs(w) ds

f majorée par g est un potentiel de la classe (D), donc est le potentiel
d'une fonctionnelle additive (Ft)' Celle ci est majorée au sens fort

par (Gt)’ donc est absolument continue par rapport 3 la mesure de Lebes-
gue sur R+. Le théoréme de dérivation de Lebesgue nous dit que pour w

donné la limite lim Et+h(m)_Ft(m) existe pour presque tout 1,
h=1/n ->0 h

et que l'intégrale de cette limite de O & s est Fs(w). Munissons Q 4!
une loi PA, et appliquons le théoréme de Fubini : pour presque tout
t la limite 1lim %(F _Ft) existe PA—P.S. . Autrement dit, lim /o

t+h

. APg
existe P “-p.s, pour presque tout s.

Posons ¢ = lim inf Fh/h ¢ c'est une v.a, go-mesurable, qui peut donc
se mettre sous la forme $oX,. Nous admettrons ( ce n'est pas diffigile
& voir ) que ¢ est presque-borélienne, Pour presque tout s on a P'" S -

A . N
DPeS. Fh/h - ¢oXO, ou encore P'-p.s. (Fs+h-FS)/h - ¢oXS . Appliquant 3
nouveau Fubini on trouve que p.s. (Fs+h-Fs)/h - ¢0XS PePes Le th, de
Lebesgue donne alors £
F, = é 4>oXS ds  Dp.s.
qui est le résultat cherché : £=U},
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APPENDICE 2, RESULTATS DE THEORIE GENERALE DES PROCESSUS

Le résultat suivant est une forme plus compléte du lemme 4, Il a
été démontré indépendamment ?ar J F,MERTENS, dans un travail 3 paral-
tre dans le Z, fur W;theoriejeNous convenons de poser Xa>=0’ de sort;
que E[XT] est une abréviation de E[XT‘I{T<00}]’ Le lemme 4 proprement
dit est donné plus loin sous forme de corollaire ( &vident ).
PROPOSITION .- Soit (Xt)tem un processus réel bornéd, défini sur un
espace probabilisé (,F,P) ' muni d'une famille de tribus (E,),.g
satisfaisant aux conditions usuelles. *
ag Supposons (Xt) bien-mesurable, Pour gue (Xt) soit continu & droi-
ig(+ il faut et il suffit que la condition suivante soit satisfaite

Pour toute suite de temps d'arrét T +T,ona E[XT ] E[XT] .
n

Pour qu'il admette de plus des limites & gauche(+)il faut et il suffit

que de plus

Pour toute suite croissante (Tn) de temps d'arrét, uniformément

bornée, lim E[XTn] existe .
— "n EE—

b) Supposons (Xt) prévisible., Pour que (Xt) soit continu & gauche$+)

il faut et il suffit gque la condition suivante soit satisfaite :

Pour toute suite de temps d'arrét prévisibles TntT , uniformément
bornée, on a I%m E[XTn]= E[Xp] .

DEMONSTRATION,- Les conditions de 1l'énoncé sont évidemment nécessaires.
Montrons qu'elles sont suffisantes, en commengant par la premiére partie
de a). Construisons par récurrence les temps d'arrét suivants

Ty=0 , T ,4= inf { t>T |Xt—XTn| >¢e |

Poursuivons ensuite par récurrence transfinie : on passe de Ta a Ta+1

comme ci-dessus, et si B est un ordinal limite, 'l‘B = su% Ta . I1 est
o< .

facile de voir que si 1'on a pour tout & T, ,>T Dp.s. sur {Td<a>}, il

existe un ordinal Y tel que TY = +0p.S. ; si cela a lieu pour tout &>0,

le processus est continu 3 droite. Ainsi, si (Xt) n'est pas continu &

(+) Comme d'hobitude, nous identifions deux processus indistinguables.

(*) I1 vient aussi d'étre démontré, avec son corollaire, par M,RAO, On
modification theorems, Preprint series, Aarhus University, Oct. 1970.
RAO traite aussi le cas des processus a valeurs dans un esp. de Banach
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droite, nous pouvons trouver un temps d'arrét T tel que P{T<oo}#0 , et

que

1lim sup |Xt-XT| > e sur {T<o |
7 -

I1 suffit de prendre un o« tel -que P{TU = Doy

sur {TQ;TQ+1§, T=c0o sinon . Nous pouvons maintenant supprimer le signe

<o }>0, et de poser =T

| ] ¢+ 1'un des deux événements suivants a une probabilité non nulle
lim sup X; > Xpte ‘ lim inf X, < Xp - ¢
£ £47
supposons que ce soit le premier. Quitte i diminuer {T<wm }, nous pouvons
supposer que 1'inégalité a lieu pour tout w tel que T(w)<o .
Soit alors A={(t,0) : t>T(w), Xt(w)>XT(w)+e/2} ; pour tout w tel que

T(w)<w, T(w) est adhérent 3 ]T(w),0 [NA(w) , ol A(w) est la coupe de A,
Appliquons 1le théoréme de section & 1'ensemble bien-mesurable
J7,T+ %{DA: nous -voyons qu'il existe un temps d'arrét Tn tel que

1
T<D <P + = sur {T<o } , T<T partout
XTnz XT+€/2 sur {Tn<aﬁ

PiT <o | 3 P{T<w } - 1/

La suite (Tn) converge donc p.s. vers T. Nous pouvons la rendre décrois-
sante ( mais nous ne changerons pas les notations ). Nous avons alors
T, +T , lim inf E[XTn] > BlX,] + -g- P{T<w }

n
en contradiction avec 1l'énoncé. La premidre partie de a) est établie,

Passons 3 la seconde partie de a) : si le processus continu & droite
(Xt) n'admet pas de limites & gauche partout, il existe un entier k et
deux nombres rationnels a,b , a<b, tels que 1l'événement

le nombre des montdes de X_(w) sur [0,k], au dessus de
1l'intervalle [a,b], est égal 3 +w

ait une probabilité positive. Nous pouvons alors construire par récur-
rence des temps d'arrét T en posant

T.=0
0
Typeq = inf { te[0,k] : Ty tha} 3gdg si cet ensemble est
Topep = inf { te[0,k] : T 41 0 X2 } ouk si cet ensemble
est vide

La suite des espérances E[XT ] ne converge pas, ce qui contredit 1!
hypothése a), deuxidme partig.
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Nous passons 4 b). Soit D l'ensemble des rationnels dyadiques ;
posons pour tout t>0

X = lim inf X X, = lim sup X
5 sttt s t s 1t S
seD seD

( la notation sttt signifie s—t, s<t ). Il est facile de voir que ces
deux processus sont prévisibles, et il nous suffira de montrer que
les ensembles | 3t : §%<Xt b, | 3 Xt>Xt} ont tous deux une pro-
babilité nulle , Cela entraine en effet que 1l'on a p.s. gtgxtzxt pour
tout t, d'od 1'égalité pour tout t et la continuité 3 gauche.

Traitons le second ensemble., Tout revient & montrer que pour tout
rationnel a, tout €>0, 1'événement

REEE Xt>a+e, X <a }

a une probabilité nulle. Supposons le contraire., D'aprds le théoréme
de section des ensembles prévisibles, il existe un temps d'arrét pré-
visible T>0 tel que

P{T<c0} # O ; Xp > ate, X<a sur {T<m }

Soit (Sn) une suite de temps d'arrét telle que S 1T pes.. En appli-
quant 3 nouveau le théordme de section, nous voyons qu'il existe des
temps d'arrét prévisibles R.n tels que

Rne]Sn,T[ N D sur {Rn<wo}

XRn > ate sur { Rh<no}

P{R <0} 2 P{T<0 } - 1/

La suite (Tn) s'obtient en numérotant les valeurs Rh(w) par ordre
de grandeur croissante. On peut montrer que les Tn sont encore des
temps d'arrét prévisibles, et on a T 11T p.s., Xp za+e sur {Tn<w0}.
Pour obtenir une suite contredisant & l'hypothdse™ b), il suffit de
tronquer T et les Tn 4 un entier k assez grand,

Rappelons maintenant qu'on peut associer, 3 tout processus mesura-
ble borné (Yt)’ ges projections (Xt) et (X%) sur la tribu bien-mesu-
rable et la tribu prévisible respectivement
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(Xt) est le seul processus bien-mesurable satisfaisant &
Xn = E[YTIET] p.s. pour tout temps d'arrét T

(X%) est le seul processus prévisible satisfaisant &
X4 = E[YTIET_] p.s. pour tout t.d'a, prévisible T,

On a alors le résultat suivant ( qui contient le lemme 4 ).
COROLLAIRE.- 8i (Y,) est borné continu 3 droite, sa projection bien-
mesurable ewt continue & droite . De méme, si (Y.) est borné et continu

3 gauche, sa projection prévisible est continue & gauche.

Nous passons maintenant au résultat de mesurabilité nécessaire pour
la 2e étape du th.2. Nous remplagons la gauche par la droite !
PROPOSITIONJ~- Soit (Q,g) un espace mesurable, et soit D un ensemble
dénombrable dense dans B . Pour tout teD, soit Xt une variasble aléa-~

toire réelle sur (Q,g). Soit H 1l'ensemble des we) tels que i'applica—

tion X (w) sur D soit prolongeable en une application continue 3 droite

sur B ; alors H® est F-souslinien.

DEMONSTRATION,- Définissons deux processus (Yt) et (Zt) comme suit :

Y, = 1lim inf X Z, = 1lim sup X
K seD, s-t S K seD,s-t S
s>t s>t

Soit A={(t,w) : Yt(w)zzt(w)! ; H® est la projection de A® sur Q suivant
B, et il nous suffit donc de montrer que A appartient 3 la tribu produit
de BxQ, Cela revient i prouver que Gg et(ZQ sont mesurables. Occupons
nous du premier., Il suffit encore d'établir, pour tout e>0, le caractére
mesurable du processus

Y: = inf X

seD
se[t,t+e[

Or 1l'ensemble {(t,w) : Y§<a} est la réunion, pour seD, des ensembles
mesurables A = ]s—e,s]x{Xs<a}, d'oll la proposition.

S

REMARQUE.- Il est connu que si l'on remplace " continu 3 droite' par

" continu & droite et pourvu de limites 3 gauche", l'ensemble H appar-
tient & F . Noter que H plus haut est universellement mesurable, mais
n'est en—général ni souslinien, ni borélien !
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I1 nous reste un dernier point 3 démontrer, en vue de prouver la
derniére remarque du § 2. Soit W un espace polonais, et soit A un
ensemble souslinien dans W, Soient §+(W), g+(A) les espaces des mesu-
res positives bornées sur W et sur A, munis de leurs topologies étroi-
tes respectives : il est connu que ¥+(W) est polonais, g+(A) un espace
souslinien ( i.e. il existe une surjection continue d'un espace polonais
P sur §+(A)). D'autre part, §+(A) se plonge continliment dans §+(W),
grice 3 1l'injection de A dans W, et peut donc étre considéré comme un
sous—ensemble souslinien de §+(W). L'ensemble CA = {pe§+(W) : p(4)>0}
est alors la somme M+(W)+M+(A), il est donc souslinien comme image
continue de MT(W)a(4).

Soit N un noyau de (E,B(E)) dans (W,B(W)), ol E est un espace polo-
nais ; l'application Xh—€>€xN de E dans §+(W) est alors borélienne, 1'.
image réciproque de CA par cette application est souslinienne dans E,
et c'est 1l'ensemble | xeE : N(x,A)>0 }, celui que nous cherchions &
étudier.




