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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités ' 1969/70

SUR UN ARTICLE DE DUBINS
par P.,A, Meyer

Soit (Xn)neN une martingale ; on peut supposer sans restreindre la
généralité que X, est une constante e. Soit (Bt)t>0 un mouvement brow-
nien issu de e, On se provose de trouver une suité de temps i'arrét

0=SO§S1"'§Sn"' telle que les processus (Xn) et (Bsn) aient méme loi.,
Si 1'on n'impose aucune restriction aux Sn, la remarque suivante

( communiquée par DOOB ) résout trivialement le probléme. Considérons
la tribu £1=2(Bt,t§1) 3 la loi induite sur la tribu séparable £1 étant
sans atomes, cette tribu est suffisamment riche pour que 1l'on puisse
construire une suite (Zn) de variables aléatoires F,-mesurables, iden-
tique en loi & la suite (Xn). Posons alors S,=0 et

8y (w)= inf R > Bt(w)=Z1(m) }
Se(m)= inf |{ t>S1(w) : Bt(w)=Z2(w) } , etce

I1 est clair que les Sn sont des temps d'arrét ( p.s. finis en vertu du
comportement & 1'infini des trajectoires du mouvement brownien, qui sera
rappelé plus loin ), et que les processus (Bg ) et (Zn) sont égaux. No-
ter que la propriété de martingale du processiis (Xn) n'a pas été utili-
sée, et que E[S,]=+ si 1'on n'a pas p.s. Z,=B,.

On se propose donc de trouver une construction naturelle des Sn qui
satisfagse & la propriété suivante : si les Xn ont des moments du second
ordre, les S doivent &tre intégrables. On doit ce probléme, et sa pre-
midre solution dans un cas particulier, & SKOROKHOD [1], puis une exten-
sion & STRASSEN [2] ; leurs méthodes utilisent malheureusement des va-
riables aléatoires auxiliaires adjointes au mouvement brownien. Nous
suivons ici DUBINS [3], en précisant quelques points de son exposé qui
nous ont semblé obscurs & la lecture. Une démonstration récente est due
3 ROOT [4]. A vrai dire, le point qui nous semble le plus intéressant
dans 1l'article de DUBINS est , plutdt que le résultat final sur les Sn'

la remarquable approximation discréte dtune mesure p sur B qui figure
au 8 1 ci-dessous .
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§ 1 . RESULTATS PRELIMINAIRES

Les résultats de ce paragraphe sont simples, et ne font pas inter-
venir le mouvement brownien : nous considérons une mesure p sur R ,
ayant un moment du premier ordre, et nous nous proposons de l'approcher
rar une suite remarquable de mesures 3 support fini. Malheureusement,
le systéme de notations est long & exposer.

Soit H une partie finie de B ( éventuellement vide ) : H={a,,...,a_|
1 n

ol 84<85...58, .« Nous poserons ag=-w, a ,  =to, A1=]ai,ai+1] (i=0,1,..

eesn ) 3 les Ai forment une partition de B , qui engendre une tribu
finie g .

Nous construisons une nouvelle subdivision ﬁ de la manidre suivante :

si la mesure p. n'est pas nulle, nous désignons par b; sa masse to-
tale, et nous pos&ns
By = ;i i.p 3 e; = espérance de p,

31 la mesure est nulle, nous posons pi=0, Bi=€, 9 €4=3; . Dans ces
i

conditions, la nouvelle partie finie ﬁ est formée des points B19eeesd
et €09€1recer® Nous rangeons alors ces points Jpar ordre croissant,
et nous définissons les points ai, la partition Ai’ la tribu H

Nous désignons par X 1l'application identique de B sur B , par Y la
variable aléatoire E[XlH] ( espérance conditionnelle pour la loi p :
Y vaut e, sur A ), par Y 1a variable aléatoire E[X]H] Voiei alors un
résultat aux111aire ( proche d'un lemme utilisé, indépendamment de nous,
par Gordon SIMONS [5] )

LEMME 1,- E[|X-Y|] = B[|¥-Y|].
DEMONSTRATION,~ I1 suffit de prouver que pour i=0,1,..,n

/ |X-Y| ap = [ |Y-Y| ap 3 / |X-Y| dap = [ |¥-Y|ap
810%4 84085 €124, €198141]

Regardons par exemple le premier intervalle : Y y vaut ei, donc IX—YI
y vaut ei-X Nous pouvons nous borner & étudier le cas ol 1'intervalle
n'est pas p-négligeable. Posons alors

q = p(la;,e;1) #0
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Alors Y vaut £ sur ]ai,ei], et |§-Y| y vaut e ~-f. L'égalité 4 démontrer
se réduit donc &

/ (e,=X) dp = / (e,-~£)dp
]ai’ei] i ]ai’ei i
oud /[ X dp = £.p(Jay,e51), qui est vraie. Le lemme est établi,
]ai’ei]

Nous allons maintenant considérer une suite particuliére de subdivi-
sions. Désignons par D l'ensemble des mots dyadiques, et définissons
pour tout mot meD , une mesure By » un point ey un coefficient Py de
la manidre suivante, par récurrence sur la longueur |m| de m .

L p¢=1 )y &g = espérance de p

po= M(1-o, egl) , py= p(legy+[)
=1 =1 -
ko= poI]-oo,e¢]’” y  By= p1I]e¢,+a{‘“ ( ou ee¢ si py=0)
€= espérance de Ho » €4 espérance de By oo
Ensuite, si les définitions ont été données pour les mots de longueur

n, et si|m|=n , nous passons & la longueur n+!1 de la maniére suivante

Pyo = pm(]—GJ, em]) » Ppy = pm(]em,+m 0 « e, espérance de pm)

1 "
mo = (“m)O = EmOI]-oo,em]’“ » de meme 4= (”m)1

e

1]

ni = espérance de p 4 ( i=1,0)
Nous désignerons par K 1'ensemble des e —pour |m|=n, et par H 1!
ensemble des e, pour Imlén . Voici des dessins qui indiquent ce qui se

passe pour les petites valeurs de n. Les =& désignent les éléments de

Kn,
e

n=0 Ko ﬁ 125

n=1 Boo 90 ues po gl g
€

ne?  Mosewl® °o1 10 °11
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REMARQUES.- 1) La donnée des ensembles Kn détermine uniquement les
points en et les coefficients j Nous savons que ey est 1l'unique
é1lément de KO, et que p¢=1 s supposons déterminés les e, et p, pour
tous les mots de longueur n, Alors

si emeKn+1 » ON 8 €, 0=€ny=Cn o pm0=1’ pm1=0

si 9m¢Kn+1 » €0 est le point de Kn+1 situé immédiatement 3
gauche de en ¢ ©m celui qui est situé immédiatement 3 droite, et Pno

et p , sont déterminés par les relations ProtPpy=1y pmoemo+pm1em1fem .

2) Reprenons les notations du débgt ¢ 11 est clair que Hn+1 = Hn o
Posons Yn=E[X|§n] $ nous avons Yn+1=Yh o Les variables aléatoires Yn
forment ( pour la loi B ) une martingale uniformément intégrable, La
loi de Y, est portée par K1={e0,e1} $ elle vaut Pote +P1E, o Nous la
noterons A1 o Plus généralement, nous noterons An+1 0 la 1loi de Yh H
on vérifie aisément qu'elle est portde par K

n
Mt = P Infe

|m|=n+1

+1 et qu'elle vaut

m

ol il est facile de calculer q 3 si le mot m s'écerit MyMyeeoll 49 ON &

q. =p p oo P 3
o omyTmym, Myfpe el

3) Un point xeKn reut admettre plusieurs représentations x=e (|m|=n),
mais il existe un seul m pour lequel x=e , qm¢0 . Noter aussi que les
points de Kh+1 les plus proches de e, (|m]=n ) sont eqn0 €t e, ( éven-
tuellement confondus tous deux avec en )y et que si ep<er (met m'de

longueur n ) on a em1<€m10 °

Le lemme suivant conclut le paragraphe :
LEMME 2,~ Les mesures A, convergent étroitement vers p .

DEMONSTRATION.- Les Yn forment une martingale uniformément intégrable,

qui converge donc p~p.s. et dans L1(p) . On a donc lim E[lYn+1-Yn|]=o'

n—-
D'aprés le lemme 1 cela entraine lim E[|X-Y | ]=0, donc Y =X p.s..
n-=o

La convergence p.s. entrainant la convergence en loi, le lemme est
prouvé.
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§ 2 o UTILISATION DU MOUVEMENT BROWNIEN

Nous rappelons d'abord quelques résultats sur le mouvement brownien,

Désignons par Q l'ensemble de toutes les applications w de 84 dans
R , continues et telles que

lim  w(t) = -0 , IIm w(t) =
o t=00

Nous posons m(t)_B (w), F E, _T(BS, s<t) , F=F, + S1 vest une loi su
B, P, est 1'unique 101 sur (Q, F) pour laquelle le processus (B ) est
un mouvement browvnien de loi initiale v .,

Nous désignerons en particulier par P la loi du mouvement brownien
jissu de O, Nous utiliserons les résultats suivants :

a) Le processus (X -t) est une martingale ( pour 1a loi P ), Si T
est un temps d'arrét p.s, fini, on a E[B ] < E[T], avec égalité si le
second membre est fini,

b) Si a#0, le temps d'entrée dans {a} est p.s. fini ( d'aprés le cc

portement des trajectoires lorsque t=>c0 ), mais son espérance est in-
fia

c) Si a<O<b , le temps d'entrée T dans l'ensemble {a,b} est ( pour
loi P ) une variable aldéatoire pourvue de moments de tous les ordres,
on a P{BT=a} =p, P{BT=b}= q, oi p et q sont déterminés par

p+g=1 , patgb = O .

Ceci étant, donnons nous d'abord une loi p d'espérance e . Nous noterx

Pe la loi P8 . Nous définissons des temps d'arrét Rg ( nous omettron:
e
provisoirement la mention de p ) de la maniére suivante @
Ry = inf { t: BteKol

R, = inf { 2R, @ BteK1} eee R,y = inf { t= R : BieK }

ol KO,K1... sont les ensembles associés & p au paragraphe 1. Noter qu

ces temps d'arrét sont finis, croissent avec n, et que RO—O P e~PeSee
Nous désignerons par S” ( ou simplement S, pour 1'instant ) la 1i
te des R.n Montrons ( d'apres une communicatlon de I, MEILIJSON ) que

S1 est fini sur Q . Soit N(w) le premier instant ol la trajectoire w

(*) La démonstration de la rédaction précédente donnait seulement un résul
pP.s., et la possibilité du résultat plus fort était mise en doute.
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revient en e, aprés avoir rencontré e une premiére fois, puis K, ( en
e, par exemple ), Avant l'instant N(w), la trajectoire a rencontré dans
cet ordre e=eg » €4y ©90s €100 ©1000 ? donc aussi KO,K1,K2... dans cet
ordre 3 on a donc S1§N , et S1<no.

LEMME 3.- Si Q est muni de la mesure P o0 12 loi de BR est dgale & An

DEMONSTRATION - Nous désignons par Aﬁ cette loi, Nbus raisonnons par
récurrence, en supposent que pour tout mot m de lmgueur n tel que qm#O
on a P{B =e, | = qp o Nous allons prouver que la méme propriété a lieu
pour les Bots de longueur n+i.

Soit m' un mot de longueur n+1 tel que a4 ,#0 . On a alors m'=mi,
avec qm#O ’ donc.P{BR =em}=qm . Si en appartlent a K 40 hous avons

PgBRn+1=em0!=P{BRn=em}=qm=qmme= dpor tendis que epy=ep, qpy=q,Pp1=0,

de sorte que i=0 et que la propriété est vraie. Si e n'appartient pas
a K .4 » &0 et e 4 sont les deux points de K,
de part et d'autre de en et on a, d'aprds la proprifté c¢) du mouvement

brownien rappelée plus haut

P{Rn+1=emi|BRn=em! Pp3
Donec Aﬁ+1(emi) Z 9Pri= Qpg = 9pr e Comme la somme des Qe tels que
qm,fo vaut 1, et que les et correspondants sont tous distincts, Aﬁ+1

situés immédiatement

ne peut charger d'autres points, et nous en déduisons que Aﬁ+1zkn+1 .

Utilisant maintenant la continuité des trajectoires, nous déduisons
du lemme 2 que :

COROLLAIRE,~ Si Q est muni de Pe » la loi de Byu est p .
1
Enfin, nous avons le résultat :

LEMME 4,- E[S”] Var (p).

DnMONSTRATION -~ Nous nous ramenons au cas ol e=0, et nous appliquons les
propriétés a) et c¢) du mouvement brownlen rappelées plus haut comme
les R sont intégrables, on a n[R 1= /x A (ax) < fxzp(dx) ( %2 étant
une fonctlon convexe ), donc & la limite E[S“]< Var(p) . Si le second
membre est fini, le premier l'est aussi et on a 1'égalité d'aprés a)

si le premier membre est fini, de méme, On a donc 1'égalité dans tous
les cas.
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I1 nous reste l'extension aux martingales. Nous nous bornerons

4 traiter le cas d'une martingale réduite & deux variables aldatoires
XO,X’ s en laissant le cas général au lecteur., Nous noterons A la loi
de Xy » et nous munirons 0 de PA‘ D'autre part, nous choisirons une
répartition conditionnelle X—=>p de X1 relativement & XO , telle que
pour tout x, Py ait une espérance finie égale & x. Nous poserons alors
sur Q

8, (0) = 8hx(w) si Xy(w)=x
I1 est facile de vérifier que S1 est un temps d'arrét, et que le couple
(BO'BS1) a méme loi que (XO,X1).
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