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INTEGRALES STOCHASTIQUES

PAR RAPPORT A UNE FAMILLE DE PROBABILITES

par C. DOLEANS-DADE

Sur un cspace probabilis¢ (Q, &, P) , considérons unc martingalc

continue A droite X = (X 0’ ct un processus Y = (Yt)tzo s si Y et X

t)tZ
satisfont & quelques conditions simples, on sait définir 1'intégrale stochasti~
que Z=Y .X (Zt = fotYs<1Xs) , au moyen d'unc méthode de prolongement dans
L2 . Cette méthode fait intervenir explicitcment la loi de probabilité P,
contrairement & cc qui sc produit lorsque X cst un processus a variation
bornée.

On sait maintcnant définir (voir [2]) des intégrales stochastiques par
rapport & des processus becaucoup plus généraux que les martingales : il suffit
par excmple que X soit une semi-martingale locale, et que Y soit un pro-
cessus localement borné. On utilisc pour cela des décompositions du processus
X con somme de plusicurs processus, dont lcs uns sont des martingales de carré
intégrable, les autres des processus a variation bornée. Ces décompositions
dépendent cssentiellement de la loi P .

Il est naturcl dc sc poser lc probléme suivant, qui sc présente par
excmple cn théorie des processus de Markov. Considérons sur un espace mesura-
ble (Q, &) deux processus Y et X , ct toute une famille dec lois de proba-
bilités (Pp)uEZY « Supposons quc pour chacunc de ces lois Y soit un processus
prévisible localement borné, ct X une semi-martingalce locale. Est-il alors
possible de trouver un méme processus Z qui, pour chaque W , soit unc ver-

sion de l'intégrale stochastique Y . X ?
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Nous répondons ci-dessous & cette question par 1l'affirmative. La démons-
tration reposc de maniére cssenticlle sur 1'cmploi des "filtres rapides" de
Mokobodzki ([3]) . Cela scra rappelé plus bas, mais nous supposerons quc le
lecteur est familier avec la théorie des intégrales stochastiques telle qu'elle

cst exposée dans [2] .

1. QUELQUES LEMMES SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES

Nous nous plagons ici sur un espace (Q , &) muni d'unc famille de
tribus (gt)tzo y Croissante et continuc & droitc. Nous nous donnons aussi
wie loi P, et nous notons 53 1la tribu obtcnuc cn complétant & pour P,

ct §t la tribu obtecnuc cn adjoignant a 3t tous les cnsembles P-négligeables.

Nous noterons par ¥ 1'espace des processus élémentaires : un processus

Y est élémentaire s'il est borné, adapté par rapport a (Zt) ct s'il cexiste
unc subdivision finie de la droite 0 < t1 < t2 < see < tn <+ o , telle que
sur chaque intervalle JO , t1], ]t1 , t2], ceny ]tn , ], Y (w) ne dépen-
d quc de W et non du tcmps.

Nous désignerons par H 1'espace des processus P-indistinguables de
proccssus Clémentaires,

Nous dirons qu'un proccssus cst P-prévisible s'il est indistinguable

d*un processus de la tribu cngendrée par les processus adaptés par rapport

a la famille ﬁt , ct & trajectoires continues a gauche.

LEMME 1. - La tribu des processus P-prévisibles est engendrée par les &élé-

ments de ﬁ .
DEMONSTRATION. - La démonstration de ce lemme est triviale.

Nous donnons maintenant unce semi-martingalc locale X adaptéc a la

famille (F,) .
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une suite de processus P-prévisibles, uniformément

LEMME 2, - Soit (yﬁ)

t=20
bornéc, qui converge (sur R, X Q) vers un proccssus (Yt) . Posons
t bR S
n ..
Zt = Io Yg dxg , Zt = Iov Ys‘ixs ;5 alors pour tout t fini, on a
lim zﬁ = Z_ cn probabilitt.
e

DEMONSTRATION. - D'aprés [2], § 3, lemme 3 ct proposition 4, il existe une
suite (Tp) de temps d'arrét tels que

a) 1lim TP =4 ® D.S.

b) pour chaque p , il cxiste deux processus H ct B (d¢pendants
de p) , & trajectoires continues & droite, arr&tés & 1'instant Tp , tels que

H soit unc martingalec de carré intégrable, B soit un processus a variation

bornée sur tout intervallc fini, et que

X =Ht+Bt .

tA T
P
AT >
Les intégrales I P Yn SdH convergent alors dans L°(Q, & , P) vers
AT 0 s 8 tAT

j Py anm , ct les intégrales j Py dB_ convergent P-p.s. vers
o s s o n,s s
AT n
VF P Ys st . Les variables aléatoires Zt AT convergent donc cn probabilité
0 P
vers ZtA T ! ct on obtient lc résultat cherché con faisant tendrec p vers
P
+

un processus P-prévisible, localement borné, ct soit

LEMME 3. - Soit (Yt)tZO

(Y?) lc processus P-prévisible borné obtenu cn tronquant Y & n €M ;

Z_  ct Zt ayant la méme définition que dans 1‘'énoncé précédent, on a cncore

Zt = 1lim Zz cn probabilité.
o guad

7
DEMONSTRATION. - Lc processus Y (¢tant localement borné, il cxiste des temps
d'arrét Tn tel que
a) 1lim T, =+ P.Se

b) YSQD) est borné par n si s€Jo, T] .
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. , . P .
Les variables aléatoires ztA Tn ct ZtA Tn sont donc égales Pese pour p 2n,

ct par suite Zt = lim Z? en probabilité,
n

2. APPLICATION DU THEOREME DE MOKOBODZKI

Mokobodzki a démontré cn s'appuyant sur l'hypothésc du continu,
1'cxistence d'un ultra-filtre r sur # possédant la propriété suivante :

si (@, 5, P) cstun cspace de probabilité complet, et si des
variables aléatoires fn récelles sur Q convergent en probabilité vers £,

alors les fn convergent p.s. vers f suivant r

Nous allons appliquer cc théoréme & la situation suivante : (Q , &)

cst un espace mesurable, (gt)ﬁzo unc famille croissante et continuc A droite
de tribus ; (P“')H‘E_;72 est une famille de lois de probabilité sur Q ; pour tout
4 , nous pouvons définir Et ’ ¥ pour la loi P“ , quec nous noterons St ’

-~

N“ , ¢t nous noterons St 1'interscection des Et .

THEOREME. - Soit X un proccssus continu & droite, adapté A la famille (Et) ’

qui est pour tout W unc semi-martingale localc pour la loi Pp . Soit Y

un processus adapté & la famille (St) , qui_cst pour tout W P“-indistinggablc

d'un procecssus Pu-prévisible pour la famille (3:) . I1 existe alors un proces-—

sus continu & droitc Z , adapté & la famille (Zt) y qQui_cst pour tout W unc

version de 1l'intégrale stochastique Qy YstiXs) pour la loi Pu .
0

DéMOHSTRATIOH. - Nous commencerons par lc cas d'un processus Y borné. Nous
dirons qu'un proccssus Y born¢ posséde la propriété (I) s'il existe Z
comme ci-dcssus.

1) Si des processus Y?  uniformément bornés convergent partout sur
R+ X Q vers Y et si les YO possédent la propriété (I) , il en est de

méme de Y : cn cffet soient (Z?) 1tintégrale stochastique correspondant a
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Yoot (Z:) celle qui correspond & Y pour la loi Pp . D'aprés lc lemme 2,

Z: converge en probabilité (pour la loi Pu) vers Zu donc si nous posons

t ?
. e n
Zt = lim Zt
x
Zé est St—mcsurablc pour tout W , ct est égole P“—p.s. a Z% « Lc processus

(Zt) défini par

Zt = lim inf Zé
st
s rationnel
est un processus a trajcctoires continucs a droite, ph- indistinguable du
proccssus (Z:) « C'est le processus cherché,

2) Tout processus ¢lémentaire posséde la propriété (I) , done aussi par
approximation tout processus born¢ continu & gauche ct adapté pour la famille
(5t) o Soit Y un procecssus borné¢ indistinguablc pour tout | d'un processus
Yu continu & gauche ct adapté¢ pour la famille (gt) o L'cnsemble des W  tels
quec Yo(w) ne soit pas continu a gauche est P“—mcsurable, ct négligeable

Pu . Lc processus Y posséde donc aussi la propriété (I) .

™

pour toutc loi
Tout processus borné¢ Y qui cst pour tout W , -indistinguable d'un processus
P“—prévisiblc posséde donc la propriété (I) .

3) On passc maintcnant au cas localcment borné par le lemme 3 , ct lc

méme procédé que ci-dessus.
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