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Université de Strasbourg
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UNE MARTINGALE UNIFORMEMENT

INTEGRABLE MAIS NON LOCALEMENT DE CARRE INTEGRABLE

par C. DOLEANS-DADE

soit (@, ¥, P) un cspacc de probabilité complet et (3t)tER
+

unc famille croissante, continuc & droite de sous-tribus de & telle que 50

conticnne tous les ensembles négligcables de ¥ o Une martingale (xt) a

valecurs réclles ct & trajectoircs continucs a droite est localement de carré

intégrable s'il cxiste une suite croissante de temps d'arrét (Tn) tels que
1) 1lim T, =+® D.S.

2) pour chaque n , (X est une martingale de carré intégrable

tA Tn)
(c'est-a-dire pour chaque n , E[x% 1<+ ),
n

L'étude des intégrales stochastiques par rapport aux martingales localement

dc carré intégrablc sc raménc trivialement & celle des intégrales stochastiques
par rapport aux martingales de carré intégrable. Il cst donc intéressant, pour
justifier la théoric des intégrales stochastiques par rapport aux martingales
locales faitec cn [2], de savoir qu'il existc des martingales locales qui nec
sont pas localement de carré intégrable.

Nous allons construirc ici unc martingalc uniformément intégrable telle

que pour tout temps d'arrét T non identiquement nul, on ait E[X%] =4 @,

Une telle martingale ne peut évidemment pas &tre localement de carré intégrable.

o]

Soient Q = R+ , & 1la tribu borélicnnc de R+ , S 1l'application

identité de Q dans R+ et 32 la tribu cngendréc par S A t . On prend

pour probabilité P sur  1la loi cxponcntielle

P{s>x} =c % pour tout x = O .
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On considére la tribu & ecngendréc par 30 ct les cnsambles P-négligeables de

Q , ct pour chaque t 1la tribu &

. ~0
. engendrée par & ct les cnscmbles

t
P-négligcables dec Q . On a alors les résultats suivants (voir [1]) 3

1) 1a famille (Et) est croissante, continuc A droite, sans temps de
discontinuifé,

2) unc variable aléatoire T est un temps d'arrét de la famille
(Et) si ct sculement s'il existe u € R* U {+ =} tel que’

a) T2 S pe.s. sur 1'cnsemble {S < u}

b) b) T =u p.s. sur l'ensemble {S>w} .
Pour tout temps d'arrét T tel que P{T = 0} <1, il cxiste donc un
u€R, \ {0} tel que SAu<T p.s. .

Considérons maintcnant la variable aléatoire
[

1 2
Z_I{O<SS1}7§0 0

<
!
[N

1

T1 3 x

Bz =] —cfc™ax=]
0 /x 0

La variable aléatoire Z est donc intégrable, ct la martingale continue A

droitc

Bz I y]

X =zl al=21,4+ p{s>t}

t I{s>t}

cst donc uniformément intégrable.

Pour tout a € ]JO0 , 1] nous avons

2 2 1 S
> -1
X5na® 2 Tsesna) =5 ¢ Tocssal
et donc
2 a 1 x =X
E[XsAa]Z_f xe ¢ dx=4o .



140

Soit maintenant T - un temps d'arrét tel que P{T= 0} <1, et a€Jo, 1]
tel quc SA as<T p.s. . On nc pcut avoir 1l'inégalité E[X,i] <+ ® , car

ccci entrainerait

E[nga] sExl <se
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