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1968/69

UNE INEGALITE POUR MARTINGALES A INDICES MULTIPLES
ET SES APPLICATIONS
par

R. Cairoli

1. INTRODUCTION

On s'intéresse & la classe des martingales & indices multiples rela-
tives & une famille de tribus du type produit. Aprés avoir étendu une
inégalité maximale de Doob bien connue ([1] p. 3173 [2] p. 121) aux
martingales de cette classe, on démontre la convergence presque s@re
de celles pour lesquelles le second membre de 1l'inégalité est fini. En
adaptant la construction faite par Jessen, Marcinkiewicz et Zygmund
dans la démonstration du lemme F de [3], on montre que cette condition
ne peut pas étre affaiblie. On applique ensuite 1'inégalité a 1'étude
du comportement des fonctions multi-harmoniques (définition probabiliste)
sur les trajectoires du produit cartésien des processus de Markov par
rapport auxquels elles sont définies. Grdce & un résultat de Brelot et
Doob [4], on déduit un théoréme classique sur le comportement des fonc-

tions multi-harmoniques & la frontiére distinguée.

2. NOTATIONS

Tout au long du travail m est un entier 2 2 fixé et j parcourt les

entiers de 1 a m. Pour chaque j, ( Qj’ 33, Pj) est un espace de proba-
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bilité. On pose Q = "[J_rnj, T = @;33, P = Q?Pj. L'espérance par
rapport & P sera désignée par E.

Les processus que l'on va considérer sont (sauf mention du contraire)
réels, définis dans ( @, J, P) et admettent comme ensemble des indices
un ensemble de points & m coordonnées dont chacune des coordonnées par-
court une partie dénombrable de R. Cet ensemble sera muni de la relation
d'ordre: (rl,...,rm) < (ri,...,r

1;1) 8ir) $ri{y ee. T STl

On désignera par M 1a classe des martingales

1 m
X e ®3
( rl,...,rm’ ‘}rl‘8 rm)

relatives & une falﬁille croissante de tribus-produit contenues dans F.
3, INEGALITES MAXIMALES

L'inégalité maximale usuelle des martingales & indices totalement
ordonnés n'est en général pas valable pour les martingales de la classe
ﬂ,, Pour s'en convaincre, il suffit de considérer 1'exemple simple sui-

vant: m = 25 T, = 1,25 ¥, = 1,2; (91,3 , Pl) et (92,3' , Pz) sont

1 1 2

deux copies de l'intervalle [o, 1] muni de la tribu et de la mesure de
Lebesgue; 3% = 3§ = (g, [0, 1]}; 3’; ={g, [o, 1/3[, [1/3, 1],[0,1]};
35 - g, [o, 1/2[, [1/2, 1], [0, 1)} X, 4 = 1/2 X , =1 sur [o, I
[0y 1/2[, = 0 ailleurs; Xy, = 3/2 sur [o, 1/3[ x [0, 1], = 0 ailleurs;
X2’2 = 3 sur E), 1/3[ x Jo, 1/2[, = 0 ailleurs. On vérifie aussit8t que

()(r r? \5:. ® 3‘5 » Py ® P2) est une martingale. D'autre part, F dési-
1’72 1 2

]
gnant l'ensemble {Ia_\{;’»rQXrl,rz > 1}, on a:

(P, ® P,)(F) = 2/3t fF X,,p 4Py ®aP, = f X,, 4P ® P, = 1/2.
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Par contre, l'extension suivante des inégalités de Doob est valable

pour les processus de ./’Zx

Théoréme 1. Si (xr , ) appartient é,./"(., alors on a, pour tout
1,.0., n

A :oettoutp>1:

AP{ su X > A}«
rl,..l.),rml rl,...,rml = =
+ m-1
A E{|X 1l X + B
S fp rl,?lfl.’,rm ] rl,...,rml( og" | rl,...,rm‘) } m’
E{ X P} < a s E{ | X
rl,?‘.u.),rml rl,...,rm| = "p,m rl,.\.u?,rm | rl,...,rmlp}’

ol A , A et B sont des constantes universelles.

m’ “p,m m

Remarquons que les inégalités de ce théoréme sont vérifiées aussi par
les sousmartingales positives relatives & une famille croissante de tribus-
-produit. On démontre la premiére pour cette classe de processus. La dé-
monstration sera effectuée par récurrence sur m. Pour le cas m = 2, soit
31 ® 33_ ) une sousmartingale positive. On vérifie facilement

’
TP N 2
que, pour chaque r, fixé, (Xr

(x

1’r2' 3':.1® 3'2) est une sousmartingale (in-

dexée par r,). Il s'ensuit que (sup X , Mt eI ) en est également
1 T, 'T1»T, r 2

une. D'aprés 1'inégalité de Doob, on a donc, pour chaque A > o:

AP{gup_ X >\A} < sup E{sup X }.
TppTy Tppfp = = 1y T2 T1'Tp

Or, r, étant fixé, ()(r ) est une sousmartingale positive (indexée par

1°T2

rz). En vertu d'une autre inégalité de Doob ([1] p. 317), on a donc, 4

étant une constante universelle:

E{si_lp X } <A sup E{Xr

+
log X
2 T1T2 ¢ 2 1°T2 r

r} + A.
1?72



Par conséquent:

AP{sup_ X >A}< A E{X + .
11')"2 T1iTp = m111” 2 { 1’1"2108 xrl’rz} A

Supposons maintenant que 1'inégalité soit vraie pour m = k > 2 et consi-

dérons la sousmartingale positive (X , &1 ® eee ® 3k+1 )e Si
rl"“’rk+1 T k‘fl
on fixe rk+1 et on pose G'rk rk k+1’ k kx k"'l' k -
Jvk ® 3k+1 et Pk = Pk® Pk+1’ alors
~
(x . , 31@...@31"1@31‘)
rl,..., k’rk+1 1 rk-l rk

est une sousmartingale positive (indexée par (rl,...,rk)) relative & une

~

famille de tribus-produit, définie dans ( le ees X Qk-lx Qk, J‘1®...®

® 3 ® 3- o e . . . : .
k-1 K’ P1® ® Pk-1® Pk) Puisque la famille de tribus ne dépend
pas de r, ., (Is.up X , 3! o...0 3k' ® 3‘k ) est aussi une

k+1 T2 Tkl T k-1 Tk
sousmartingale positive. Par hypothése de récurrence on a donc, ) étant 2o0:

AP{_ sup X >}

<
Tysee s ol Tyree Ty = =
S A, 8up E{gup X, r [log (sup X, r k-1} +B. <
17Tk Tey T100 0Tk T+l T170° Tk
+ k-1
E {su X log X + B .
s k rl,glf.,r {r p ( ,...,rk+1[ g rl,...,rk+1:| )} k
D'autre part, r....,r, étant fixés, (X ) est une sousmartingale
1 k rl,...,rk+1
positive (indexée par r, .. ); ( [10g" X, :Ik 1) donc
k+1 geasyT geeeyl
+ k-1 n k+1 N k+1
aussi, puisque t[log t est une fonction convexe croissante de t > o.

D'aprés 1'inégalité de Doob citée antérieurement, on a donc:

k-1
E{sup (X [log+x ] )} <
T+l T1000 0 Tk41 TyoeeeoTyyy
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+ k-1, + + k-1
< A sup E{X [Log™x ] log (x [1og"x ] }
= rk+1 rl,..,rk+1 rl,oo,rk+1' rlgongrk+1 rl,..,rk+1 )

+ k + As
<Ak gup E(X_ , [log'X S o AR
k+1 17°°° " k+l 1°°°° " k+l

cette derniére majoration étant une conséquence de 1'inégalité
t ﬁog+{]k-llog+(t[log+ﬂ k—l) < kt[log+t]k,

vraie pour tout t > o et tout entier k > 1. En rapprochant cette relation

a la précédente, on voit que l'on as

AP{_  sup X >} <
rlgoou'rk+1 rl,...,rk*l - =
+ k
< A sup E{X [log X ] } +B .,
- k+1 1‘1,. oe ,I‘k+l rlgo .o ,rk+1 rl,.. . |rk+l k+1

ol Ak+1 - AkAk et Bk+1 = AkA + Bk.

4. UN THEOREME DE CONVERGENCE

Dans ce paragraphe l'ensemble des indices est 1l'ensemble des points
(nl,...,nm) & coordonnées entidres et positives.

On démontre, au moyen des inégalités maximales, la convergence presque
slire des martingales de la classe d%, quand ni*oo, cee 9 nﬁ*oo. Cependant,
on impose comme condition que le second membre de la premiére [reap. se-
conde] inégalité du théoréme 1 soit fini. On sait que cela entrafne en
particulier l'existence d'une variable aléatoire X € Ll [resp. Lp], appelée
= I!l{)(la'i1 D ... ® 3':} pP.s. pour

geeeyll
1 m 1 m
converge vers X en moyenne [resp. en

variable terminale, telle que Xn

tout (n;,...,n ) et que an’...'nm

moyenne d'ordre p| quand n.,>00, ... . n >00. Il est clair que la condition
1 m



-6 -

la plus faible est celle qui exige que le second membre de la premiére
des inégalités soit fini. Pour la convergence presque sfire cette condi-

tion ne peut pas étre affaiblie, au sens précis énoncé dans le théoreme

suivant:

Théoréme 2. Si pour la martingale (Xn

Ye M on a
m

1?0l
-1
su E{|X logt|x =y <
nl,..?,nm l nl,...,nml( g I nl,...,nm') } ®
(donc, en particulier, si sup E{|X Ip} < o0 pour un p > 1),
Dyyees,ny Nyyeeesny

alors la limite

nf*oo,}%?,nd*oo xnl,...,nm

existe (et est finie) p.s..

En outre, quelle que soit la fonction ¢(t), t > o, positive et crois-
sante, telle que ¢®(t) = o(t logm'lt) pour t = oo, il existe une martingale

uniformément intégrable (Xn , ~3i ® ...8)33 ) définie dans 1'espa-
m 1 m

ce [o, i]m, muni de la mesure de Lebesgue, telle que l'on ait, X désignant

l,...,n

sa variable terminale,

E{o(|X[)} < o0 et im inf X < lim su X
o(Ix]) e nlqkn,..,nd»co nyyeesny nr+oo,..,n§»oo Nyseeyny

sur un ensemble de mesure positive.

Remarques:
1. La seconde partie du théoréme établit en particulier que, s8i ¢ est

en plus convexe, il existe une martingale (Xn n )y e M telle que
1,00-’ m

lyg?g.nm E{¢(Ixn1,....nm|)} < ®
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et qui ne converge pas presque sfirement quand nl-)oo, see » D,

2. Quant & leur expression, les résultats des théorémes 1 et 2 sont
analogues & ceux de Jessen, Marcinkiewicz et Zygmund en théorie de la
dérivation des intégrales multiples ([3], [5]). C'est d'ailleurs en adap-
tant la construction de l'exemple dans la démonstration du lemme F de [3]

que l'on montrera la seconde partie du théoréme 2.

3. Les théorémes 1 et 2 gardent leur validité si 1'on remplace la clas-
se M par la classe ./’(Jo définie de maniére suivante (pour le théoréme 2

(nl,...,nm) remplace (rl,...,rm))t (x ) appartient a /"Lo si, pour

rl,...,rm
(P1®... ®Pj_1® Pj+1®"’® Pm)—presque tout (wl""’wj-l’wj+1""'wm) €

Q 8 . cee

91 Xeeo X Qj-—l x Qj+1>< eee X n’ les coordonnées Tysee ’rj—l’rj+l’ 'To

étant fixées, (X ) en tant que famille de fonctions de w, € Q,
TiseeesT) 3 J

indexée par rj est une martingale dans ( Qj’ 3:]., Pj) relativement & une

famille croissante de sous-tribus de 33 pouvant dépendre de ml,...,mj_1

j-l ,rj+1, ceoe ,rm.

Un processus de la classe ./'Lo dont chaque variable est intégrable est

1

wj+1,...,wm mais non de rl,...,r

une martingale (non nécessairement relative & une famille de tribus-pro-

duit). Une martingale de la classe A dont chaque tribu 3—2 est séparable

J

appartient & J’Zo.
Passons & la démonstration du théoréme 2 en supposant d'abord que

sup E{Ixn

n., n , n ’p} soit fini pour un p > 1 et désignons par X la
TEEREE 1200y

variable terminale de la martingale. Choisissons une suite d'indices
(n];, cee s nﬁ) telle que nllt 00, ees n: —>®, quand k >® , et que

00
PYE" E{|X - Xk
k=1 1

kp}<00.

,-oo,nm
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Considérons, pour k fixé, la martingale

1 m
(x - Xy 0 I, ®...03")
nl 9o 'nm nl 9o 'nm nl nm

indexée par (nl,...,nm) > (nl;,...,n::). D'aprés le théoréme 1 on a:

E{ sup X - Xy « P} ¢
nlznl{’.."nmzng l nlp...,nm nl,...,nm| -
A sup E{|X - X k|p} <
p’m n znk’...’n =nk nl’...'nm nl,...,nm -
1771 m™"'m

<A mE{lx-Xnk

Py ly-nonﬁlp}'

olu, dans la derniére majoration (en réalité égalité), on utilise la relation

X - X x k-E{X-xnk
m

n . n ok | &;e e..® 3% p.s.
nl,..., m 1,00., 1’0009 o n

1 m

On en déduit:

(2]
E P{ sup | X - Xk xl > 1/k} <
k=1 nIan{’...,nmzn: nl""’nm n ,...,nm -

[o°]
<A 2 kP E{]X - X , MESIET N
= p,m k=1 nl,...,nm

ce qui entrafne:

P(limmg{ sup | X - X x kl> l/k)-o
- k sk | Dyseseyn n&,...yn
n:LZn1 yeeesn 2N 1 m 1 m
et donc la convergence presque sfire de X quand n, =0, .. 5y D_ 500,
nl,...,nm 1 m

Supposons maintenant que

+ m-1
<
n,8n B, [QoaTIXy [ DT <o

et désignons encore par X la variable terminale de la martingale. On peut
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se borner au cas ou la variable X est positive (si elle ne 1l'est pas,
on la décompose en une partie positive et une partie négative et on traite
séparément les deux cas). Posons

x(=) - x93l e...0 30,
n nm

Nyyeeesny 1

ou X( =) désigne la variable X A a et a une constante. D'aprés le théoréme

1 on a, pour tout A > o:

P X — x(=)
{nI.?E?,nm( nl,...,nm nl’...’nm) > A} S
A
:_'E n sup " E((Xn 0 - xx(;x) o )[1°8+(xn . !
A 1!---, l’o--) m 1’- L) m 1,.., m 1,..,

+

i

A By
s BE{X - x(“))[log+(x - x(“))]""l} + B_;t . T
A

Or, € > o étant donné, considérons une suite e v © et définissons une

suite ay + o telle que l'on ait

(*x) k
P{nl,?l.u.’,nm(xnl,...,nm xnl,...,nm)> et < e/2".

Cela est possible grfice & 1'inégalité précédente, car

- x{=) -
P{nl,?‘.llz,nm(xnl,...,nm xnl,...,nm) > ek}
(=)
g S A ARG A
A « - B
:c_m Efe(x - x{ ))[103 (e(x - x(=) N1 h c_':k

que majore e:/?.’k 8i ¢ et a sont choisis assez grands. Désignons par Fk

' ( k)
1'ensemble { ,89P o (X eeuin veeoom ) > e, et par F la réunion
1l m 1 m l
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; des Fk' Sur le complémentaire de F on a, pour tout k:

su X - x(“k) <
nl"'g’nm( Ryyeeeyn nl,...,nm) = fx
donc
lim X( ) = X
«-300 nl,...,nm nl,...,nm

uniformément en (nl,...,nm). Mais d'aprés la premiére partie de la dé-

monstration, pour chaque o Xia) n converge p.s. quand nl > 00 ye0ey
1,.-.’m
n - o. Il en est donc de méme de Xn n Bur le complémentaire de
12 ny

F et la démonstration de la premiére partie du théoréme est achevée, puis-
que P(F) e et ¢ est arbitraire.

Pour démontrer la seconde partie, on suit le procédé utilisé par Jessen,
Marcinkiewicz et Zygmund dans la démonstration du théordme 8 de [5].

Afin de simplifier 1'exposition, on se limite au cas m = 2. Les deux
espaces de base Q1 et 02 sont chacun une copie de l'intervalle [o, 1]
muni de la tribu et de la mesure de Lebesgue; Q est donc le carré unité
[o, 1] X[}, l] et P la mesure de Lebesgue dans Q .

Si X est une variable intégrable dans Q, on désigne par an’nz 1'espé-
rance conditionnelle E{X|<}il® 3i2}, ou «3i et <3§ sont les tribus
engendrées respectivement par les partitions {[9, l/2n1[, cee [(an- 1)/
2", et (o, 1/2°2, ..., [(272- 1)/2"2, 1]}

Si ¢ est une fonction positive de t 3 o, on désigne par L¢ la classe
des variables X (définies dans 2 ) pour lesquelles E{¢(]|X|)} est fini.

On note en outre An la partie ouverte du plan limitée par les deux

droites verticales d'abscisse o et 2n, par l'axe horizontal et par le

graphe de la fonction f définie de la maniére suivante: £(t) = 2" si
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k 1

t € [0, I, ﬂt)-am'sitejzb',zﬂ,oﬁk-l,z,.” , .

Voici d'abord deux lemmes:

Lemme 1. Soit ¢ une fonction positive de t 2 o, croissante, constante
sur chacun des intervalles [0, 1], J1, 2], ... , ]Zn-l, 2", ... et telle

que lim inf ¢(t)/t > o. Si, pour chaque X € L converge p.s. quand
- 00

X
’

¢ nl,nz

n, >, n, 30, alors il existe une constante C telle que l'on ait

n
P(a ) s C ¢(2"),
pour tout entier positif n.

Supposons que le lemme soit faux et montrons qu'il existe un X € L¢
pour lequel la suite des an,nz n'est pas p.s. convifgente. A cet effet,
choisissons une suite de nombres Ci > o telle que é%;l/ci <¢(a), ol a
est un point tel que ¢(a) > o. Pour chaque i, il existe par hypothése un
entier n(i) tel que P(An(i)) >C, ¢(2n(i)). Fixons i et considérons la
partition de Q en 22n carrés de méme grandeur, n étant suffisamment grand

n-1 . P 1 2 2n .
pour que 2 > i, Désignons par Ai’ Ai’ cee Ai les ensembles homothé-

tiques de An(i)’ dans le rapport l/2n+n(1), contenus dans chacun de ces
carrés. Considérons ensuite la partition de & en 22(n+n(1)) carrés de
n n
27+1 27 +2

méme grandeur et désignons par Ai ’ Ai s e+« les ensembles homothé-

n+2n(i .
( ), contenus dans les carrés de

n
cette deuxiéme partition qui sont disjoints de A;, ees 9 Ai . En procé-

tiques de An(i)’ dans le rapport 1/2

dant de cette maniére indéfiniment (c'est-a-dire en partageant 2 en

22(n+2n(i)) carrés de méme grandeur et en considérant les ensembles homo-

n+3n(i) disjoints des Ali‘

défihis, ainsi de suite) on détermine une suite A;, Ag, «es dont les

thétiques de An(i)’ dans le rapport 1/2 dé ja
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termes sont homothétiques de An(i)’ deux & deux disjoints, de diamétre
< 1/i et dont la réunion est Q (& un ensemble de mesure nulle prés). Soit

Q? l'image de 2 par l'application homothétique qui fait correspondre

k.
Ai a An(i)' Alors

p(a¥) > ¢, ¢ (22(H)p(ak),

puisque P(An(i)) > Cy ¢(2n(i)) =Cy ¢(2n(i))P( ?). Cela étant, posons (i
o
est toujours fixé) X, = a2n<i) sur L_J52¥, = 0 ailleurs et X = sup X,.
i k=1 & i i
Compte tenu de 1l'inégalité précédente on a:

B0} £ > E(x,)) ¢ = o2 e(af) < 216, <o),

ce qui montre, en particulier, que X appartient & L,. D'autre part, pour

¢
chaque i presque tout point w € Q est élément d'un ensemble A?, donc d'un

ensemble Fi(w), atome d'une tribu (3i ® i}ﬁ , de diamétre < 1/i, contenant

n(i) 1 2

k
@ et tel que 2 P(Qi) - P(Fi(w)). Pour presque tout w et tout i, on a

donc la relation suivante:

—L [ xa _1__fazn<i>dp R OR.(L] N
P(F;(w)) VP (u) P(F;(w)) ok P(F;(u))

Or, il est clair que 8i Xn n (w) converge pour presque tout w, quand
1'72
nl-gco, n,— 0, le premier membre de cette relation converge aussi pour

presque tout ® quand i —» o et les deux limites coIncident p.s. . D'autre

part, de I%E*%gf ¢(t)/t > o on déduit que L¢CL1C)donc que Xn converge

112

en moyenne vers X. On en conclut que s8i Xn n converge p.s., alors on a
1°72

X 2 a p.s., donc &(X) 2 ¢(a) p.s. et par conséquent E{¢(X)} 2 ¢(a), en

contradiction avec le calcul précédent qui donnait E{¢(X)} < ¢(a). I

doit donc exister au moins un X dans L¢ pour lequel la martingale de terme

® Ll désigne la classe des variables aléatoires intégrables.
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général Xn n n'est pas p.s. convergente, ce qui achéve la démonstration
1°72
du lemme 1.
Lemme 2. Soit ¢ une fonction positive de t 3 o, croissante et telle
que 1%q+£gf ¢(t)/t > o. Si, pour chaque X € Ly» X, . converge p.s.

1’72
quand n, —»>®, n,—5®, alors il existe une constante C telle que l'on ait

210g 2" < Cc o (2M),

pour tout entier positif n.

Posons ¢*(t) = ¢(1) pour tout t € [0, 1] et ¢*(t) = ¢(2%) pour tout
t € ]2n-1, 2nJ, n parcourant les entiers positifs. La fonction ¢* ainsi
définie majore ¢ et on a ¢*(2") = ¢(2") pour tout n. En outre ¢ * posséde
les propriétés de la donnée du lemme 1. Si donc pour chaque X € Eb an’nz
converge p.s. quand n)—»0, n,_500, alors puisque L¢*<: L¢, on a, en vertu

de ce lemme et pour tout n:
2!1-1

n-1 n-1 -1 n n
2 log 2 - dt < P(An) £ C ¢*(27) =C ¢(27).
1t

Mais cela implique

2% 1og 2™ g ¢ ¢(2")

pour tout n, la constante C n'étant pas nécessairement identique & la

précédente. Le lemme est donc démontré.

Passons maintenant & la démonstration de la seconde partie du théo-
réme 2. Soit ¢ une fonction de t 2 o satisfaisant aux conditions de 1'énon-
cé. Posons ¢*(t) = ¢(t) + t pour tout t > o. La fonction ¢* ainsi définie

est positive, croissante et majore ¢. En outre liQ*igf ¢*(t)/t > o, donc
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¢* possdde les propriétés de la donnée du lemme 2. D'autre part,
¢*(t)/t log t = ¢(t)/t log t + 1/log t — o,
quand t -»®, donc il n'existe aucune constante C telle que l'on ait
2" 1og 2" < c ¢#(2™)

pour tout n. D'aprés le lemme 2, il existe par conséquent une variable
X EEL¢* pour laquelle la martingale associée de terme général X

n,,n

1’72
n'est pas p.s. convergente. Il ne reste alors a remarquer que L¢*- L¢F\L1.
5. COMPORTEMENT D'UNE CLASSE DE FONCTIONS MULTI-HARMONIQUES

SUR LES TRAJECTOIRES D'UN PRODUIT CARTESIEN DE PROCESSUS

On se place maintenant dans les hypoth&éses de Kunita et Watanabe. On
considére, plus précisément, m espaces localement compacts, non compacts
et & base dénombrable Sl, cee Sm, m processus de Hunt transients Xl =

1 1 m
Copr (K gpgr (3y)yper 8pr Vx e s oo Xy = (9 ()00

m s . 1 m
((}t)t;o, Ty (me)x ezsm> a4 valeurs respectivement dans S°, ... , S

X

et vérifiant 1'hypothése (B) de Kunita et Watanabe ([6] p. 498; [7] p.
49) ().
On désigne par PA(xj’dyj) la répartition de sortie de Xj de 1'ensemble

borélien A C.Sj:

(®) 11 suffirait de prendre des processus standards vérifiant (B), & condi-
tion de compactifier Sl, ... , S™ selon Meyer ([7] chapitre IV) et de
relativiser le probléme par rapport & une fonction de la forme hl"'hm’
ol hj est harmonique dans SJ, strictement positive et finie "j PeDPey N

Jd
étant la mesure fondamentale de l'hypothése (B) relative & XJ.
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PA(xj,dyj) - ij{xg(A) € dy; o(a) < 55
o o(A) = inf {t 2 o1 x‘z esd - 1.

On désigne en outre par S 1l'espace-produit S1 x v.. x ST,

On dit qu'une fonction numérique positive h dans S est multi-harmoni-
que s8i elle est universellement mesurable et, quel que soit j, harmonique
de x, pour toute valeur fixée de xl”"’xj-l'xj+l""’xm <PK hj - hj pour
tout compact Kj C:Sj, ou hj désigne la fonction h(xl""'xj-l’.'xj+l""ﬁ}>'

Toute fonction multi-harmonique est multi-excessive ([6] P. 491 [8]

p. 320) donc, en particulier, mesurable par rapport & la tribu borélien-
ne de S.

Désignons par Hp’ p étant > 1, la classe des fonctions multi-harmoni-

ques h telles que

%igoo PKg...PK:(hp)(xl,...,xm) < o0 pour tout (xl,...,xm) € s,

rar H celle des fonctions multi-harmoniques h telles que

. -1
%1200 PKn...PKn(h[log+h]m )(xl,...,xm) < 00 pour tout (xl,...,xm)es,
1 m

et par D celle des fonctions multi-harmoniques, uniformément intégrables,
pour tout (xl,...,xn) € S, par rapport & la famille de mesures {PKn(xl’dyl)
1

® ...8>Pxn(xm,dym)} , o, dans les trois cas, K? Xeas XKﬁ parcourt
m

n=1,2,...
une suite de compacts dont la réunion est S et dont chaque terme est un
voisinage du précédent.

Les trois classes sont indépendantes du choix de la suite des compacts

K? Xeoo X Kﬁ, ce que l'on vérifie facilement pour les deux premiéres classes

et en utilisant le méme argument que dans [9] p. 60 pour la troisiéme.
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On a en outre les inclusions suivantes:
H CHCD.
P

Munissons chaque sY d'une mesure de référence finie et désignons par
Kj et SY respectivement le noyau et le compactifié de Martin relatifs
4 cette mesure sur S"j ( [6] p. 506 et suivantes). Désignons en outre par

Bs;l]un ( la partie minimale de la frontiére de Martin 35Y = 8% - 89 (cf.

[6], [7] et [10] ) et par My la seule mesure finie sur 259 portée par

: as;zli telle que l'on ait, pour tout x, & 5%

1 e [y (xp0)ug(an).

Dans le compactifié de Martin EJ, la limite & gauche X‘z _ de X‘z a

1'instant CJ existe P -p.s. pour tout xJ e S‘J et on a ([6] proposition

12.11; [7] V théoreme 9; [11] théoreme 7.1):

j -
ij{xcj_edﬁ} Kj(xj,i) uj(dE).

Pour toute fonction mesurable positive f sur 39S, on a donc

Exl'..’xm{f(x]il_youoxném_) - I K(xl""xm; El,.o,Em)f(ﬁl,..,gm)u(dE:l@..@ &m)'

1)(

ol 3S désigne l'ensemble 35 ..%x38; E 1'espérance relative

XppeeesXy
a P P la robabilitéP ®@ oo ® P 3 K (X 9o0e9X 38500
& xl....,xm; X seeesXy p m’ ( 1’ *Tm?c1?c

1
Em) le noyau Kl(xl,E Yook (x. 35 ) (¥, et 1 la mesure u

®,..9p .
mn‘'m’ m 1 m

On se servira de ces notations aussi par la suite, ainsi que des sui-

L S g £ N
vantes: 35 . ~pour BS:‘inX...x as™ min’ P1 '’®B pour P_ le...® P, ou

XyseeesXy Xy xm

() Dans [B] cet ensemble a été désigné par Sg'.

(¥ Conventions: o0+0o0 = 0 et c0+00 = 0.
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Pij dénote la probabilité associée au %—processus issu de xj ([6] p. 5173

ﬁ1 p. 16); Eil""'im pour l'espérance relative & Pgl""’gm.

170Xy X peeesX

Théoréme 3. Soit h une fonction de la classe D. Alors il existe une
fonction positive ¢ (unique & une équivalence prés modulo M ), mesurable

)

pour la mesure i et élément de L1<K(x1,...,xm; . )u) pour tout (xl,..,xm

€S, telle que l'on ait:
(1) h = J k( - ;El,...,Em)¢(£l,...,Em)u(d€18>... ® dEm).

On a en outre, P_ ,...,x "P+8 pour tout (xl,...,xm) € St
11Xy

s 1 m 1 m . .n n ..
(2) }11300 h(xoll,,...,xoﬁ) = ¢(xcl_,...,xcm_), ol 0,...,0, désignent
les temps de sortie respectivement de K?,...,K:.

Réciproquement, une telle fonction ¢ définit, au moyen de (1), une
fonction h de la classe D et la relation (2) vaut pour cette fonction
h et ¢.

Pour qu'une fonction h de la classe D appartienne & la classe H [resp.
Hp], il faut et il suffit que la fonction ¢ qui lui est associée soit

]m-l

telle que ¢[log+¢ e Ll(K(xl,...,xm; . )u) [resp. ¢ € Lp(ﬁ(xl,...,xm;

. )u)] pour tout (xl,...,xm) € S.

1 m .
Posons [h](wl,...,wm) - li:_igg h(xo?(ui),...,xog(wm)). En suivant le
procédé utilisé dans [10] pour la démonstration du lemme IV (2.3), on
montre que pour chaque (51,...,§m) € 3§, la fonction [h] ainsi définie

est constante sauf éventuellement sur un ensemble négligeable pour la

g £
19°°°9 5y N .
mesure P_ . pour tout (xl,...,xm)esssl’...,gm, ol SEl-°"'£m désigne

1'ensemble {(xl....,xm) € S1 o < K(xl,...,xmggl,...,gm) < o} . Définissons

1700 9%
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¢ de la maniére suivante: ¢(€1,...,€m) est la constante associée i[h] et
a (El,...,im) si ce point appartient & 35 ., et'¢(§1,...,£m) = 0 8i (51,
...,Em) appartient & 35 - 35 . . D'aprés (6] (12.5) ou [10] I (3.9) on a,
pour tout (xl,...,xm) € S, F désignant 1'ensemble {xlxigoo h(Xixix,...,ng)

existe }:

le’“,xm(F) = J K(X1yeeosXps 61,...,%)Pii:::”em(lf)u(dgl@..@dt'h)

{(519-'y£m)3 (xl,..,xm)es }

El"-,im

Or, le membre de gauche est égal & 1, puisque h(Xgn,...,X:n) est le terme
1 m
général d'une martingale positive et, d'autre part, on a

1 = J k(X peeerxgibyreeer EIu(dE @ ... @dE ),

pour tout (xl,...,xm) € S, puisque u est la mesure représentative de la
constante 1. En rapprochant les deux relations, on voit que, quel que soit

(xl,...,xm) € S, pour p-presque tout point (El,...,im) €95, on a:

£
lsevesopm -
(xl’.'.’xm)esil'..o,zm, Pl,...’xm(F) 1

et donc, par définition de ¢ et puisque (X £)- ""’XC )= (El,...,sm)

%,-oo,Em
le’.'.’xm-p «Bes
12

poLiceestm (lim h(Xg,.eerXy) -0 (X )} = 1.

m
seeesX
1,...,xm n > of n t1-

Cm-

En intégrant par rapport & K(xl,...,x :

n )u, on obtient, pour tout (xl,

...,xm) e s,

n
e - cee =1
le,...,x {llil-ﬂooh(x o}’ ’xon) ¢(X -? ’xcm-)} !

et, en remarquant alors que les fonctions h(xin....,x:n) sont uniformé-
1 m
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ment intégrables par rapport & Px < ' ce qui est une conséquence de
100 %y

la condition définissant la classe H, on en déduit:

1 m
h(X,5ee0yx ) = lim E {h(X fnyeeesX )} =
1’ ' m n—> XpseeesXy 0?’ ’ 0:

1 m
= E {lim h(X pyeeerX n)} = B
X reeesX  n> o0 ( 0111' ’ cg) XppeeesX

1 m
{o(x ceesX } =
. o( gy X )
= Jx(xl,...,xm;51,...,zm)¢(£1,...,sm)u(d51@...@dzm),

ce qui prouve la premiére partie du théoréme.

L'unicité résulte aussit8t de la réciproque dont voici la démonstra-
tion: soit ¢ positive, mesurable pour la mesure u et élément de L1<K(xl,
ceerXpg o )u) pour tout (xl,...,xm) € S et so0it h donnée par la formule
(1). Appelons h la fonction définie par la méme formule avec 0, = 9Na
& la place de ¢, a désignant une constante positive. D'aprés le théoréme
4 dans [8], ¢a est univoquement déterminée (2 une équivalence prés modulo
u) par ha' Or, il est clair que ha appartient & D et la partie du théo-
réme déja établie montre que 1l'on a, le’...'xm-p.s. pour tout (xl,..,xm)
dans S:

1 m 1 m
1i h (X cee = X Y ¢ .
nﬂoo a( orlu oxoz) ¢a( C1_9 ’ ;m-)

En outre, d'aprés 1'inégalité des martingales de Doob on a, b étant une

constante <a et X > o:

1 m
AP h -nh eeeyX 2 S
x]_""’xm{ ng ( a b)(xoil’ ’ 0:) [N S

1 m
< sup B m{ (ha - hb)(xorll"”'xon)}.

100X -

- f r(xl..-..xm;51,....£m)(¢a = 0p)(Epseeastdu(ag @ @ dg_).
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1
Cela entrafne que, quel que soit (xl,...,xm) €8, P, -p.8. ha(xon,

. 10Xy B
...,in) converge vers h(xon,...,X§n) uniformément en n quand a — o et
m 1 m
1 m 1 m
donc que h(xof,...,xog) converge le’...,xm-p.s, vers ¢(XC1-"”’X m')

quand n —» 0. Il reste donc seulement & vérifier que h appartient & D.
Or, il est évident que h est multi-harmonique et 1l'argument utilisé dans
[9] pour démontrer le théoréme 4.2 montre que h est uniformément intégra-

ble par rapport & {PK?(xl’dyl)Q .“.QPKp(xm,dym)}n_l’z, , ce qui prouve
2 ..

que h € D.

La derniére partie du théoréme résulte des relations

+ qm-1
’111_100 PK?...PK:(h[log h] )(xl,...,xm) -

+m-1,.1 m
= 13 E hil h X eeesX =
HE B been,x (BLog T (Km0 Xon))

+.qm-1,.1
- Exl’””xm{‘#[log ¢] (xcl_,...,x‘gm_)} -

-1
- [ k() yenn Xy it 1,...€m)¢[log+¢]m (EpseesEu(dg ® . ®ag )

et de celles analogues que l'on obtient en remplagant h[log+h]m-1 par nP

et ¢[log+¢]m-l par ¢p. La démonstration est donc achevée.

On dira que h est continue & droite sur les trajectoires de (Xt geee
1

m .
Xtm) si, pour tout (xl,...,xm) €S, ona le’...’xm-p.s.,
1
lim h(x}‘,,...,x',’c‘,) = h(X, ,...,x'f:),
ti*tl,oo.,tn'l*tm 1 m 1 m

quels que soient tl < Cl""’tm < ;m.

On dira que h admet des limites & gauche sur les mémes trajectoires

si, pour tout (xl,...,xm) € s, le,...’xm-p.s. la limite
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t1 +t

1
lim B(Xy seeerXy,)
1 1 1 m

,...,t&‘ftm

existe, quels que soient tl < Cl""’tm < cm.
Théoréme 4. Toute fonction h de la classe H (en particulier, toute

fonction de la classe Hp) est continue & droite et admet des limites &

gauche sur les trajectoires de (Xt reeer Xy ). En outre, ¢ étant la fonc-

1 m
tion associée & h dans le théoréme 3, on a:

1 m 1 m
h(X, 4eee,X, ) = 0¢(X ceas Xy )
tl *;l""'tm$ ;m tl’ ’ tm Cl', ’ Em' y

le,...’xm-p.a. pour tout (xl,...,xm) € s.

La démonstration est analogue & celle de la premiére partie du théore-

me 2 et sera postposée aux remarques suivantes:

l. Pour les fonctions multiharmoniques bornées, la premiére partie du

théoréme est une conséquence immédiate du théoréme dans ﬁe].

2. On obtient des classes Hp’ H et D légérement plus grandes (et liées
de maniére plus naturelle & l'hypothése (B)) en remplagant "pour tout
(xl,...,xm) € S", dans les conditions qui les caractérisent, par "pour
n-presque tout (xl,...,xm) € 8", n dénotant la mesure produit des mesures
fondamentales associées & chacun des processus xl,...,xm par 1l'hypothése
(B). Le méme changement dans le reste du paragraphe fournit alors des
résultats relatifs & ces nouvelles classes. En outre, dans ce cas, la
condition ¢65L1(u) caractérise la classe D F\Ll(r), ou r désigne la me-
sure produit des mesures de référence, et les conditions ¢[}og+¢]m_]'e

Ll(u) et ¢ e;Lp(u) respectivement les sous-classes de H et Hp des fonc-
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tions multi-harmoniques h telles que
. + qm-1 P
lim P p...P h{log h € L,(r et lim P ,...P h*)e L

(rappelons qu'une fonction multi-harmonique ou, plus généralement, multi-
-excessive de Ll(r) est finie n-p.p. ou, ce qui revient au méme, locale-

ment intégrable par rapport & cette mesure).

3. Si pour chaque J SJ est un demi-espace euclidien de dimension 2 2
et Xj un mouvement brownien dans Sj, grédce & un résultat de Brelot et
Doob ([4] théoreme 3) on déduit du théoréme 4 que 8i h appartient & H
(en particulier & Hp)’ alors en presque tout point (El,...,Em) (mesure
de Lebesgue) du produit des frontiéres euclidiennes de Sl,..,Sm la limite
angulaire

lim h(X,9see9X
x] = El,...,xm—bim ( 1’ ! m)

x] € Cgl Xp € CEm

existe et est finie, quels que soient les domaines coniques CEl dans Sl

de sommet El, cee 3 C dans S™ de sommet Em' C'est un résultat classique

m
bien connu ([13], [3], [5]).

La démonstration est analogue & celle du théoréme 3 dans [4]:

La conclusion du théoréme 4 entraine que, pour (xl,..,xm) € S fixé,

1l m 1 m
1i R(X: yeeesX, ) = 0(X7 yeeesX, )
m (t]_, ’ tm ( Cl_ ’ cm_ ’

t1¢ Cl,...,tn* Cm

P51'°"’£m-p.s. pour presque tout (£,,...,f ) (mesure de Lebesgue) de 3S.
xl,...,xm 1 m

Soit (El,...,gm) un point pour lequel cette relation a lieu. Tout revient
4 démontrer que si £ est une valeur d'adhérence de h relative a Cglx oo

x CE , alors ¢ est valeur d'adhérence de h(Xt (wl),...,x: (wm)) quand
m 1 m
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Eqreenit

t +cl(m1),...,tm$ cm(wm), pour le,...,x

D_presque tout (wl,...,wm). On
m
suppose que % est fini (on procéde de maniére analogue quand £ = oo). Il

existe une suite (y?,...,yn) de points dans CE X oee X CE convergeant
n 1 m

vers (51....,€m) telle que h(y?,...,yﬁ) converge vers %, quand n — co. Il
s'ensuit que, 8§ > o étant donné, ona 2 -6 g h(y?,...,yﬁ) S 2 + § pour

tout n 2 q. Or, soit « 6] o, 1[. Désignons par dg la distance de yg de 389

et par Bg la boule dans SY de centre yg et de rayon ad?. En vertu de 1'iné-

galité de Harnack on a, quel que soit n 2 q, pour tout (yl,...,ym) € B? x

cee Xan
m (2 - 8)/68(a) s h(yyseeeryy) < (2+68)6(a),

ou 8(a) » 1 quand a3 o. Il résulte que, € > o étant donné, en choisissant

§ <e et a suffisamment petit on a:
L-¢3 h(yll"-’ym) < t+e,

pour tout (yl,...,ym) e LyJ(B? Xooo XBﬁ). I1 suffit donc de prouver que,
n=q

en excluant au besoin un ensemble négligeable pour pil"”gm

(wl""’“h) (th(wl),...,xtm(wm)> rencontre %ié(Bl X,y X B:) pour des

y pour chaque

valeurs de t, < cl(wl), e g bt < Cm(“h) arbitrairement proches respec-

tivement de cl(wl), oo cm(mm), et cela pour chaque q. La preuve repose

sur le résultat, établit & la fin de la démonstration du théoréme 3 dans
n.

[4], selon lequel 1'ensemble thle n'est pas effilé en Ej’ quelle que

soit la suite n, < n

lement d'un ensemble négligeable pour Pij, pour chaque w Xi (wj) rencon-

n J !
tre |?JBji pour des valeurs de tj < Cj(wj) arbitrairement proches de
i

o Seee . Cela entrafne que, & l'exclusion éventuel-

Cj(mj)' Si donc wy appartient au complémentaire d'un ensemble négligeable

pour Pgl, il existe une suite d'indices tl, t2,
xy 1 1

cl(ml)[ et une suite d'entiers 2 q n; < n,<... telles que 1l'on ait

«+. dans JCl(wl) -5,
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n.

Xti(wl) € Bl1 pour tout i. D'autre part, pour chaque Wy choisi en dehors

1
d'un ensemble négligeable pour P52 (pouvant dépendre de w ), il existe

*2
t, € :];2((0 ) - 8, ;2((» ) [ tel que X (w ) € UB 1, I1 s'ensuit que X (m)
n, *2
le pour un certain n,, donc que (th w ), X (w )) e B C:L_J(B
nzq

x B ), ce qui prouve la proposition pour m = 2. Par le mé&me raisonnement

on démontre que si elle est vraie pour m = k-1, elle est vraie aussi pour

m = k. La démonstration est donc achevée.

4. Comme la limite du théoréme 4 entrafne la limite angulaire, un ré-
sultat de Saks [;4] montre que la seconde partie du théoréme cesse d'étre
vraie pour les fonctions de la classe D. Les résultats de Jessen, Marcin-
kiwicz et Zygmund [3] montrent d'ailleurs que, pour la validité de cette
seconde partie, la condition définissant la classe H est la meilleure
possible au sens de la seconde partie du théoréme 2. La premiére partie

est vraie aussi pour toute fonction multi-harmonique h telle que

+, 1m-1
PK,ll...PKE(h[log h )(x)seeexy) < 00

pour tout (xl,...,xm) € S et tout n. On ne sait pas si elle est vraie pour

toute fonction multi-harmonique.

5. Signalons qu'une étude probabiliste du probléme de la convergence
angulaire restreinte & la frontiére distinguée du quotient de deux fonc-

tions multi-harmoniques a été faite par Walsh dans sa thése [15}.
Voici pour terminer une esquisse de la démonstration du théoréme 4:

Considérons la classe ¢ des fonctions ¢ (¢ désignera toujours une fonc-
tion positive dans 3S mesurable pour u ) qui son% bornées et pour lesquelles

les conclusions du théoréme sont vraies si on prend comme h la fonction
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multi-harmonique associée & ¢ par la relation (1) du théoréme 3. La classe
® contient les fonctions du type produit dont le j-éme facteur est une
fonction positive dans BSj, bornée et mesurable pour uj. En outre, si ¢1,
o, € ¢, alors A ¢, + A ¢, € 0 (xl, Ay 2 o) et 9, - $,€% & condition que
% 2 ¢2. On va montrer que si ¢i appartient a ¢ pour tout i et tend en
croissant vers une fonction bornée ¢, alors ¢ appartient & ¢. A cet effet,
appelons hi et h les fonctions multi-harmoniques associées respectivement

a ¢i et ¢. Pour chaque i, n,

m

1 m 1
h, (X nyeeosX n)s & a®e. ®3 n)
(1 t) Aol t Aol t A ol t Aol

i cee Q U cee
est une martingale sur ( Ql x X Qo le’...,xm), ou (xl, ,xm) est

un point quelconque de S. Puisque hi est par hypothése continue & droite

sur les trajectoires de (Xt ,...,X: ), en vertu de la seconde inégalité
1 m
du théoréme 1, on peut écrire, p étant > 1, » > o0 et i > k (ecf. [16] théo-

réme 10.1):

xl....,xm{ tl,???,tm(hi - hk)(xilA o?""’x:m/\oﬁ) > A} s
(1/Ap) Exl....,xm{ tl,???,tm(hi - hk)p(xtlA 0?""’x:m/\o:)} s
< (Ap’m/)\p) e oo L0y - hk)p(xin,...,x';n) }os
m 1 m
S (g o/ By L (o LRI b R

cette derniére majoration étant justifiée par l'hypothése ¢;9 ¢y € ¢ ou

par le théoréme 3. On en déduit que

1 m
P { sup (h, - h )(x nre-sX n) > A1
Xyseees Xy n,tl,...,tm i k tlA o3 th‘Jm

est majoré par
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(Ap,m/)\p) Jx(xl,..,xm; gl,..,gm)(q;i - %)p(gl,..,gm)u(dglg...@dgm)

qui tend vers o quand i, k — o et cela entrafne que Px x ~P-s.
l,.-o, m

™ ) uniformément en b < Lyr eee

h.(Xl yeees Xt ) converge vers h(X1 yoeesX
i‘tt t t t
1 m 1 m
t < cm quand i — 0o, ce qui prouve que ¢ € ¢ et donc que ¢ contient

m

. . X + m-1
toutes les fonctions ¢ bornées. Soit alors ¢[1og Q] € Ll(g(xl,..,xm);')u)
pour tout (xl,...,xm) € S. Posons ¢i = ¢ AN i et appelons & nouveau hi et
h les fonctions multi-harmoniques associées a ¢i et ¢. En procédant comme
dans la démonstration du théoréme 2, on prouve, au moyen de la premiére
inégalité du théoréme 1, que P -p.s. h.(xl ,...,Xm ) converge vers

Xyyeeer Xy it'ry T

<Th quand i = oo, ou

1 m . .
h(xrl,...,xr ) uniformément en Ty < Gys eee T

m
rl, r2, ees rm sont des rationnels > o. Les conclusions du théoréme

sont donc vraies pour h, puisqu'elles sont vraies pour chaque hi' d'apres
ce qu'on vient de démontrer. Il ne reste plus qu'a remarquer que, d'aprés

le théoréme 3, chaque h € H est associé & un ¢ tel que ¢[}og+¢]m-1 =

Ll(K(xl,...,xm; . )u) pour tout (xl,...,xm) € S.
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