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ETUDE PROBABILISTE D’UN PROBLEME DE DIRICHLET

par

R. Cairoli*)

BATTELLE INSTITUTE
Advanced Studies Center

GENEVE

1. INTRODUCTION

Dans son excellente thèse J.B. Walsh a abordé, d’un point

de vue probabiliste, l’étude d’un problème de Dirichlet pour fonc-

tions multi-surharmoniques. Nous allons reprendre ici ses idées

essentielles et ses méthodes afin de montrer comment formuler et

traiter un problème analogue dans le cadre d’une axiomatique con-

venable. Les principaux résultats sont dus à J.B. Walsh et leur

transposition,1e plus souvent, ne présente de difficultés supplé-

mentaires que d’ordre technique.

2. PROCESSUS CONTINUS

Soient E un espace localement compact, non compact et à base

dénombrable, E03B4 = E~{03B4} son compactifié d’Alexandrov.

On dit qu’une trajectoire (application de E ~ est
continue et absorbée par a si l’ensemble despointsoù sa valeur est

à est de la forme [a, °° [, avec °°~ , et si elle est continue

en tout point de [o, a[.

*) Subventionné par le Fonds national suisse de la recherche
scientifique
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On dit qu’un processus stochastique, admettant [p~ ~ comme

ensemble des temps (ce qu’on ne précisera plus par la suite) et

à valeurs dans Eg est continu si toutes ses trajectoires sont

continues et absorbées par .

On désigne par 03A9 le sous-ensemble de (E03B4)[o, ~[ formé des
trajectoires continues et absorbées par 6~ par la restriction

à n de l’application coordonnée t~ par 3~ la tribu dans n engendrée

par les variables X s d’indice s ~ t et par 3~ la tribu engendrée par

la réunion des 3..
Un processus continu induit une probabilité P sur (~3~): on

appelle Xt, P) le processus canonique induit. Ainsi, la

donnée d’un processus continu équivaut à celle d’une probabilité

sur (n~ ~), Dans ce qui suit, on aura essentiellement à faire à

des processus canoniques. Par abus de langage, on les désignera, en

même temps que la probabilité qui les caractérise, par le symbole P.

Pour tout 03C9 ~ 03A9, X~(03C9) sera, par convention, égal à 6. Si A est

un sous-ensemble de E~ on dénotera par o le temps de sortie de (X.)
de A : = inf{t : t ~ la, Eg - A}. Lorsque A est un

ouverte c. est un temps d’arrêt relativement à (3~~). En effets
(o > f} = ~. A’}, où r parcourt t et les rationnels positifs

inférieurs à t et A’ une suite croissante d’ouverts d’adhérence

contenue dans A formant un recouvrement de A~ donc 3~. On
écrira X.~ plutôt que X~ ~ ~ pour désigner la variable 
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3. REPARTITIONS DE SORTIE ET FONCTIONS SURHARMONIQUES

On désigne par ~1, l’ensemble des ouverts non vides de E rela-

tivement compacts dans E et par  une base de la topologie de E
telle que  ~ .

Pour tout x E. E, on note respectivement les

ensembles {U: x x E G 

Si A est un sous-ensemble de E, on désigne par A et par 3 A

respectivement 1‘adhérence et la frontière de A dans E.

On appelle fonction numérique une fonction à valeurs dans

~-~, ~~ et fonction positive une fonction numérique o.

Par la suite, 11 sera souvent commode d’identifier une fonction

numérique définie dans un sous-ensemble de E à son prolongement par

la valeur zéro à Eg. Si le cas demande cette identification, elle

sera faite sans autre commentaire*

Définition 1. on dira qu’une famille de noyaux

sur E est une famille de répartitions de sortie (la justification

de cette appellation apparaîtra au paragraphe 5) si

(a) pour chaque G ~ 0~ x E E, E) = 1;

(b) pour chaque G ~ G~ la mesure n (x, .) est portée par aG

si x E G , elle est concentrée en x 

’ " a~ est alors nécessairement non vide.
(2) ’ ’ La propriété supplémentaire nana’ == pour tout couple

G, G’ d’éléments de Ç tel que G ~ G’, ferait de 
une famille de noyaux harmoniques telle qu’elle a été ~

définie dans [2] (p. 8-04 et 8-37).



- 37 -

Pour chaque G, n induit de manière naturelle un noyau sur

chaque ouvert V de E contenant ~L Ce noyau sera noté par le même

symbole. Ainsi, f étant une fonction numérique dans V~ universelle-

ment mesurable et localement minorée, Gf désignera la fonction
obtenue en appliquant le noyau induit à f.

Définition 2. Soient ~ 
une famille de répartitions de

sortie et V un ouvert de E. Une fonction numérique f~ définie dans

V~ sera dite surharmonique dans V si

(a) f(x) > - m pour tout x ~V;

(b) f est semi-continue intérieurement (s.c.i.)~

(c) f(x) pour tout tel que G’d V et tout x ~.V.

On dira que f est sousharmonique dans V si -f est surharmonique

dans V. Une fonction qui est en même temps surharmonique et sous-

harmonique dans V sera dite harmonique dans V.

Il est clair que les fonctions surharmoniques dans V forment

un cône convexe semi-réticulé inférieurement, qui contient les

fonctions constantes et qui est stable par rapport aux passages à la

limite croissants.

On dit qu’un noyau borné N sur E est fortement fellérien dans

l’ouvert VC E, si la fonction Nf est continue dans V pour toute

fonction borélienne bornée f dans E ([2]~ p. 8-12) ~ B

"~ Le suffixe G &#x26;G sera désormais omis.
~ (4) ~ Nf est alors continue dans V pour toute fonction numérique f

dans E~ universellement mesurable et bornée ([2]~ p~ 8-46).
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Si n~ est fortement fellérien dans G pour chaque G, on dira

que (n ) est une famille fortement fellérienne de répartitions de

sortie.

Si la famille est fortement fellérienne, on peut définir,

de manière équivalente, les fonctions harmoniques dans V comme les

fonctions numériques f dans V~ universellement mesurables et locale-

ment bornées telles que = f(x) pour tout x 6 V et tout G~G
avec GCV.

Proposition 1. Supposons que soit fortement fellérienne.

Soit f une fonction numérique dans un ouvert universellement

mesurable et localement minorée. Pour que f soit surharmonique dans

V~ il faut alors et il suffit que

(a) 1 f(x) pour tout tel que G dV et tout x e V;

(b) G e ~(xL G’C.V} = f(x) pour tout x  V.

En effet, x étant un point dans V~ ces deux conditions en-

traînent Inégalité G E Q(x), G ~ V} = f(y) pour tout

y ev. Comme chaque terme Gf est au point x, il s’ensuit que

f est s.e.!. au point x. La fonction f est donc surharmonique dans

v. Réciproquement, cette propriété entraîne d’abord que f est limite

d’une suite croissante (f ) de fonctions continues finies dans V.

Si donc (G ) désigne une suite d’éléments de ~(x) telle que G décroît

vers {x} et Gl ~ V, on a f(x) ~ lim inf n f(x) car, pour chaque m,
- ~ " 

n ~ ~ n

lim n f (x) = f (x)~ en raison de la continuité de f . Grâce à (a),
n ~ ~

cette inégalité entraîne (b).
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4. RECOLLEMENT ET TRANSLATION CONDITIONNELLE

Sur les processus continus que l’on rencontrera par la suite,

des opérations de deux types seront souvent effectuées, l’une de

recollement et l’autre de translation eonditionnelle.

Recollement. Soient P un processus continu, o un temps d’arrêt (5)

et (P03C9)03C9 ~ 03A9 une famille de processus continus satisfaisant aux eon-

ditions suivantes, dites conditions de recollement relatives à P, Q:

(a) pour chaque F E F, l’application 03C9~P03C9(F) est mesurable

pour P;

(b) = } = 1 pour P-presque tout ~.

On exprimera souvent la condition (a) en disant que est

mesurable pour P. En outre, on dira que est mesurable si l’appli-

cation figurant dans cette condition est mesurable.

Pour chaque t E ~o, °° ~, ( W ‘ , ~" ) E, n X n, M E ~ ~ ~ on po se

sf Xa(w~~ ~ 
t(03C9’, 03C9") = 

Xt - 03C3( 03C9’ ) ( W" ) ou 
si 

= Xo(03C9" ) et t ~ Q(w’) ;Si X03C3(03C9’) = Xo(03C9") et t > 03C3(03C9’) ;

( M ) j ~ P 03C9) (M )dP ( W ) .

Le processus (n X ~, X~, P) ainsi défini est manifestement continu.
Le processus canonique  qu’il induit sera appelé processus recollé
de P et (PW) au temps Q. On le désignera parfois par la notation dé-

taillée R03C3(P,(P03C9)). Il jouit des propriétés suivantes:

(5) Relativement à ( Ft), ce qu’on ne précisera plus par la suite.
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(R.a) P(F) = P(F) pour tout F E F03C3, ce qui revient à dire que
~ 

les processus (n, P) et (n, P) sont équivalents;

(R.b) = ~ pour tout F 6 ~ ~~
(R.c) ~(H = f P~(F)dP(~), pour tout H 6 3~, F ~ ~.

H 

En effet, en vertu d’un théorème de Ph. Courrège et P. Priouret

([3]. corollaire 1, p. 252). ~)")) = a(~’). En outre, N

désignant l’ensemble t(~’, ~"): X~(~’) ~ X~(~")}, on a P(N) = o, en
raison de (b). A l’aide de ces deux résultats on va démontrer (R.c)

qui, de manière évidente, entraîne (R.a) et (R.b). Il suffit de con-

sidérer de la forme ~* 0 et des

F de la forme ~B’} n ... n ~ où B,, .... B . B’, ....

B’ sont des sous-ensembles boréliens de E03B4 et o  t  ...  tn,

o  t’  ...  t’. Grâce au premier résultat auxiliaire, on vérifie

alors sans peine que, pour tout (03C9’, 03C9")  N, on a .(03C9’, 03C9") ~ 

si et seulement si (~’~ ~") ~ H x F. Cela entraîne~ en vertu du second

résultat auxiliaire, ~(H n = F) == ~H ~ ~~.

~ ~ (et) dénote la famille des opérateurs de translation. On rappelle
la convention o~(~) = ~., où ~. désigne la trajectoire de valeur
constante égale à 6.

~’ Il convient de remarquer que les fonctions aléatoires et
ne sont en général pas conditionnellement indépendantes

par rapport à P, X~ étant donnée. Pour qu’il en soit ainsi, il
suffirait de remplacer, dans la définition de P, par ?S~ Pf
désignant une version régulière de la probabilité conditionnelle
Pt |X03C3} (voir note (8)). Le processus canonique induit par 
modifié vérifie encore (R.a)20142014(R*c) et pourrait servir, aussi
bien que l’autre, de définition de processus recollé.



- 41 -

Translation conditionnelle. Considérons à nouveau un processus

continu P et un temps d’arrêt o~ Appelons ~ la tribu engendrée par

X et P la complétée de  pour la restriction de P à . Pour

chaque 03C9, soit P le processus canonique induit par (03A9, X03C3+t, P03C303C9), P03C3.
désignant une version régulière de la probabilité conditionnelle

P( |} (8). La famille (P03C9)03C9 ~ 03A9 ainsi définie sera notée et

appelée processus translaté conditionnel de P relatif à o~ Cette

famille jouit des propriétés suivantes:

(T.a) l’application ~’2014~ P (F) est mesurable par rapport à

pour tout F 6~;

(T.b) l’application ~’2014~ P (X == X (~)} est mesurable par rapport
à P et sa valeur est 1 

(T.o) P(H H == J pour tout H ~.~, F C3r.

On a, en effet, P03C9(F) == P03C303C9(03B8-103C3F) pour tout 03C9 et tout F ~ .

(T.a) et (T.c) sont donc évidentes. En outre, quel que soit 03C9,

X~(~)) == P~(H~)~ où H désigne l’ensemble t(~~ ~’): X~(~) ==

== X 03C3(03C9’)}. Or, il est facile de voir que, si M est un élément de la

tribu  ~ , P (M03C9), en tant que fonction de 03C9, est mesurable par

rapport à P et P03C303C9(M03C9) == 03C9) P-p*s. Cela entraîne (T.b),

puisque H appartient 0 .

(8) Pour chaque 03C9, P03C303C9 est une probabilité sur (03A9, F); pour chaque p
F ~ 3~~ l’application P~(F) est mesurable par rapport à ~ ;
enfin, HP03C303C9(F)dP(03C9) == P(F H H), quels que soient et
H &#x26;’K (voir l’appendice 1).
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5. REALISATIONS, SYSTEMES STABLES ASSOCIES A UN OUVERT

Soit (1tG) une famille de répartitions de sortie.

Définition 3. On dira qu’une famille de processus continus

(PX)G ce est une réalisation de si, 

’

(a) quel que soit x E E, = x} = 1 pour tout G ~ G (x);
(b) x ~ PX(F) est une fonction borélienne dans G, pour tout

G E C~,, F E ~;

(c) quel que B~ - B) pour tout

borélien B C E et tout G E C~. (x) e

On exprime la condition (a), pour un processus continu, en

disant que le processus part de x. La condition (c) signifie que

est 1a répartition du processus PX au sortir de G.
Dorénavant, on supposera que (G) vérifie la condition suivante:
(E) pour chaque G E C~., les mesures appartenant à la famille

{G(x,.); x E G} sont équivaientes (9).

Alors un ensemble de la tribu engendrée par négligeable

pour l’une quelconque des mesures appartenant à la famille

{PX: x E G}, est négligeable pour toutes.
soient donc (pX) (10) 

une réalisation de et U un élément

de ‘~.L, Désignons par T(x), x étant un point dans U~ l’ensemble c~es

C’est en quelque sorte une hypothèse d’ellipticité (voir [4],
paragraphe 5).

(10) Le suffixe G E G(x), x E E sera désormais omis.
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processus continus P partant de x tels que

(a) 
U 
~ ~U} = 1 ;

(b) P est localement équivalent à un processus PGx, cela signi-

fiant qu’il existe G avec G’c: U, tel que P(F) == P (F) pour
tout F ~ F03C3G.

On appellera système de processus continus associé à U tout

système § = ((x))x ~ U formé d’ensembles (x).

Définition 4. On dira que le système S est stable pour les

opérations de recollement et de translation conditionnelle ou, plus

succinctement, stable si

(a) quels que soient x ~ U~ G tel que G c U et la famille

(P03C9) mesurable pour P et telle que P03C9 C pour PGx-presque
tout ~ ~~. on a ~ 

(b) quels que soient x G U et P e S(x)~ P étant localement

équivalent à P~ on a ~ (P~ ~ e pour tout Y ~. G.

L’on remarquera que le processus recollé figurant dans (a) appar-

tient en tout cas à T(x)~ Cela résulte immédiatement de (R~a)~ (R.b)

et de la relation aU = a~ + 

L’on remarquera aussi que 1 ’opération de recollement effectuée

dans (b) a un sens et fournit un processus de T(y). En effet, diaprés

(T.a), si P03C9 dénote Isolément général de G03C3 
G 
(P) et  la tribu

engendrée par Inapplication ~~2014~ est mesurable par rapport

(11) (P03C9) satisfait donc aux conditions de recollement relatives à
PGx, 03C3G.
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à HP, donc, en vertu de l’équivalence locale de P et P et de
l’hypothèse (E), par rapport à Grâce au même raisonnement,

on déduit de (T.b) que P (X ° = X03C3G (03C9)} = 1 pour PGy-presque tout w.
(P) satisfait donc aux conditions de recollement relatives à

G

pS~ ~~~ ce qui prouve la première assertion. Pour démontrer la

seconde, on note d’abord que le processus récollé P qui y figure
est localement équivalent à P ~ d’après (R.a), et en outre, que (T.c)

y

et la relation OU = 03C3G + 03C3U(03B803C3G) entraînent l’égalité P (X e 3u} = 1

pour P-presque tout 03C9, donc, en raison de (T.a), de l’équivalence

locale et de l’hypothèse (E), pour PGy-presque tout 03C9. D’où, compte
j

tenu de (R.b), P 
r 

~ ~U} = 1.

Soit A un sous-ensemble borélien de au. On désigne par A)

l’ensemble des processus P 6 S(x) tels que P(X 6 A} == l et par S(A)

le système ((x, A))x ~ U.

Proposition 2. Si le système S est stable, il en est de même

de S(A).

Pour démontrer cette proposition, il n’y a qu’à utiliser les

raisonnements précédents faisant intervenir 3U~ en remplaçant toute-

fois 3U par A.

Définition 5. On dira que A ~ 3U est une frontière admissible

pour S si A est fermé et si, pour chaque x ~ U, l’ensemble A)

n’est pas vide.
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Il convient de remarquer (ï(x)) ~ .j est un système
stable et que, si U est par exemple connexe par arcs, tout point de

3U qui est l’extrémité d’un arc situé dans U est une frontière admis-

sible pour T* Ce système n’a toutefois aucun intérêt pour les objec-

tifs qu’on s’est assignés.

6. SOLUTION GENERALISEE ASSOCIEE A UNE DONNEE-FRONTIERE

Soient une famille de répartitions de sortie, fortement

fellérienne et vérifiant (E) et (P ) une réalisation de 
Soient en outre U un élément de un système stable de

processus continus associé à U~ A une frontière admissible pour S

et f une fonction numérique définie dans A~ borélienne et minorée.

Suivant Walsh, on va associer à y une fonction surharmonique

~ dont on étudiera ensuite le comportement à la frontière A, lorsque
~ est continue. Etant destinée à résoudre un problème de Dirichlet

convenablement posé, la fonction sera appelée solution généralisée
de Dirichlet. Sa valeur au point x ~ U est, par définition,

~(x) = sup f )dP.
’ 

P ~ (x, A) U

Théorème 1. La solution généralisée de Dirichlet 03A6A03C6 est une
fonction surharmonique dans U.

On démontre d’abord les deux lemmes suivants:
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Lemme 1. Soit G un élément de Ç(x) tel que G C U et soit f
une fonction numérique dans 03A9, minorée et mesurable par rapport à

PGx, où de désigne la tribu engendrée par Alors [ f dpG, en
tant que fonction de y 6. G, est 

On peut supposer que f est bornée. Si f est mesurable par rapport

à ~~ il existe une fonction borélienne bornée g dans Eg telle que
r = Alors  r dPGy = et la conclusion du lemme est une

conséquence de la fellérénéité forte des répartitions de sortie. Si

f est seulement mesurable par rapport à PGx, il existe deux fonctions

bornées f’ et f"~ mesurables par rapport à ~~ telles que f ~ f"

et que  f’ dPGx =  f" dPGx. Mais en raison de l’hypothèse (E), cette

égalité a encore lieu si l’on remplace x par n’importe quel point

y ~ G~ On retrouve donc la situation précédente*

Lemme 2. Soit B un sous-ensemble borélien de U et h une fonction

numérique continue définie dans B. Pour chaque x ~ B soit en outre P
un processus continu tel que

(a) P~ A);

(b) h(x)  ~ 
L’on peut alors choisir P.~ pour chaque x ~ B~ de telle manière que

les conditions (a) et (b) soient encore satisfaites et qu’en plus,

soit une application borélienne pour tout F 

Fixons pour l’instant et supposons que P est localement
y

équivalent à P . Le système S étant supposé stable, P’ = 
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S(x, A) pour tout x E G. En outre, en raison de (R.b)

et du fait que QU + 

J’ f dP~

pour tout x où f dénote la fonction dont la valeur au point ~

est  f(Xo PW désignant l’élément général de PG 03C3 G (P Y ). Cette

fonction est minorée et mesurable par rapport à HPGy 9, donc en vertu

du lemme 1, j est s. c.i. en tant que fonction de x E G.

D’autre part, (R.b), (T.a), l’équivalence locale de P et PGy et (T.c)

entraînent les relations J h(y). Il existe

donc un voisinage V de y tel que J )dP’ > h(x) pour tout

x E V f1 B. En outre, pour chaque F PX (F ), en tant que fonction
de x E G, est borélienne. En effet, si F est de la forme particu-

lière H n où H E, et F ~ , on a, d’après (R.c),

n et l’assertion résulte en utilisant

successivement (T.a), l’équivalence de P et PGy, l’hypothèse (E) et

la propriété (b) d’une réalisation. Dans le cas général, il suffit

de remarquer que les F de la forme particulière engendrent 3 (E3~
p. 261). On a ainsi défini P’ pour x E V n B de telle manière que
les conditions du lemme soient remplies. En faisant parcourir à y

l’ensemble B, on obtient un recouvrement de B par des ensembles V.

L’espace E ayant une base dénombrable, une infinité dénombrable de

ces ensembles recouvre B. Il est donc possible de construire une

partition dénombrable de B constituée par des sous-ensembles boré-
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liens d’ensembles V~ On peut alors définir P~ pour ayant

les propriétés requises, en utilisant, dans chaque ensemble de la

partition, l’une quelconque des définitions locales ayant ces mêmes

propriétés.

Démonstration du théorème 1. On montre d’abord est

s.c.i.. Soient x ~ U et P &#x26; A). Alors P est localement équiva-

lent à un processus et donc, comme S est supposé stable,

Py = e S(y, A) pour tout y e G. Appelons fp la

fonction dans G dont la valeur au point y est  03C6(X03C3 )dP . D ’après° 

U y

la première partie de la démonstration du lemme 2, fp est s~c.i. et

f (x) = ~ En outre, par définition de ~ 
pour tout y ~ G, puisque P E A). Il résulte donc que la fonc-

tion 03A6A03C6 est s.c.i. au point x, car, en ce point, elle est la borne

supérieure des fp(x) lorsque P parcourt A). Cela établie il

reste seulement à démontrer que, G étant un élément de G tel que
’Gc: U et x un point dans G, on a Soit h une fonc-

tion numérique continue dans 3G telle que h(y)  ~(y) pour tout
Quel que soit y dans 3G~ il existe alors, par définition de

03A6A03C6(y), un processus P G A) (sans rapport avec le P du début)

tel que h(y) )dP . En vertu du lemme 2, on peut supposer

que P (F), en tant que fonction de y, est borélienne pour tout F ~ .
Y

Posons Pw = si 6 3G et P~ = e~ sinon~ ~ étant un

point quelconque dans n. La famille ainsi définie est alors

mesurable et P &#x26; A) pour PGx-presque tout 03C9. Comme § est
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supposé stable, P’x == R03C3G(PGx, (P03C9)) appartient à S(x, A), ce qui

entraîne, compte tenu de (R.b) et du fait que   03C6(X03C3U)dP03C9
pour PGx-presque tout 03C9,

~(x) i ~ = J 

- f J J h(XoG)dP.
En faisant parcourir à h une suite croissante, convergeant vers ~
dans 30~ ce qui est possible puisque ~ est dans U, on en

déduit que ~(x).

7. CONDITIONS DE REGULARITE DES POINTS-FRONTIERE

Les données étant celles du paragraphe précédente on introduit,

pour les points-frontière, deux différentes conditions de régularité.

Soit I(B) la fonction indicatrice de l’ensemble B:

Définition 6. On dira qu’un point a est régulier (resp. extrémal)

pour A si a ~ A et si pour tout voisinage V de a lim (x) - 1

(resp. lim inf 03A6AI (A - V)(x) = o) (12).

Il convient de remarquer qu’en général ces deux définitions

dépendent effectivement de la.frontière admissible A. On verra toute-

fois que l’une des deux hypothèses qui seront faites par la suite

(12) La justification du terme "extrémal" résultera des développements
ultérieurs de la théorie. Il apparaîtra aussi que la condition
d’extrémalité est équivalente à la condition définissant dans [5]
les points semi-réguliers.
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aura comme conséquence l’indépendance de la seconde du choix de la

frontière admissible.

On peut exprimer la condition d’extrémalité d’un point a pour A,

en disant que a appartient à A et qu’il existe, pour tout voisinage

V de a, une suite (x ) dans U tendant vers a de telle sorte que

= o. On voit alors immédiatement que l’ensemble

des points extrémaux pour A est fermé.

Théorème 2. Si a est un point régulier (resp. extréma~pour A,

alors lim inf 03A6A03C6(x) ~ f(a) (resp. lim pour toute

fonction 03C6 s.c.i. et à valeurs > - ~ (resp. s.c.s. ’ "’ et bornée).
Réciproquement, la première (resp. seconde) de ces inégalités

entraîne la régularité (resp. l’extrémalité) d’un point a si

elle a lieu pour toute fonction ~ continue et finie*

Supposons y à valeur > - ~ et finie au point a (on

procède de manière analogue dans le cas où = ~). Si e est un

nombre positif, il existe un voisinage V de a tel que f(a) - c

pour tout b 6 A n V. On a donc~ ~ désignant une constante finie

minorant ~

(~(a) - n V) + ~ - 

et. par conséquente

Wa) - ~) + ~ - . S ~.
Si a est un point régulier, le membre de gauche tend vers ~(a) - c

quand x 2014~ a. Comme e est arbitraire, on en déduit que

’ " s.c.s. signifie semi-continue supérieurement.
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~(a)  lim inf ~A(x). Réciproquement, si cette inégalité a lieu
‘P

pour toute fonction 03C6 continue et finie, a est régulier, sinon il

existerait un voisinage V de a tel que lim inf V)(x)  1 et
alors on aurait lim inf 03A6A03C6(x)  f(a) pour toute fonction f continue

’

et finie telle que I(A n V) et c~(a) - 1. La partie du théorème

qui figure entre parenthèses se démontre de manière analogue.

Désignons par r(A) et s(A) les ensembles respectivement des

points réguliers et des points extrémaux pour A. Il est évident que,

si A’ f et A" sont deux frontières admissibles pour S telles que A’ t ci A",

alors r(A"). En choisissant convenablement U et en prenant

pour S le système T, on constate qu’en général r(A) n’est pas un

sous-ensemble de s(A). Pour s’assurer que s(A) n’est pas nécessaire-

ment contenu dans r(A), on considère l’exemple suivant: E est

l’espace 2), C~. la famille P~ le processus PX du
mouvement brownien partant de x, la répartition de sortie

de ce processus de G, A la frontière 3U et S(x) l’ensemble consti-

tué par le seul processus Px. Le système S ainsi défini est stable,
en vertu de la propriété de Markov forte, et 3U est admissible pour

S. En = j 03C6(X03C3U)dPx, donc 03A6~U03C6 est la solution généra-
lisée du problème de Dirichlet relatif à 03C6 et, par conséquent, r(aU)
est l’ensemble des points réguliers au sens classique. On remarque

alors qu’il existe des U ayant des points-frontière extrémaux non

réguliers.
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8. HYPOTHESES A ET A ~ CHOIX D’UN SYSTEME STABLE

Dans ce qui précède, aucun élément n’est ressorti qui laisse

prévoir quelque avantage dans le choix de l’un plutôt que d’un

autre système stable auquel sont associées les solutions généralisées

~. Il n’en pouvait être, d’ailleurs, autrement. Aucun de ces systèmes,

sauf peut-être le système trivial T~ ne joue un rôle distinct. Ce

n’est qu’après l’introduction des deux prochaines hypothèses qu’un

choix s’impose tout naturellement. Et c’est grâce à ce choix qu’on

va pouvoir poursuivre la théorie et, en particulier, formuler et

traiter un problème de Dirichlet analogue à celui qui à été étudié

par Bremermann dans [6] et contenant, comme cas particulier, le prob-

lème de Dirichlet pour fonctions multi-surharmoniques, tel qu’il a

été formulé et étudié par Walsh dans sa thèse.

Quant aux hypothèses annoncées, on peut dire d’avance que la

première est de nature à garantir une richesse suffisante de fonctions

surharmoniques continues tandis que la seconde va permettre l’emploi

de la théorie des martingales (14).
Soient donc une famille de répartitions de sortie, fortement

fellérienne et vérifiant (E) et (PGx) une réalisation de 

Afin d’exclure des situations indésirables, comme c’est le cas

lorsqu’il n’existe pas de trajectoires continues issues de l’intérieur

d’un ensemble U et6 et rencontrant la frontière 3U~ on exige désormais

de la réalisation (P ) qu’elle satisfasse, outre aux conditions (a),

voir les travaux fondamentaux de Doob [7]~ [8]~ [9]~



- 53 -

(b) et (c) de la définition 3. à la condition supplémentaire suivante:

(d) quel que soit x ~ E,  = 1 pour tout 

U ~U(x).

Cette condition exprime que S est un point adhérent à PGx-presque
toute trajectoire lorsque quels que soient x ~E

([2], p. 8-08).

Par la suite, le terme surmartingale sera utilisé exclusivement

pour dénommer les surmartingales ayant presque toutes les trajec-

toires continues à droite. Signalons que seule la partie négative

de chaque variable aléatoire sera supposée intégrable.

Les deux conditions suivantes sont. supposées remplies:

Pour tout U ~ TjL et,tout couple x, y de points différents

dans U, il existe deux fonctions surharmoniques continues f et g dans

U telles que f(x)  f(y) et g(x) > g(y).

Pour tout x &#x26; E, tout G et toute fonction surhar-

monique f dans un voisinage de G, (f(XGt), t, P ) est une surmartin-
gaie (15) (16) (17).

~S) cf. [9], P. 76.
~ /-,/~B ~ La continuité à droite p.s., implicite dans la définition de sur-

martingale que l’on a adoptée, a été introduite afin de pouvoir
appliquer le théorème d’arrêt de Doob. On peut démontrer que, si
ce théorème supplique au triplet figurant dans (Ag)~ presque
toutes les trajectoires sont continues à droite, On remarque, en
outre, que le triplet est une surmartingale si et seulement si

(17) En remplaçant dans l’énoncé "fonction surharmonique" par "fonction
surharmonique bornée", on obtient une condition équivalente (voir
[10]. p. 135).
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L’hypothèse est par exemple vérifiée si, pour chaque U 6t~

les fonctions harmoniques dans U séparent les points de U. Diaprés

(A~)~ les fonctions surharmoniques dans un ouvert Vc E sont exacte-

ment les fonctions numériques s.c.i. f > -oo telles que (f(XGt), t, PGx)
est une surmartingale pour tout x ~V et tout G ~ Ç(x) avec G ~ V.

On choisit maintenant un ensemble U dans U et on le retient

pour toute la suite. A cet ensemble on associe le système T défini

au paragraphe 5.

Si x est un point dans U~ f une fonction surharmonique dans U et

a un temps d’arrêt, on désigne par Mf03C3(x) l’ensemble des processus
continus P partant de x et jouissant des deux propriétés suivantes:

(a) 
u 
6 au} = 1, autrement dit  o~} = l;

(b) (~(X~~~)~ 3L~ P) est une surmartingale pour tout ouvert U’
tel que 

Il est clair que, compte tenu de (a), la surmartingale figurant

dans (b) se prolonge, par l’adjonction de la variable à l’infini

f(XU’03C3), en une surmartingale admettant [o, ~] comme ensemble des temps.

Il est clair aussi que si P appartient à M(x)~ alors, désignant

la tribu )) ~~~~ on as>t s ~ ~

~(X~Ao)~ P-p. s., pour tout couple S, T

de temps d’arrêt relativement à (TC.) tel que S  T et tout ouvert U’
tel que U~T u.
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Réciproquement, si P est un processus continu partant de x et

vérifiant (TA)~ alors P vérifie (b) (l’appendice 2 contient une démon-

stration de cette proposition).

On désigne par M (x) l’intersection des M ~ f parcourant l’ensemble

des fonctions surharmoniques dans U, et par S(x) l’ensemble 

Manifestement, M (x) est l’intersection des M03C3U’ (x), U’ parcou-

rant les ouverts tels que U’ci U. On signale, en outre, que PGx ~ 

pour tout G ~ C(x) tel que G ~ U, ce qui est une conséquence de (A?).
Il ne sera désormais question que du système S ==(s(x)) ~ ~

ainsi défini. Une frontière admissible pour S sera appelée simplement

frontière admissible.

Cela étant dit, on passe à la démonstration de deux lemmes qui

serviront, entre autre, à établir la stabilité de S et l’admissibilité

de U.

Lemme 4.Soient x un point dans U~ f une fonction surharmonique

dans U, p et a deux temps d’arrêt et P un processus de Soit en

outre (P ) une famille satisfaisant aux conditions de recollement
relatives à P, p et telle que P 6 M (x (~)) pour P-presque tout
~ 6 (p  (P~)) ~ où r = p + a(6 ).

Soit P le processus recollé figurant dans l’énoncé. C’est un

processus qui part de x. En outre, comme p + = Ou sur (p  oU},
on a~ compte tenu de (R.c)~
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== = }

et~ du fait que p} appartient à ~ ~ compte tenu
de (R.a)~ 

p}) = 

ce qui montre que P ~3U}= 1. Il reste à vérifier (TA). A cet

effet, on considère un ouvert U’ d’adhérence contenue dans U~ un

couple S~ T de temps d’arrêt relativement à (~.) tel que S i T et
un ensemble F appartenant à 3~c et on montre que

(~ 

On traitera successivement les cas où F n {p  S} et F n (S  p}

remplacent F dans (l). Pour établir le premier cas, il suffit de

prouver H désignant la relation

(l) a lieu pour H 0 F à la place de F puisque, manifestement, elle

a lieu pour p}. D’après le théorème 5~3 dans [3]~
il existe une fonction positive S (resp. T) dans ~ x ~~ de valeur in-

finie sur ((~ ~’): X (~) ~ X (~’))~ mesurable par rapport à ~ ~(~

et telle que , pour chaque ~ = + (resp.

p(w)v T(w) = p(w) + T(w, 0 ~)) et l’application ~’2014~ S(w, w’) (resp.

est un temps d’arrêt relativement à (T~~). On remar-
quera qu’on doit avoir ~ ~ ~ puisque S ~ T~ par hypothèse. D’après

le corollaire 5.5 dans il existe une fonction positive g dans
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Q x Q, mesurable par rapport à  ~  et telle que, pour chaque w,

I(F)(w) = g(w, o w) et l’application w’- g(w, w’ ) est mesurable
P

Par rapport à >»w; > . Or, L étant Une fonction numérique positive

dans Q x Q, posons

W ’ ) "’ I (H ) ( W )S ( W, ~ , ’ ~ ( W ’ )) .

si Lest mesurable par rapport à Ô © Ô, il en est de même de la
P

fonction h ainsi définie, puisque {03C1 ~ Sl et par conséquent H appar-

tiennent à % , ce qui est facile à vérifier. Dans ce cas, on a, en
P

vertu de (R . c ) ,

 z > 1 rr 1 dP  w > 1 w t > àP w w t > .

Dans le cas particulier L = S, on a, compte tenu de la définition de

Ô et du fait que p 1 S et p  m sur H,

= P ~ ~ ~ ~~ ~ ’ ~ ~ ~ ~~
~~ ~ 

" I (H n F ) ( W ) f (# ~~ ~ ( W ) ) ,
puisque, sur l P  

~~ ~ P ~ ~ ’ ~ OU’ = ~~ ~ ° ~ ~ p ~ ~ p ~ ~ ~ P

pour tout u e [o, m], ce qui est facile à vérifier, en utilisant

l’égalité P + aut °p> = oU’, vraie sur iP  03C3U’}. De même, on a

4 > h, w, = I H n F >  w > f (4 
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Grâce à la formule intégrale (2) et aux pro,priétés de S, T et g en

tant que fonctions de m’, on obtient, du fait que P appartient à
w

f03C3(X03C1(03C9)) pour P-presque tout w 6 H,

j (XU’ T(03C9,.) n 

# ~ j 
H 

~~dPw~‘~’~ j >

ce qui établit le premier cas, en vertu de ’()) et (~). Passons à la

démonstration du second cas. Puisque P appartient à on a

F ~ {S  03C1}f(XU’T03C1)dP ~ F ~ {S  03C1}f(XU’S03C1)dP.

Il est en outre facile de vérifier que F (~ ~S  p? appartient à % P
et que f (XS ~~ P) et P) sont mesurables par ‘~P, ce qui.

permet, en vertu de (R.a), de remplacer P par Pr dans les deux membres.

Compte tenu du fait que S ~ p = S n T sur ~S  p }, tout revient donc

à démontrer que

(5) 
F n {s j  03C1}f (XU’T03C4)dPr  

F n {S  03C1}f (XU’T03C1)dPr.
Le premier cas (déjà établi) appliqué au couple de temps d’arrêt p et

p v (T n T) montre que la relation (5 ) a lieu pour F fl tS  p } rl { p  T }

à la place de F fl ~S  p ~, car, sur ~p ‘ on a p = T n p et p v t) _
- T n r. Il est en outre clair que (5) a également lieu pour F(1{T  p

à la place de F ~ {S  Le lemme est donc démontré.
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Lemme 5’ Soient x un point dans U~ (a ) une suite de temps
d’arrêt croissant vers o ~ o et (P ) une suite de processus continus
telle que, pour chaque n, P 6 M (x) et P (F) == P (F) quels que

soient F 6 03C3m et m  n. Alors il existe un processus continu P tel

que P{03C3U  03C3E} = 1 et que P(F) = Pn(F) pour tout F ~ 03C3n, quel que

soit n. En outre, P ~M (x) pour tout temps d’arrêt 03C4 ~ o tel que
ce 2014 ~ 2014

T  o P-p . s . sur ft {o~  o}.

Soit (P-) le système projectif défini par la relation P..(B) ==

" 

~~t~Aa ~’~~n ~~ ) ~ B},
où J = {tll, ..., tlmn,.. .., tnl, ..., t_ } et B est un sous-ensemble
borélien du produit cartésien E . Ecrivons  pour {o  a } et indiquonso E

par ^ les restrictionset les traces sur n. D’après le théorème sur les

limites projectives, il existe une probabilité P’ sur la tribu ’

engendrée par la réunion des 3~ 
n 

telle que P’(F) = P (F) pour tout
F 6~ ~ quel que soit n~ Soit P" le processus canonique induit par

n

le processus continu (, ’, t03C3, P’). En faisant appel au théorème

cité au paragraphe 4 après l’énoncé de (R.c), il est facile de montrer

que, quel que soit n, P"(F) = P (F) pour tout F ~ 03C3
n 

et que P"() = 1.
Considérons une partition borélienne (B ) de U, telle que B C: G ~Qn n n 

pour tout n, et posons P~ = P~((o) Si ~n~ ~ ~ ~~ ~~ *’*~ et

P~ = e~~ si U~ M~ désignant la trajectoire de valeur constante

égale à X~(h)). La famille (P~) ainsi définie remplit les conditions de
recollement relatives à P"~ o. On peut donc former le processus P~ re-
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collé de P" et de la famille (P ) en a. Ce processus répond à la

question. En effet, il jouit des propriétés énoncées dans la première

partie de la conclusion du lemme. En outre, si r satisfait aux condi-

tions de la seconde partie, P appartient à M (x)~ ce qui se démontre

de la manière suivante : soit F 
n 

(resp. F ) l’ensemble des 03C9 tels que

fX(U’t03C3n(03C9)) (resp. f(XU’t03C4(03C9)), en tant que fonction de t, n’est

pas continue à droite; f et U’ désignant respectivement une fonction

surharmonique dans U et un ouvert tel que U’d U. Comme P 
n 

appartient

à M (x), F03C3 est négligeable pour P, car F03C3 est un élément de P03C3n
n n n

négligeable pour P 
n 

(voir l’appendice 2) et P 
n 

coïncide avec P sur

En outre, F n (r ~ a ce qui est facile à vérifier, donc
n T - n n ce

F est négligeable pour P, puisque = l~ par hypothèse.
T 

, 
n=l "

Les trajectoires sont donc P-presque toutes continues à

droite et il reste à prouver l’inégalité des surmartingales. A cet

effet, on peut admettre que f est majorée et on considère un couple s,

t tel que o .stet un ensemble F ~ S03C4. Il est facile de voir que

H = F n {s Aï  S A o } est un élément de , de sorte que
n = n SA T

n 

,.n.. 
~i n

car P coïncide avec P 
n 

sur TL 
n 

et Pn appartient à M. (x). En faisant
tendre n vers l’infini, H 

n 
et ._J tendent P-p.s. respective-

ment vers F et vers f(XUu03C4), pour tout u ~ o, et l ’inégalité précé-

dente entraîne
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if(x§’ f(x§’ ) dP ,
F ~? F A~

pour tout FG Ô ,donc pour tout F 6$ , ce qui achève la démon-s Ar s

stration.

Théorème 5. Le système S est stable.

En effet, une application du lemme 4 Pour P = 03C3G et a = Ou montre

que la condition (a) de la définition 4 est remplie. Il faut seule-

ment remarquer que P£ appartient à Ma (x), que  est dans ce cas oux ~ 

G
et que le processus recollé est, d’après (R.a), localement équivalent

à P£. Pour montrer que (b) de la même définition est aussi satisfaite,

on considère un point x dans U, un processus P G S(x), que l’on sup-
pose localement équivalent à P£, un point y dans G et une fonction
sur harmo ni que f dans U. On désigne par P03C9 l’élément général de 03C3G (P).

Ù~ 1 
0n rappelle que P 

’ 
(F) = P 

’ (8~ ~G F), pour tout w et tout F G3 (voir le

paragraphe 4). Il suffit de prouver que P appartient à Mf (X (w)) pour""U "G
PG-presque tout w, car le raisonnement utilisé pour établir (a) permetY

alors de conclure. 0n sait déjà (voir la seconde remarque suivant la

définition 4) que, pour chaque w en dehors d’un ensemble M, négligeable

pour PGV, P est un processus continu partant de X (w) et tel queY W "G
P 

03C9 {X03C3U U 
~ ~U} = 1. Il reste donc à démontrer qu’il existe un ensemble N,

négligeable pour PGy, tel qu’on ait, si w # MUN,

(1 ) ’ F f(XU’T) dP03C9 ~ F f(XU’S) dPw,
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pour tout couple s, T de temps d ’arrêt relativement à (t) tei que
S à T, tout F ~ S et tout ouvert U ’ avec U’ U, ou, ce qui revient

au même, pour tout U’ appartenant à une suite croissante (v. ) d’ou-
n

verts contenant G, d’adhérence contenue dans U et dont la réunion

est U. Par hypothèse, P-presque toutes les trajectoires de (f(X# ’))
sont continues à droite. Il s’ensuit, en vertu de l’équivalence la-

cale 

de 
P et et de l ’hypothèse , (E), que ces mêmes trajectoires

sont P03C3G03C9-presque toutes continues a droite, pour chaque w en dehors

d’un ensemble N’ négligeable pour PG. Supposons d’avoir pu montrer
Y

qu’il existe un ensemble N", négligeable pour PG, tel qu’on ait, si
Y

w # M U N",

( 2 ) j f (#p ( 8 g ) ) dP 03C3G03C9 ~ j 8 g ) )dP 03C3G03C9,

pour tout couple r, r’ de rationnels tel que o 1 r  r’, tout F ~ r
et tout n. Posons N = N’ U N". Alors (f(In(0u G )), t, P§G) est une
surmartingale Pour chaque W É MUN et chaque n, où slt désigne la
tribu fl 03B8-103C3S. Par conséquent, si s, T est un couple de temps d’arrêt

s>t G

relativement à (t), tei que S i T, et si F est un ensemble dans %s,
on a, pour w % M UN et tout n,

f(XUnT(03B803C3G))dP03C3G03C9 ~ f(XUnS(03B803C3G))dP03C3G03C9,
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car et sont des temps d’arrêt relativement à (t)
et appartient à ce qui est facile à vérifier. Mais

cette dernière inégalité est équivalente à (l). Prouvons donc la

supposition. Comme P appartient à S(x)~ on a~ d’après le théorème

d’arrêt

f(XUnr’+03C3G)dP ~  f(XUnr+03C3G)dP,

où o  r  r’, F appartient à  et H à la tribu engendrée par X .~ ~ G
Compte tenu de l’égalité

~ ~ ’G~ ~ = 

"G"

vraie pour tout u ~ o~ cela donne

dP(03C9) f(XUnr’(03B803C3G))dP03C3G03C9 ~ dP(03C9) J 

Comme H est arbitraire, on en conclut, en tenant compte de l’équiva-

lence locale de P et P et de l’hypothèse (E), qu’il existe un en-

semble, dépendant de r, r’~ n, F et négligeable pour P~~ en dehors
y

duquel (2) a un sens et est vraie. Mais ~ est dénombrablement engendrée,

donc il existe un ensemble N" répondant à la question.

Théorème 4. 3U est une frontière admissible.
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Convenons d’appeler une famille de processus (P ) borélienne, .

si, pour chaque F ~ , Inapplication x ~ P (F) est borélienne.
Etant donne deux ouverts V et W d’adhérence contenue dans U et deux

familles boréliennes (PVx)x~V et (PWx)x~W telles que PVx ~ 03C3V(x)pour tout x ~ V et P ~ M (x) pour tout x ~ W, on va tout d’abord

montrer qu’il existe une famille borélienne (P ) ~V~W, dite
famille engendrée par les deux précédentes, telle que 

W 
6 M (x)

x -o~t
pour tout x GV UW et tout ouvert U’ d’adhérence contenue dans VU W

et telle que P~ ~(F) = P~(F) pour tout F et tout x 6 V. On
xx y

établira seulement l’existence de pour x ~ V, car une permu-

talion de V et W dans la démonstration fournira les 
~’~ d’indice

x appartenant à W - V. Posons o- = a , a~ = o + **’~

~2n+l = ~2n ~ ’V~~~ ~n+2 == ~2n+l ~ ’W~~n+1~ "~ ’ ~~ ’ ~
limite des a : il est clair que o = ~~ récurrence~ on va

définir pour chaque n une famille borélienne (Pnx)x~ y 
telle que

P~ ~ M (x) pour tout x ~ V. Par définition~ P est le processus P .
x ~~n x x

Si (Pnx)x~V a été déjà définie, on pose Pn+1x = ’la (Pnx, (P03C9)), où

(P ) est définie de la manière suivante: soit (B.) une partition de

U du type de celle qu’on a introduite dans la partie centrale de la

démonstration du lemme 5; alors, n étant pair (resp. impair), P~ =

= ~(~) ~~ ~ " ~(~)~ ~’ ~n~~ ~ ~ ~~ ~n~~ ~ ~~ ~ "
= P~i .~ si X~ (~) e B. - V X~ (u))e B. - W), i == 1, 2, ....

- ~an’~ ~ ~

et P = e si X03C3(03C9)~ U, où 03C9n désigne la trajectoire de valeur
~ n n ’ 
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constante égale à X03C3(03C9). La famille (Pn+1x)x~ y possède les pro-

priétés requises. En effet, la mesurabilité en x résulte en appli-

quant (R.c) (il faut rappeler que  est engendrée par les ensembles

de la forme H F) où H e ~ et F e~) et l’appartenance à
~n ~n 

~ 

M (x) en appliquant le lemme 4. Or, par construction même, P (F) ==

=~n+l 
= pour tout F 6~ ~ quels que soient x ~V et n. Une application

X ~~
du lemme 5 montre donc Inexistence d’une famille (P ) y répon-
dant à la question, car il est facile de voir que la mesurabilitë en

x subsiste au cours des opérations effectuées dans la première partie

de la démonstration de ce lemme. Cela établie on va prouver qu’il

existe une famille borélienne (P~)~ ~ ~ telle que P 6 M (x) pourX X ~ U X =03C3U
tout x ~U. Le théorème sera alors démontré car, pour avoir un pro-

cessus P appartenant à §(x)~ il suffit de considérer un G ~ Ç(x)
d’adhérence contenue dans U et de poser P = (P ~ (P ))~ où P =

G x 

== PX03C3G (03C9) si X03C3G ((je) ~ 3G et P = e sinon, 03C9o désignant un point quel-

conque dans 03A9. Ce processus P appartient à 03C3U(x), en raison de (A2)
et du lemme 4, et est localement équivalent à P . Il appartient donc

à S(x). Soient (G ) et (V ) deux suites d’ensembles ouverts telles que
V d G d U et G 6C pour tout n et que la réunion des V n soit
U. Par récurrence, on définit pour chaque n un ouvert U contenant

.,. U V et une famille (Pnx)x~ rr 
telle que 

pour U . On pose U- = G. et Plx = PGlx. Alors P 6 ML (x)

pour Ul, en vertu de (A2). Si U et (P ) G Un ont été
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définis, on choisit U -. de telle manière que V- U ... U Vn+l c u .c
C: G- et on définit comme étant la

restriction à U 
., 

de la famille borélienne 
., n ,,- n+l 

en-

gendrée par (Pnx)x~Un rr 
et (première partie de la

démonstration). A ce pointa on pose a == u 
l ,, ... 

La suite (a )

est croissante et converge vers oU. En outre, pour x dans V- U ... U Vm,

(P~) est, par construction même, de telle nature que P~ e et

que P~ (F) = P~(F) pour tout F quel que soit n ~ m~ Une appli-

cation du lemme 5 montre donc l’existence d’une famille borélienne

e Vi u ... U V~ ~x ~ &#x26;u’~ ’"~ ~
et tout ouvert U~ d’adhérence contenue dans U~ donc telle que

P e pour tout x ~ Vl U Comme m est arbitraire, le

théorème est démontre.

9. INDEPENDANCE DE LA CONDITION D’EXTREMALITE DU CHOIX

DE LA FRONTIERE ADMISSIBLE

Voici d’abord deux lemmes.

Lemme 6. Soient a et x deux points différents respectivement

dans aU et dans U. Il existe alors un voisinage V de a~ un voisinage

W de x et un e > o tels que 6 Vl  1 - ~ pour tout P e 

quel que soit y e W n U ~ B

(18) (A1) intervient uniquement dans la démonstration de ce lemme,
dont la conclusion ne sera utilisée que sous une forme affaiblie:
celle que l’on obtient en remplaçant dans l’énoncé "pour tout P"
par "pour un P"*
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En effet, d’après (A~)~ il existe une fonction sousharmonique

f dans un voisinage de U~ continue, finie et telle que f(a}  f(x).

Pour un voisinage V de a on a donc a = sup f(y)  f(x). Posons
yeV

W = (f > (f(x)+a)/2) et e = (f(x)-a)/2(P-a)~ où P = su~ f(y). Alors
yeU

W est un voisinage de x, c > o et si y est un point dans Wn U et

P un élément de S(y)~ on a, en vertu du théorème d’arrêt et de la

continuité de f, (U ) désignant une suite croissante d’ouverts

d’adhérence contenue dans U et dont la réunion est U,

f(x) + 03B1 2  lim  f(X. )dP = f )dP 1
" 

" 

Un 
’ U

~ P{X03C3U ~ vl + 6(1 - ~ V}).

ce qui entraîne e V}  1 - e~

Lemme 7. Soient A et A’ deux frontières admissibles, a un point

dans 3U et V un voisinage de a. Il existe alors un voisinage V’ de a

et o tels que V) ~ 03C6A’I(A’ - V’).

En effet, pour chaque x 6 U - V il existe, en vertu du lemme 6,

un voisinage V de a~ un voisinage W de x et un e > o tels qu’on

ait ~ At - V } > c pour tout P~ quel que soit
"U x x =

y ~ W n U. L’ensemble U - V étant compacta un nombre fini W , ...,
x Xi

W d’ensembles W le recouvrent. Il en résulte, en posant V’ 
Xn x . 

j Xj
et c = min(e~ ~ ~.~ e ), que ~ A’ - V’} > c pour tout 

~1 ~n U

A’), quel que que

lim inf 03A6A’I(A’ - V’) (y) > ~ Pour V. Cela établie fixons

y-~ b ’ 
" 
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x ~ U, P ~ S(x, A) et posons f == 03A6A’I(A’ - V’). Considérons en outre
une suite croissante d’ouverts U d’adhérence contenue dans U et dont
la réunion est U. On a alors, compte tenu de l’inégalité qui précède,

~I{X03C3U ~ A - lim inf C A - lim inf ),

et donc, en vertu du lemme de Fatou et du théorème d’arrêt (f est sur-

harmonique d’après le théorème 1)~

~P{X03C3U ~ A - V} ~ lim inf f(X03C3Un)dP ~ lim f(X03C3Un)dP ~ f(x).

Comme x ~ U et P e A) sont arbitraires, on en conclut que

E~  -P

Théorème 5. Soient A et A’ deux frontières admissibles. Un point

est alors extrémal pour A s’il est extrémal pour A’.

Supposons que a est extrémal pour A’. Alors a appartient à A~

sinon il existe un voisinage V de a qui est disjoint de A et alors,

d’après le lemme 7 et du fait que t~, _ ~x = l, on a e ~ ~B
pour un e > o et pour un voisinage V’ de a, ce qui contredit l’extré-

malité de a pour A’. Une seconde application du lemme 7 montre que a

est extrémal pour A.

A la suite de ce théorème, il est permis de parler de points

extrémaux sans référence à une frontière admissible quelconque.
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10. BARRIERES

La solution généralisée de Dirichlet 03A6A03C6 est minimale au sens
suivant:

Théorème 6. Soit f surharmonique dans U~ minorée et telle que

lim inf f(x) ~ pour tout a ~ A. Alors f ~ 
x -~ a 

" T

Soient en effet x un point dans U~ P un élément de A) et

(U ) une suite croissante d’ouverts d’adhérence contenue dans U et
dont la réunion est U. On a alors~

lim inf f(X~ ) ~ lim inf ~(X~ ) 
Un y-~ X~ 

U 

" 

U

donc, en raison du théorème d’arrêt et du lemme de Fatou,

f(x) i lim f )dP I f lim inf - ~ U~ 
- 

~ 
n -~ ~ U~ ~ U

Comme x e U et P 6 S(x, A) sont arbitraires, on en conclut que f ~ 03A6A03C6.
Le théorème suivant caractérise les points extrémaux par la

notion de barrière .

Définition 8. Une fonction surharmonique f dans U est dite

barrière en a G 3U si 
’

a) lim inf f(x) = o;
x -~ a

b) inf f(x) > o pour tout voisinage V de a ~9~
x ~ U - V

~~ Cf . [i], [5]. [il].
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Théorème 7. Pour que a ~ 3U soit extrémal il faut et il suffit

qu’il existe une barrière en a~ ~.

Soit en effet a extrémal et soit ~ une fonction numérique continue

et finie dans 3U telle que f(a) = o et > o pour tout b / a. En

vertu du théorème 2, lim inf = o. En outre, V étant un voisinage
x + a r

de a, il existe, diaprés la première partie de la démonstration du

lemme 7, un voisinage V’ de a et un e > o tels qu’on ait ~3U-V’}>e

pour tout P ~ S(x), quel que soit xe U - V. Soit a > o une constante

minorant p dans 3U - V’. On a alors, pour tout x e U - V, P désignant

un élément de S(x),

f (x) ~ 03C6(X03C3U)dP ~ 03B1P{X03C3U ~ ~U - = a£,

ce qui démontre que 03A6~U03C6 est une barrière en a. Inversement, si f est

une barrière en ce point, il existe une constante a > o telle que

lim inf a pour tout beau - V, où V est un voisinage de a.
x + b 

D’après le théorème 6, f ~ 03B103A6~UT(~U - V), 
donc lim inf 03A6~UI(~U - V) (x) = o.

Comme V est arbitraire, cela montre que a est extrémal.

Il. PLUS PETITE FRONTIERE ADMISSIBLE, CARACTERISATION

DE LA FRONTIERE DE 0160ILOV

soit $ la famille des fonctions numériques f définies dans ~

à valeurs > - ce, dont la restriction à U est surharmonique dans U

et telles que lim inf f(x) = f(a) pour tout a appartenant à au.
x+a,xeU

Désignons par S(f) l’ensemble des points où f atteint sa borne

inférieure. On peut démontrer directement (cf. [5], [12]) que, parmi

~ ~ Un point extrémal est donc semi-régulier au sens de [5].
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les sous-ensembles fermés de U ayant une intersection non vide avec

chaque S(f), lorsque f parcourt , il y en a un plus petit, appelé

frontière de 0160ilov de U (relativement à ).

Dans ce paragraphe, on commencera par démontrer l’existence

d’une plus petite frontière admissible. On prouvera ensuite que cette

frontière est identique à l’ensemble S des points extrémaux. Cela

établi, il sera facile de montrer, sans devoir faire appel au résultat

susmentionné, que S est la frontière de Silov de U.

Théorème 8. L’ensemble S des points extrémaux constitue la plus

petite frontière admissible et aussi la frontière de 0160ilov de U.

Soit (A ) ~ i EI une partie totalement ordonnée de l’ensemble des
frontières admissibles. On va montrer que A = l A B est une frontière

admissible. Comme l’espace E a une base dénombrable, on peut extraire
m

une suite décroissante (A ) telle que A = n A . Soient x un pointn n~l n
dans U, P un élément de S(x, A localement équivalent à PG et va 1 (x, A 1 ) q 

x 
( 
n 

)

une suite d’ouverts dont l’intersection est A et telle que E - G ~Vn~

~A et pour tout n. On montre qu’il existe un processus P
n n n+

appartenant à S(x, A). A cet effet, on écrit A et Q au lieu respec-
= n n

tivement de At et ou _ - et on définit par récurrence une suite (P )
n U - n n

de telle sorte que A ) n et que P n+1 (F ) ~ P n (F ) pour tout
F E ~Q , quel que soit n: P est le processus choisi ci-dessus; si

n 
l

P E S(x, A ) a été défini, on choisit, pour chaque yEU n aV , P
n = n n y

dans S(y, A ) de telle manière que l’application y ~ P (F) soit
= n+ y

mesurable pour tout F ~ ~, ce qui est possible grâce au lemme 2. on
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pose alors P~ == ~~~ (Pj). où P, == P~(,) si X~(.)6Un~
et P03C9 == 

~03C9O sinon, jù 
° 

étant un point quelconque dans 03A9. Du fait que

§(x~ (a))~ A~~) pour ~~ ~(x~

A )~ en vertu du lemme 4. En outre~ par construction même~ P ~(F) =
= P (F) pour tout F 6 ~ ~ quel que soit n. Diaprés le lemme 5~ il

~ n
existe donc P ~ S(x) tel que P(F) == P (F) pour tout F ~.~ . Or~" ~ n

{o-  o } est un élément de donc a } == l pour tout n~ ce

qui montre que e A} = 1~ autrement dit que P6 A). On en

conclut que l’ensemble des frontières admissibles est inductif. D’après

le théorème de Zorn, il existe en conséquence une frontière admissible

minimale que l’on notera encore par A. Or~ en vertu du théorème 5~

et la première partie du théorème sera établie si l’on prouve que tout

point de A est extrémal . Supposons le contraire, c ’est-à-dire que A - S

contient un point a. On va montrer qu’il existe un voisinage W de a tel

que A - W est une frontière admissible, ce qui contredit la minimalité

de A. Comme a n’est pas extrémal, il existe un voisinage V de a tel que

lim inf ~~/A v~(~) ~ ~ ~ o~ donc un voisinage V’ de a contenu dans V
x ~ a 

"’ " ’ 
~ 

’

tel que ~/A - v~~~ ~ ~/~ pour tout y 6 U DVB Un voisinage quelconque
W de a d’adhérence contenue dans V’ répond à la question. En effet, pour

tout y ~ U il existe P 6 S(y, A) tel que P {X03C3U 6 A - W} ~
P C A - V) > 03B1/2. En vertu du lemme 2, l’on peut admettre que

l’application y ~ P (F) est mesurable pour tout On pose
j

A’ == A H W et 8 = 1 - a/2. Alors P (X~ ~ A’}  p pour tout y ~. U H V’.
y u

Soient x un point dans U~ P un élément de A) localement équivalent
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à P et (V ) une suite d’ouverts dont l’intersection est A’ et telle
que V’ 2014 G 13 V 13 V . pour tout n. On va définir, par récurrence,
deux suites (P ) et (a ) de telle nature que P appartienne à A)~

P n{03C3n  o }  6 et o 
n 

== 03C3U - Vmn 
pour tout n, où m 

n 
dénote un entier

croissante avec n, vers l’infini: P est le processus choisi ci-dessus

et 03C3
° 

le temps de sortie 03C3U - Vl. Supposons que 
P 
n 

et a 
n 

aient été
o u 2014 Vi n n

déjà définis et posons P03C9 == Py a (03C9) Si 03C9 
~  P == e 

n 
sinon,

~ 
~ 

dénotant la trajectoire de valeur constante égale à X (~). La
famille (P~) ainsi définie remplit les conditions de recollement

relatives à P ~ o et P~ ~ (~)~ A) pour tout ~ ~ (a  au 1 .
Posons P~ = ~~ (P~. (P~)). Il est clair que A} = 1 de

sorte qu’une application du lemme 4 montre que P . ~ A). On a,

en outre, en vertu de (R*b) et du fait que P (X U 
C A’}  6 pour tout

~ ~ ~n ’ ~U~

~l~~ A’) = P~i’X~(.~) &#x26; A’) = J PJX~ &#x26; A’}dP~(.) -

Puisque l’ensemble {XO ~ U} ~ {03C3U  o } Q (o 2014  o } décroît vers
Ut û {X03C3U 

u 
~ A’} quand m tend vers l’infini, on peut choisir

~n ~~~ ~ ~’ ~ ~n+1 =
= o == . 

Par construction Pn+1(F) = P (F) pour tout F ~ 03C3n,
quel que soit n. D’après le lemme 5, il existe donc un processus

P ~ S(x) tel que P(F) = P~(F) pour tout F ~ ~ ~ quel que soit n. Il
" ~ 

n

est clair que (X~ ~ A - A’) croît vers tX~ ~. A - quand n tend
n U
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vers l’infini. La démonstration de la première partie du théorème

sera en conséquence achevée si l’on montre que lim A - A’} == 1.
~n

Or, il est facile de vérifier que {X 
0 
E U } n E 3U - AI} =

n

= E U} n {03C3U  03C3E} ~ {03C3n = Compte tenu du fait que P E S (x, A)

et que P {o n  au}  03B2n, cela entraîne P (X &#x26; A - A’} = 1 - P (o  
> l - sn, ce qui prouve l’assertion, car le membre de gauche est égal à

P {x ~. A - en raison de l’appartenance de A - à ~ .
on ~n on

Passons à la démonstration de la seconde partie du théorème. D’après le

théorème 7, il existe une barrière en chaque point de S. Si, donc,

chaque fonction de ~ atteint sa borne inférieure dans l’ensemble S’,

on doit avoir Se: S’. D’autre part, S étant une frontière admissible,

toute fonction de £ atteint sa borne inférieure dans S, d’après le

théorème 6e Par conséquent, S est la frontière de Silov de U et la

démonstration est achevée.

12. PROBLEME DE DIRICHLET

On s’intéresse au problème généralisé de Dirichlet suivant

(cf. [1], [6]): A étant un sous-ensemble fermé de aU, dans quelles

conditions, pour chaque fonction numérique continue et finie f donnée

sur A, existe-t-il une fonction surharmonique dans U qui (dans un sens

à préciser) atteigne les valeurs prescrites f à la frontière et qui

soit minimale? Les paragraphes précédents contiennent déjà essentielle-

ment la réponse à cette question. Aussi, pour résoudre le problème, ne

restera-t-il qu’à rapprocher les résultats dont on dispose.
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Mais précisons tout d’abord les termes nouveaux.

On dit qu’une fonction surharmonique f dans U est minimale rela-

tivement à A si f  f’ pour toute f’ surharmonique minorée dans U

telle que lim inf f (x)  lim inf f’(x) pour tout a e A.
x- a 

~ 

x -~ a

On appelle solution du problème de Dirichlet relatif à A et à la

fonction numérique ~ dans A, une fonction surharmonique minorée f dans U

(nécessairement unique) ayant les propriétés suivantes:

(a) lim inf f(x) = f(a) pour tout a E A;
x -~ a

(b) f est minimale relativement à Ao

On dit que le problème de Dirichlet relatif à A est résoluble

s’il existe une solution pour toute fonction f dans A, continue et

finie.

Dans ce cas, si f est surharmonique dans U, minorée et telle

que lim inf f(x) ~ o pour tout a 6 A, alors f ~ o , autrement dit
x 2014~ a 

- -

la solution relative à une constante est la constante elle-même. En

effet, s’il existe x tel que f(x)  o, alors pour À suffisamment grand

Àf(x)  f 0 (x), où f 0 dénote la solution relative à la constante o.
Mais cela montre que f 0 n’est pas minimale.

D’après le théorème 8, S est une frontière admissible, Il est

donc justifié de parler le points-frontière réguliers pour S (cf. para-

graphe 7). Par commodité on appellera ces points tout simplement points

réguliers. Rappelons-en la définition: a E S est régulier si, quel que

(21) C’est-à-dire que le principe du minimum relatif à A est valable.
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soit le voisinage V de a, sup S V} 2014~ i quand x 2014~ a,
P ~ S) U

x 
~~* 

Théorème 9. Le problème de Dirichlet relatif à A est résoluble

si et seulement si A est la frontière de Silov de U et tout point de

cette frontière est régulier. Dans ce cas la solution relative à f

est la solution généralisée ~.
Au cours de cette démonstration le symbole f désignera les

fonctions continues et finies. Supposons que la condition de l’énoncé

soit remplie. En vertu des théorèmes 8, 1 et 2, $ est surharmonique
dans U et lim inf ~(x) = f(a) pour tout f défini dans S et tout

x-~ a 
’ 

g
a &#x26; S. En outre, d’après le théorème 6, 03A6S03C6 est minimale relativement

à S donc le problème de Dirichlet relatif à S est résoluble. Supposons,

inversement, que ce problème relatif à A soit résoluble. Si S - A n’est

pas vide et a dénote un de ses points, il existe, d’après le théorème 7,

une barrière f en a et donc un e > o tel que lim inf e pour tout
x ~ a’ 

-

a’ ~ A. Mais alors f ~ ~, ce qui est impossible. On doit donc avoir

Sd A. D’autre part, si S est un sous-ensemble propre de A~ il existe

une fonction ~ dans A telle que = o pour tout a’G S et que

 o pour un a ~ A-S. Si f~ dénote la solution relative alors,

en vertu du théorème 6, = o~ ce qui est impossible. Donc A = S

et il reste seulement à démontrer que tout point de S est régulier.

D’après le théorème 2, lim inf 03A6S03C6(x) ~ f(a) pour tout f défini dans S
x ~ a ’ 

g
et tout a G S. Du fait que f est minimale, on déduit f pour
tout p. Si, donc, a est un point dans S, V un voisinage de a et f une
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fonction dans S telle que ~ ~ I(S n V) et = 1, on a

1 = lim inf f(x) ~ lim inf ~..(x) ~ lim sup ~. n ~(x)  1.x ~ a Y x~a ~~" ~ V;

ce qui démontre que a est régulier.

13. CAS PARTICULIER

Les résultats des paragraphes précédents s’appliquent, en parti-

culier, au cas des fonctions de deux (ou plusieurs) variables, sur-

harmoniques en chacune de ces variables par rapport à un processus

de Markovo Le présent paragraphe sera consacré à cette application.

Précisons tout d’abord les termes et les données. De même qu’au

paragraphe 2, soient E un espace localement compact non compact et à

base dénombrable, EU(S} son compactifié d’Alexandrov,

l’ensemble des ouverts non vides de E relativement compacts dans E.

Y y y Y
On dira que X == (03A9X, X, 03C9X03C3, Xt, 03B8Xt, Px) est un processus de

Markov à valeurs dans E. ’ ~ si

(a) X est un processus de Markov au sens usuel;

(b) toutes les trajectoires de sont continues et absorbées

par 6 (voir le paragraphe 2);

(c)  = 1 pour tout x ~ E et tout U~tL(E) ~~~

n’est pas nécessairement un processus canonique; ~~ est un
f2*5~ élément de ~ tel que = 6 (cf. [2]~ p. 8-05).
’ "~ Jf désigne le temps de sortie de de Ad Eô; pour des

conditions équivalentes à (c), voir [2]~ p. 8-08.
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(d) X est fortement fellérien, cela signifiant que le semi-

groupe de transition (P~) de X est fortement fellérien ~2~’~~25);
(e) X est localement continu, c’est~à-dire que, pour toute

fonction f continue finie et à support compact dans E, lim P~f = f
uniformément dans tout compact de E (26 ) (27 ) . 

Ainsi défini, un processus de Markov est nécessairement forte-

ment markovien ~

Soit donc X un tel processus à valeurs dans Ea. Pour tout

U tout x E E et tout borélien Bc E, désignons par B)

la probabilité Px{X03C3XU ~ B}. On dit que E ’Ll,(E) 
est la famille

de noyaux harmoniques associée à X. C’est une famille de répartitions

de sortie fortement fellérienne au sens du paragraphe 3 (voir ~2~,

p. 8-18).

On dira qu’une fonction est surharmonique (respo harmonique)

par rapport au processus X si elle est surharmonique (resp. har-

monique) par rapport à conformément à la définition 2.

(24) PXt(x, B) = pour tout x ~ E et tout borélien B c: E.

(25) est dit fortement fellérien si, pour tout t >o et toute
fonction borélienne bornée dans E, P~f est une fonction continue.

(26) Pour des conditions équivalentes à (e), voir ~2~, p. 8..~+3.
~~~ (a) - (e) sont des hypothèses appropriées à l’étude du problème

de Dirichlet formulé en termes probabilistes.
~~~ Par rapport à désigne la tribu

engendrée par les variables Xr d’indice r ~ s (voir 
vol I, p. 87 et 99). 

~ ~
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Considérons à présent deux processus de Markov X et Y à valeurs
X X Y Y

respectivement dans EX03B3 = EX u l Y l et EY03B4 = EY u l ô l.
Soit U un ouvert dans EX x é. Une fonction numérique f, définie

dans U, sera dite séparément surharmonique dans U, si

(a) f est localement minorée;

(b ) pour chaque x G EX, fx est surharmonique dans Ux par rapport
à Y (29) et, pour chaque y e EY, f est surharmonique dans U par

Y Y

rapport à x.

Théoréme 10. Pour qu’une fonction numérique f, définie dans un

ouvert U c EX x EY, soit séparément surharmonique dans U, il faut et

il suffit que

(a) f(x, y) > - m pour tout (x, y) c U;

( b ) f soit s . c . i . ;

(c) (fl§ © fl§)f(x, f(x, Y) Pour tout (x, Y) E V x W, quel

que soit 1 ’ouvert V x V dont l’adhérence est compacte et contenue

dans U.

Supposons que f est séparément surharmonique et montrons d’abord

que f est s.c.i. (30). A cet effet, considérons un ouvert relative-
- - 

V(ment compact V x W tei que 7 x Q  U et Posons P§(x, B) ttx e B,

~ ~ ~É~ pour et tout ~’ ~É~Y’ ~~ ’~~ ~’

t  Jll POUr tout y e W et tout borélien c « W. comme f est minorée

(29) Ux = ly: (x, y) EU}; fx désigne l ’application partielle
y ~ f(X, y).

(30) Dans le cas classique, c’est un résultat dù à V. Avanissian
( i141 , P. 157).
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dans V x w~ la restriction de f à V x W est égale à la somme d’une

constante et d’une fonction g~ séparément surharmonique et positive

dans V x W. D’après [l3]~ vol. Il, p. 19, g est séparément excessive

par rapport à (P.) et (P~). Ces deux semi-groupes étant fortement

fellériens (voir [l3]~ vol. Il, p. 31)~ g est s.c.i., d’après le

théorème 11 dans [15]~ ce qui prouve l’assertion. Il est maintenant

facile de vérifier que la condition (c) de l’énoncé est remplie et la

première partie du théorème est donc démontrée. Passons à la seconde

en supposant que f obéit aux trois conditions de l’énoncée Soient x

un point dans E et W un ouvert de tel que Wc U . Il faut

montrer que pour tout y e U ou, ce qui revient au

même, pour tout y e W. A cet effet, considérons une suite d’ouverts

dont V décroît vers {x}et avec ’Me U. Si g désigne

une fonction continue et finie dans U~ on a~ pour chaque y 6 W~

lim (03C0XVn ~ 03C0YW)g(x, y) = J lim 03C0XVngy(x) =
n.* n n y

Puisque f, en tant que fonction s.c.i. > - ~, est limite d’une suite

croissante de fonctions continues et finies dans U~ on en conclut que

lim inf(n n)f(x, f(x, y) = 
x n

pour chaque y ~ W, ce qui achève la démonstration.

En accord avec les paragraphes précédents, on adopte les nota-

tions suivantes: ~~ pour respectivement l’espace de base

l’application coordonnée t et sa tribu relative, définis, ainsi que
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comme au paragraphe 2, à partir de l’espace U

S)}~ où E = pour la tribu engendrée par la réunion

des ~.; la probabilité P sur (~~(~) pour le processus canonique

(~~ ~~ Z.~ P)~ Q. pour l’ensemble des ouverts de U(E) de la forme

V x W. Pour chaque V x W appartenant à Ç~ on pose

(03C0XV~03C0YW((x, y,).) si (x. y) ~ V x w.

03C0V W((x, y>;) xx

si (x, y) e E - (V x w).~(x, y)
La famille (n~)~~~ ainsi définie est une famille de répartitions

de sortie fortement fellérienne au sens du paragraphe 3 (31~ ~ En
vertu du théorème 10, les fonctionssurharmoniques~associées à cette

famille selon la définition 2,sont exactement les fonctions séparé-

ment surharmoniques.

Pour pouvoir appliquer la théorie générale au cas des fonctions

séparément surharmoniques, il faut s’assurer que possède une

réalisation, au sens de la définition 3~ vérifiant l’hypothèse (Ap)
du paragraphe 80 Le théorème suivant sert à ce but.

Théorème 11* admet une réalisation (P-)~ 
vérifiant par rapport aux fonctions séparément surharmoniques.

Soient G = V x W un ouvert de Ç et f une fonction séparément
surharmonique dans un voisinage de G. Soit en outre G’ = V’xW’

(31) La forte fellérénéité résulte de la démonstration du théorème 7
dans ~15]~ si l’on n’y considère que des x et des y appartenant
à des sous-ensembles ouverts des espaces respectifs.
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un ouvert de Ç contenant G et dont l’adhérence est contenue dans le
domaine de définition de f. La restriction de f à G’ est égale à la

somme d’une constante et d’une fonction g, séparément excessive par

rapport aux semi-groupes (PV’t) et (P ) (voir la première partie de

la démonstration du théorème 10). Posons g = 

La fonction g est séparément excessive et continue, car elle est la

transformée d’une fonction bornée par un noyau fortement fellérieno

Elle tend en outre en croissant vers g~ quand n-~- ~ et cela prouve

que la restriction de f à G’ est la limite d’une suite croissante

de fonctions séparément surharmoniques continues et finies dans G’.

En vertu du théorème 16 dans n’y a donc aucune restriction

de la généralité si l’on se borne à considérer des fonctions séparé-

ment surharmoniques qui sont continues et finies. Soit f une telle

fonction, définie dans un voisinage de 5B Il suffit de prouver l’exis-

tence de P pour des z appartenant a un ensemble préalablement donnéz

de Ç dont l’adhérence est contenue dans G. Cet ensemble est le début
d’une suite Gn = G telle que Gn ~ Gn+1 ~ Gn+1 ~ Gn n n o n n+1 n+1

pour tout n et que ~Gn = G. Faisons correspondre à la trajectoire
n==l

de relative à l’élément de 03A9 dont la coordonnée t

est le point si ce point appartient à E, le point

/ Y Y X Y
(03B3, S) sinon. Par cette correspondance, (03A9X  03A9Y, X ~ Y, (Xt, Yt),
P 0 P ) induit une famille borélienne processus

canoniques (borélienne au sens de la démonstration du théorème 4)

telle que  a~} == 1 pour tout U quel que soit z ~ E ~ ~

~ ~ 3~ z~~ P~) est en réalité un processus de Markov à valeurs
dans dont le semi-groupe de transition est PY) (voir
[15]. pr327). " 
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Appelons an le temps de sortie de de 1 ’ouvert (Vn x W) U

U (V X Wn) et écrivons pn et rn au lieu respectivement de av n etn n n vn
T1 est clair que an tend en croissant vers aG quand n ~ ~.n ~ 

’ 

Pour chaque z = (x, y) 6 désignons par QZ le processus que
l’on obtient en recollant, au temps vn, le processus canonique induit

par ~nX X ~X ~ ~Y~ Yt ~-~ ) ~ Px ~ P~~ à i PZ Q ~ ~ ~ ) a Or,

pour chaque (x, Y) E Gn~ ~~ ~ PX~ P~~ est.

une surmartingale (33). Donc ), 
n 

t, Qnz) en est également une

pour chaque z E Gn. Par récurrence, on va définir, pour chaque n, une

famille borélienne de processus canoniques telle sorte

que, pour z fixé, (f(Zt03C3), t, Pnz) soit une surmartingale, Pnz{Z03C3n 6
n n

E aWn} = 1 et QE? = l. P~ est le processus ~~. Si (PZ)
a été déjà définie, on pose pZ+1 _ 03C3n (Pnz, (Qn+1Z03C3n(03C9)). I1 est clair

que (Pn+1z) est une famille borélienne et le lemme 4 montre (f(Zt03C3n+1 )
~t’ Pz+1~ Est une surmartingale pour chaque z E G1. Or, par construc-

tion même, on a pZ+1(F) - pour tout F E ~Q . D’après le lemme 5,~ ~ n

il existe une famille borélienne 
1 

telle que PZ(F) - PZ(F)
pour tout F E 03C3n 

n 
et que ‘ aE} - 1, quel que soit z E G1. Compte

tenu de la 

_ 

continuité de f et du fait que 
n 
), ~t, PZ~ est une

33 Cela résulte en appliquant le théorème de Fubini et la remarque
suivante: soit g une fonction continue excessive par rapport à
(PV); alors si s t on a, compte tenu de la relation {t~ {s  03C3XV} ~ {t-s  03C3XV(03B8s)},
- ‘__ 

PX-p.s., quel que soit x E V; donc, d’après lE théorème 
Xt, PX) est une surmartingale pour chaque x E Vne
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surmartingale, on en conclut que (f(Z§), P§) est aussi une sur-
martingale. Il reste donc seulement à vérifier ies conditions (c) et

(d) de la définition ) (cette dernière a été introduite au paragraphe

8) . Sans rien changer à ce que l ’on vient de dire à propos de PG, on
z

peut remplacer ce processus, tout en gardant sa notation, par le

processus que l ’on obtient en recollant, au temps 03C3G, PGz à 
Le nouveau processus P£ vérifie alors (d) . Il vérifie aussi (c ) . Pour

le démontrer, il suffit de prouver que, pour chaque z G G1 et chaque
borélien B, ~ B} = 03C0Gn (z, B) car cela, Joint au fait que lesZ n n

mesures 03C0Gn (z , . ) tendent vaguement vers 03C0G(z,.) quand n - «, entraîne
n

aussitôt que = 03C0G(z, B) . La preuve sera faite par récur-
Z Ga

rence sur n, en utilisant ia relation Qnz{Z03C3n c Bi = 03C0G (z, B) qui estZ n n

évidemment vraie pour chaque z 6 Gn. L’assertion est vraie pour n = la

Supposons qu’elle soit vraie pour n. Alors on a

PGz IZ °n+1 G B I = IZ 
°n+1 

C B l xx G 

=Qn+1Z03C3n(03C9){Z03C3n+1~B}dPnz(03C9) =  03C0Gn+1(Z03C3n(03C9), B)dPnz(03C9) =

= 03C0Gn+1(Z03C3n(03C9), B)dPGz(03C9) = (03C0Gn03C0Gn+1)(z, B) = 03C0Gn+1(z, B),

ce qui achève la démonstration.

on dira que le processus de Markov X (resp. Y) est du type (E)

si, pour chaque V (resp. W les mesures appartenant

à la famille 1 fl§(x, . ) : x 6 V 1 (resP . i >§ (Y, . ) : Y e V l ) sont équi-
valentes.
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Il est clair que si X et Y sont du type (E), la famille 

qui leur est associée vérifie la condition (E) du paragraphe 5.

Grâce aux théorèmes 10 et 11, les résultats des paragraphes

précédents sont donc applicables au cas des fonctions séparément sur-

harmoniques par rapport à deux processus de Markov du type (E) dont

les fonctions harmoniques dans un ouvert relativement compact séparent

les points de cet ouvert.

En particulier, la théorie s’applique au cas des fonctions

séparément surharmoniques au sens classique, en prenant pour X et Y

deux mouvements browniens. C’est d’ailleurs dans ce cadre que

J.Be Walsh situe son travail de thèse. Pour plus de renseignements

à ce sujet, notamment pour des résultats découlant d’une notion de

régularité forte pour les points-frontière, ainsi que pour une étude

détaillée du problème de Dirichlet dans des domaines du type produit,

on renvoie au travail de J.B. Walsh [1].

APPENDICE 1

On utilise les données du deuxième paragraphe.

Théorème 12. So ient P une probabilité et  une

sous-tribu de 1. Il existe alors une version P ~ de la probabilité

conditionnelle P t telle que

(a) pour cha q ue w e s~ ~ est une probabilité sur ~ s~ ~ ‘~ ) ~ .

(b) pour chaque F ~ , l’application 03C9 ~ P03C9 (F) est mesurable
CI.)

par rapport à la complétée universelle de 
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Considérons en effet l’injection X: o)2014~ de Q

dans le produit cartésien E. = (Eô)D, où D désigne l’ensemble des
rationnels ~ o. Il est clair que 3’= X" ((6)~ où (~ désigne la

tribu des boréliens de Eg. Soit n l’image de P par X et soit % la

sous-tribu de (6 constituée par les ensembles B tels que X" 

Comme E. est un compact métrisable, il existe une version n de la
probabilité conditionnelle n{ j~} telle que (a) pour chaque z e E~s
n est une probabilité sur (ED03B4, ) et (b) pour chaque l’appli-
Z o

cation Z ~ n (B) est mesurable par rapport à . Si, pour chaque z,
z

on prolonge n" à d3 ( apposé au symbole d’une tribu, indiquera la
z

complétion universelle de cette tribu), cette application est alors

mesurable par rapport à * pour chaque B~*. Supposons d’avoir pu

démontrer que l’image X(n) de n par X appartient à (B~ et désignons

par B~ le sous-ensemble (unique) de X(Q) dont l’image inverse par X

est F. Alors B~ appartient à ~ . Posons donc, pour chaque ~ et chaque

P~(~) ~"xf ~~F~ ~ est clair que P~ ainsi définie est une
version de P( ~} satisfaisant aux conditions (a) et (b) du théorème.

Il reste à prouver que X(n) est un élément de (~ . Pour cela, on

désigne par A~ le sous-ensemble de E constitué par les z = (~(~))~cD
obéissant aux trois conditions suivantes : (a’) 

se prolonge en une application continue de [o~ i/2~[ dans E; (b’)

appartient à E et Prolonge en

une application continue à droite de (i+l)/2~[ dans (c’)

z(t) = 6 pour tout t 6 [(i+l)/2~ -[UD. Il est facile de voir que
eo

X(Q) = lim inf U tZo}, où z de E~ dont
n - * " 

0
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toutes les coordonnées sont égales à 6. Il suffit donc de

prouver que A appartient à (~ . Mais cela résulte du fait que 

semble des z satisfaisant à (a’) appartient à ~~ ce qui est bien

connu, que l’ensemble des z satisfaisant à (b’) appartient à (!~

(voir [l5~~ théorème 20) et que celui des z vérifiant (c’) appartient

à ~

APPENDICE 2

Soit (~T~ P) un espace probabilisé complet muni d’une famille

de sous-tribus de 9~ croissante et continue à droite~" ~
Supposons que o contienne tous les ensembles négligeables. On
dira qu’un processus défini sur (~~ P) est adapté à (X...)
si, pour chaque t, la variable Y. est mesurable par rapport à TC~.
Dans cette appendice, par temps d’arrêt sans autre précision, on

entendra un temps d’arrêt relativement à (T~.). Le lemme suivant est
un corollaire d’un théorème de P.Ao Meyer ([l0] théorème 21, p. 204).

Lemme 8. Soit un processus défini sur P), à valeurs

réelles, bien-mesurable (voir [lo]~ chap. VIII), dont chaque variable

Y. est intégrable et tel que

(a) pour chaque couple de rationnels r, r’ tel que o ~ r  r’,

Y~ p. s . ;

(b) pour chaque suite décroissante (T ) de temps d’arrêt,
lim = I{T  p.s.~ où T désigne la limite des T ~35)~~ 

n " n

’ ~ C’est-à-dire telle que St~ = ~~~s pour tout t.
’"’ Rappelons qu’un processus bien-mesurable est progressivement

mesurable par rapport à (T~~)~ de sorte que si S est un temps
d’arrêt, I(S  est mesurable par rapport à 
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Alors presque toutes les trajectoires de sont continues à

droite et dépourvues de discontinuités oscillatoires.

Soit en effet D l’ensemble des rationnels ~ o. L’hypothèse (a)

entraîne l’existence d’un ensemble négligeable N~ en dehors duquel

la restriction d’une trajectoire de à D possède une limite à

droite et une limite à gauche en tout point t (voir p. 128).

Pour 03C9 ~ N appelons cette limite à droite au temps t et posons

= o si w 6N. Le processus (Zt) ainsi défini est adapté à (t),u I/ u

continu à droite et dépourvu de discontinuités oscillatoires. D’après

le théorème 16 dans [ld]~ p. 198, il est donc bien-mesurable. Par

conséquente l’ensemble A = {(t, 03C9): Yt(03C9) ~ Zt(03C9)} est bien-mesurable.

Désignons par C sa projection sur n. On démontre que P(C) = o~ ce

qui achèvera la démonstration. Soit e > o. Il existe, en vertu du

théorème 21 dans [lo]e p. 204, un temps d’arrêt T tel qu’on ait (a’)

(T(~)e ~) 6 A pour tout ~ tel que et (b’) P{T  + e ~ P(C).

Pour chaque n, posons = si (k-l)/2~ i T(w)  (k =

= 1, 2, ...)~ T (oo) = ~ si T(w) = ~. Les T 
n 

ainsi définis sont des

temps d’arrêt à valeurs dans D U {} et décroissent vers T quand n- ce .

Comme conséquence de l’hypothèse (b)~ on a~ pour chaque n~ 
n 

=

=  

n 
p.s.. En faisant tendre n vers l’infini, le membre de

droite converge p.s. vers I{T  ~}Zm et celui de gauche, en vertu de

l’hypothèse (b)~ p.s. vers I(T  On en conclut que I{T  =

= I(T  P*s.. Or, si {T  ~} n’est pas négligeable, cette 

tion entraîne l’existence tel que et que = Z-(~)~
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ce qui contredit (a’). On doit donc avoir P{T  co} = o et par consé-

quent P(C) L e~ diaprés (b’). Comme e est arbitraire, la démonstration

est achevée.

Revenons à la situation du paragraphe 80 Soient U et Il’ t deux

éléments de IL tels que U~ f une fonction numérique dans U~ à

valeurs > - 0153 et s , c . i . , x un point dans U et P un processus continu

partant de x. Soit en outre a un temps d’arrêt relativement à (~.).

Posons ~ = s>t
Théorème 13. Supposons que, pour chaque couple S~ T de temps

d’arrêt (relativement à (T~~)) tel que S  T, on ait

~~4’A,)!~-S’ ~ ~~’~) F-p.s..

Alors il existe un ensemble N ~ 03C3 tel que P(N) = o et que, si 03C9 ~ N,
l’application t2014~ (~)) est continue à droite.

On peut supposer que f est majorée, sinon on considère fA n~ qui

satisfait encore aux hypothèses du théorème, et on fait tendre n vers

l’infini, en invoquant le théorème 16 dans p. 135" On pose

Yt = J pour tout t 6 [o, ~] et  = 03C3. On note encore P la

restriction de P à X et on considère en tant que processus sur

l’espace (03A9, , P). L’abréviation ttp.s." et le terme "négligeable" se

rapportent à cet espace. La condition (a) du lemme 8 est vérifiée par

(Y.). Montrons que (b) aussi est vérifiée. A cet effet, considérons

une suite décroissante (T ) de temps d’arrêt et désignons par T sa
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limite. Par hypothèse Y- p.s. pour tout n, et cela en-

traîne, compte tenu du théorème de convergence des surmartingales

et de la continuité à droite de ("X~)~ lim Y- p.s.. D’autre~ n 
part, d’après la semi-continuité de f, on a lim inf Y . D’où

~ " n-~ ~ ~n
lim Y = Y p.s.. or, (a) et (b) sont encore satisfaites si l’on
n-ce n 

considère comme famille de tribus la famille des T~. augmentées de
tous les ensembles négligeables(36). D’autre part, d’après le théorème
16 dans [10]~ remarque c), p. 199, il existe un et un processus

bien-mesurable (X’) à valeurs dans E~ tels que P(N’) = o et (w) =

= pour tout t G [o~ quel que soit ~è N’. On en conclut, en
vertu de lemme 8, qu’il existe un N"6T&#x26; tel que P(N") = o et que

l’application est continue à droite pour chaque ~ ~ N".
Il ne reste donc qu’a poser N = N’UN".

~ ~ Pour chaque temps d’arrêt T relativement à cette nouvelle famille,
il existe un temps d’arrêt T’ tel que T = T’ p.s. (voir 
vol. 1~ p. 102).
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