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INSTITUT DE RECHERCHE MATHEMATIQUE AVANCEE
STRASBOURG

SEMINAIRE DE PROBABILITES Année 1967-68

MESURE INVARIANTE DES PROCESSUS DE MARKOV RECURRENTS

* * *
par J. Azéma , M. Duflo et D. Revuz

Dans cet exposé nous allons reprendre quelques résultats de [3]; nous
prendrons toutefois une hypothése de récurrence un peu plus faible que 1'hypothése

de récurrence fine et nous modifierons quelques démonstrations.

I. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES.

1.1 Nos notations seront a peu de choses prés, celles qui sont habituelles en

processus de Markov ([8] et [5]). Soit :

_fa G (
X = {Q, &?’( Sft)tem_‘_ ’ (xt)t€m+ ’ (et)teﬂ-i' 14 (PX)XGE } ?

un processus de Hunt a valeursdans un sous-ensemble borélien E d'un espace L.C.D.

Nous supposerons que X vérifie la condition (H) suivante :
(H) Tl existe une probabilité m sur E telle que :
@
m(A) > 0 = Vx€E P_ [jo 1,(x) ds==) =1 .

Cette condition est la transposition au temps continu de la condition de récur-

rence de Harris ([7]). On peut montrer que les processus finement récurrents

* Equipe de Recherche n°1 "Processus stochastiques et applications" dépendant de

la section n°2 "Théories physiques et Probabilités" associée au C.N.R.S.
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satisfont a (H) sur leurs classes conservatives et que sous (L), (H) est

équivalente a la récurrence fine (cf [1], [4]). Commengons par quelques pre-

miéres conséquences de (H) :

1.2 Proposition : Les fonctions excesives sont constantes m-presque sOrement.

Démonstration :

Soit f excessive ; quitte a considérer fAn , nous pouvons supposer
f bornée. Pour tout x de E 1la surmartingale {Q, .Ti ’ Px » £ °xt} converge
presque surement vers une limite Z et 1'on a f£(x) 2 E, [z]. Maintenant si
m({f=2k,k€R +}) > o , laondition (H) entraine que 22k P -Ps et par suite

que f£(x) 2 k ce qui démontre la proposition.

1.3 Proposition :

Soit A wune fonctionnelle additive ; on a toujours l‘une des deux pro-

priétés suivantes :

1) pour tout x de E P[A =]

[}
-

[}
-

2) m presque surement P (A, =0}

Démonstration

Supposons Pm[Am 20] >0 ; ceci entraine qu'il existe des nombres
€,k>0 tels que m({x : Px[Te<°°]>k})>0 » o0 T = inf {t>o0: A > e} . Le
lemme II.2 de [2] entraine que th[T€< ®] converge P_-presque stirement, vers
une limite qui est nulle sur {Te= °°}; la condition (H) entraine que cette
limite est supérieure a k>0 et par suite que Px[T€= ©] = O pour tout x de

E .

Soit alors T, =T , T

1 e =T€+T€°eT geecey Tn=Tn-1+ TeoeT ’

€ n-1

la suite des itérés de Te t 11 est facile de montrer par récurrence en utili-

2

sant la propriété forte de Markov que P [T <=7 = 1 pour ut x de E ; et com-

»

n
®] = 1 pour tout x de E,

1]

me ATn> ne , il s'ensuit que P (A,



- 26 -

II. MESURE INVARIANTE.

2.1,

Rappelons que si N(x,.) est un noyau sur E , on note pN la mesure
J' p.(dx) N(x,.) . Une mesure p o-finie est dite invariante pour X, sip Pt= V)
pour tout t de CR+ .

Proposition ¢ p est invariante pour X si et seulement si W U1= W

Démonstration :

La nécessité est évidente., Supposons p invariante par U1 .

1) Soit T’ un borélien de p-mesure finie. L'équation résolvante conduit

3 la relation

(1) w(@-w® (@)= (@1)p () Ve>o.
si a>1 ulf"(r)sutﬂ(r) =p(l)<e ,
on peut donc retrancher p UP(I) aux deux membres de (1) ce qui donne
W) = (r) Vez1;
soit w F(T) = J‘: ¥t L(r) at .

mais on a aussi p ()

2t
Jo e B Pt(l")dt
soit finalement pour tout @=o :

ot -t
e

ot -t >
_[’0 e e P (r)at = [ e " u(l) at.

I1 en résulte qu'il existe un ensemble N de mesure de Lebesgue nulle tel que

vt gN p P (T) =u(l)

2) Soit S un [-systéme dénombrable d'ensembles de p-mesure finie

engendrant {B ., I1 existe un ensemble N de mesure de Lebesgue nulle tel que

NtgN YT e wP (T,) =wu(l),

et par suite, tel que pour tout borélien T et YtgN , p Pt(l") =u(T).
c
Mais pour tout t de N , on peut trouver un to de NC€ tel que t+t°€N ’

et 1'on a pour toute fonction f borélienne 3

_ - » >=< > .
< B PF>=<p,PE>=<yu Pto,Ptf > =<y Pt+to,f B,
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On a donc Pt =W , quel que soit t dans R+ .
La proposition précédente raméne la recherche d'une mesure invariante par Pt

. . 1 .
a celle d'une mesure invariante par U . Neus nous servirons pour cela de la

modification suivante du théoréme de Harrie [ 7] due a Foguel [6] .

Théoréme :

Soient (E, @ ,m) un espace probabilisé de type dénombrable et P(x,A)

une probabilité de transition sur E vérifiant les deux conditions suivantes

1) P(x,E) = 1

@
2) S'il existe un x dans E tel que % P*(x,A) =0 alors m(A)=0;

il existe alors une mesure W O-finie surharmonique pour P etm <<y .

Nous allons appliquer le théoréme précédent a la fonction de transition U1(x,A).

I1 suffit de montrer qu'elle vérifie la condition 2) de 1'énoncé précédent, or

@ -1
() (x,8) = [ & (%-I_IT;, Py(x,4)dt

[o2]

2 (U)%0a) = [) P(xa) at

Si cette quantité est nulle, la condition (H) entralne évidemment que m(A)=0 ;
il existe donc une mesure oO-finie W , surharmonique pour U1 et telle que

m<<p . Soit ' un borélien tel que m (') > 0 et ()<=

N
1 1.0 1 1,N+1
<u-uU,§ (u)y ¢,)>=pU(T)-pU)" () sul) <=,
o - /.10 . . e .. 1
mais d'autre part Z (U ) (.,') est identiquement infini ce qui impose u=uU ;
la mesure | est iﬁvariante. Ce raisonnement montre aussi que toute mesure

. 1 . . .
excessive pour U est invariante ; toute mesure excessive pour le processus

est donc invariante.

Nous allons étudier la famille des mesures invariantes pour Pt , dont nous

venons de voir qu'elle n'est pas vide.



2.5

- 98 -

Lemme 1 :

Soit A un ensemble absorbant pour X,V une mesure invariante, alors

m(a%) =v(a%) =0 .

Démonstration :

@

si m(aA®) > o0, alors Px[fo 1 c(Xs) ds = ®] = 1 pour tout x de A ce
qui est imposible si A est absorbant.

D'autre part, si £ est borélienne positive, Ptf(x) = Pt(f1A) (x) sur
A ; on a donc :

I Ptf(x) 1A(x) dv(x) < f Pt(f1A)(x) av(x) = fA £(x) av(x) ;

1ALL est donc excessive et par suite invariante. 1 M différence de deux mesures
invariantes est invariante. Or comme m(A) > 0, péur tout x de E, U1(x,A)

est strictement positif, donc si Vv est une mesure positive non nulle

VU1(A) = v(A) est strictement positif. 1 oW ne peut donc 8tre que la mesure

nulle. A

Remarque :

Dans la proposition 1.3 on peut remplacer m-ps par V-ps

Lemme 2 :

. . L - 1
Toute mesure invariante non nulle est égquivalente a la mesure mU

Démonstration :

n1U1(B) > 0 entralne m{x : U1(x,B) > 0} > 0, donc d'aprés la propo-
sition 1.3, U1(x,B)’> 0 partout; si Vv est invariante non nulle on a donc
v(B) = vu' (B8) > 0,

Inversement mU' (B) = 0 entraine m{x: U1(x,Bﬁ>()} = 0, soit d'aprés
la proposition 1.3:P.[f: 1B(Xs)ds =0] = 1 m-presque partout, or 1l'ensemble
{x: PX[I: 1B(XS) ds =0 = 1} est absorbant donc d'aprés le lemme 1 son complé-

mentaire est de v-mesure nulle et par suite v(B) = vU1(B) = 0,

Théoréme :

Il existe pourk semi-groupe Pt’ une mesure excessive o-finie unique. Cette

. . .. - 1
mesure est invariante et équivalente a mU .
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Démonstration : Il reste a montrer 1l'unicité.

Remarquons tout d'abord que Pt est pour tout t wune contraction po-
sitive et conservative de L1(u) , en effet si F est un ensemble de mesure
finie et positive la fonction +

= X S
£(x) 'J‘O Ps( ,F) d

est un élément de afl (b) et
@
n
n}_:1 (p)" £(x) = E_ j': 1.(X,) ds = =

quelque soit x de E d'aprés la proposition 1.3 . Soit P: le transposé de Pt ’
on peut le prolonger a toutes les fonctions mesurables finies et positivesq:S])

et 1l'on sait que P: h <h si et seulement si P: h = h . Maintenant 4d' aprés

ce qui précede, toute mesure invariante est de la forme hKW , o0 h vérifie

P: h = h pour tout t . Et 1'on sait [9] que 1{h<a} et 1{h2a} sont encore

des fonctions de ce type. Il en résulte que 1{h<a} b et 1{52a} f sont des

mesurés invariantes qui ne peuvent &tre équivalentes ; une des deux est donc nulle

et par suite h =ctep-ps . La mesure p est la seule mesure invariante.

Remargue :

Le processus X satisfait a la condition (H) relativement a la

mesure W .

La mesure, invariante ne charge pas les ensembles semi-polaires. Sous 1'hypothéee
(L) elle admet donc un support fin qui est finement parfait([1]). ce support est
un ensemble absorbant et tous ses points sont finemert récurrents([2]) B est
alors équivalente a ﬁk(x,.) pour tout X > 0 et tout x du support ([3]). Si
le processus est de plus a résclvante fortement fellerienne, le support de u

est fermé au sens ordinaire et l'on a la proposition suivante :

Proposition :

Si X est a résolvante fortement fellerienne 1la mesure invariante est

une mesure de Radon.

Démonstration :

Soit H wun ensemble tel que 0 < p(H) <@, et X un compact ; soit
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a> 0 la borne inférieure de U1(.,H) sur XK ; on a
1
b(H) = [ p(ax) U (x,H) = a [ p(ax) = ap (X)
X K

ce qui démontre la proposition.

III. THEOREMES ERGODIQUES

3.1

Si A est une fonctionnelle additive du processus X , la fonction

t =B, [At] est linéaire et par suite 1l'application

£ T B [J‘O £(x,) aa ]
pour f Dborélienne, définit une mesure que nous appellerons VA . Nous poserons
1
vl = 5 B, (ad .
Définition :
Si HVA ” est finie, A sera dite intégrable. Si E est réunion d'une

suite d'ensembles En tels que les fonctionnelles 1 A soient intégrables, A se-

E
n

ra dite o-intégrable.

Nous allons énoncer quelques propriétés des mesures VA .

Théoréme :

Soient A et B deux fonctionnelles additives et supposons "vBH > 0,

alors

E[A ]
. t [Vl
1) lim X = B - Pps
£ e BBl Vsl
2) 1i B Il P tout x de E
im —— = -ps pour tout X dae
f = B Vgl X

Nous ne démontrerons pas ici ce théoréme ; la démonstration est exactement

celle de [ 3] auquel nous renvoyons.
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3.2 Proposition : ..
fini

e
Si A est continue et o-intégrable alors vA est invariante pour

é§ Ly est le changement de temps associé a A ; et c'est la seule mesure

excessive pour PL .
t

Démonstration

Sur la vue du lemme 2,1 il suffit de montrer que vA est invariante
pour la résolvante V1 de PL S or

t
1 Ay
V'E(x) = E_ j': e "£(x.) aA_ .

Soit f wune fonction positive telle que < v,,f > < ® et calculons < v ,V1f >

A’ A

-A
1 1 S t
<vv'E>=—E [«ro(Exu J:e £(x,) @) aa_ ]

A
-A o
_ L S t u
T s Ep. [ J‘o dAu-r: € f(Xt+u) dA‘c+u:l
s Ay A
=%Ep[_[‘oe a, [oe Ve(x)) aa ]

[ rs A, VoA A, s Ay
B L foe Ye(x) e, [ oeta +[Te £(x,)aa [ e aa ]

|
U’)l_\

s Ay A, g —Av
E, [J’O e e(x )(e T1)aa + (e 5-1) J: e” Ve(x )aa ]

|
w'q

1 Se(x -4, . By e A,
= Eﬁ [ I;f( v)dAv-f:e f(Xv)aAV+e f: e f(Xv) dAv] :

A, -A A
or = E [e® e e(x,)aa ] = E, [[] e Ve(x) al,

il vient donc
<wv ,V1f>=—1-E [j‘sf(x)dA]—<v £ >
A s U o v/ v T A’

ce qui démontre la premiére assertion 3 la seconde se montrerait comme en 2.3 .
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I1 est clair que les mesures V, ne chargent pas les ensembles polaires
H
et que si A est continue vA ne charge pas les ensembles semi-polaires,
Nous allons énoncer un résultat en sens inverse, Rappelons tout

d'abord (1])que si F est un ensemble presque analytique on a :

\/x€E 1lim P, [T.< ] =1 P_-ps
t>e X O F Ry X
— o < =r-_. —
ol Ro Q [TF o, ®] = [ 1lim 1F(xt) 1]
neN t -

on en déduit que la fonction excessive P.[TF < @] n'a que deux comportements

possibles

- ou bien YVx€E Px[TF < o]

1
-

P [RF] =

|
(]

- ou bien g - pS PX[TF<:w] Px[RF] =

on posera donc la définition suivante :

Définition :

Un ensemble presque-analytique F est dit transient si Pu[TF<:m] =

Un ensemble est dit transient s'il est contenu dans un ensemble presque-analyti-

que transient, Un ensemble non transient est dit récurrent.

Sous 1'hypotheése (L) si tous les points de E sont finement récurrents

les ensembles transients sont les ensembles polaires.

Proposition :

Un ensemble est transient si et seulement si il est de mesure nulle pour

toutes les mesures vA associées aux fonctionnelles additives intégrables.

Cette proposition est démontrée dans [ 4]
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