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-~ Séminaire de Probabilités -

MESURES ALEATOIRES

par Philippe MORANDO

Les deux exposés qui suivent sont les premiers d'une série consacrée
aux mesures aléatoires. Le premier est d'ordre général : il contient des ré-
sultats que j'avais établis sur les mesures aléatoires avant de connaftre les
remarquables travaux de A, PREKOPA [5] [6] [7] sur ce sujet - travaux qui,
de maniére incompréhensible, semblent &tre presque inconnus dans les pays
occidentaux (ils ne figurent en tout cas pas dans les bibliogfaphies des
articles que j'ai consultés). Bien que ces résultats se trouvent dans les
articles de PREKOPA, les démonstrations semblent &tre assez différentes des
sicnnes pour mériter d'€tre publiées dans ce séminaire. Par cxemple, on évite
ici par l'emploi de bornes essentielles certaines difficultés de mesurabilité
qui ont arrété PREKOPA, et cela permet de s'épargner de pénibles récurrences

transfinies.

Le second exposé se présente de maniére trés différente : commencé
lui aussi avant que j'aie eu connaissance de l'oeuvre de PREKOPA, il traite
néanmoins de résultats "classiques" sur les mesures positives & accroisse-
ments indépendants : becaucoup de mathématicicns ont traité incidemment de cette
question, ct ont énoncé le théoréme principal en le qualifiant de trivial,

Mais en fait il est impossible de trouver une mise en forme véritable dans

la littérature, si l'on excepte celle de PREKOPA citée plus haut, qui s'appli-
que A des mesures beaucoup plus générales, et qui est trés difficile a lire.
Pour le cas positif, mon point de départ a été un article de KINGMAN, [2] qui
prétend &tre une telle mise en forme, mais qui & mon avis laisse encore a

désirer sur certains points.
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Monsieur Lucien Ie CAM m'a aimablement comrmmiqué wn travail fait
sous sa direction par Mlle Nora SMIRIGA [9] sur un sujet voisin, La présen-
tation de ce travail est trés différente, et envisage les mesures aléatoires
sous leur aspect "fonctionnel' plut8t qu'ensembliste, Je n'ai pas eu l'oc-

casion de l'utiliser,



- 192 -

PROLONGEMENTS DES MESURES ALEATOIRES.

§ 1. PRELIMINAIRES.

1. FONCTIONS ADDITIVES ALEATQIRES.

1.1 On considére un ensemble X et une algébre (3() de parties de X
(c'est-a-dire un sous-ensemble de P(X) contenant ¢ et stable pour les opé-
rations de reunion finie et de passage au complémentaire).

On designe par & 1'espace vectoriel des fonctions 4tagées sur (X,cK) ).
On considére d'autre part, un espace probabilisé complet (Q, CJ_f‘ »P) et on note
V 1l'espace vectoriel des variables aléatoires réelles finies définies sur

(Q, CF sP) . Pour simplifier l'écriture on notera :

f~g au lieu de f=g p.s.
f-<g au lieu de £<g pe.s.

1.2. Definitions : On appelle fonction additive aleatoire sur (X,00

une application p de dGdans V telle que s
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si A et B sont des éléments disjoints de CRJ) on a ¢
p(AUB) ~ p(A) + w(B) (additivite),

On appelle intégrale aléatoire sur € une application de € dans V telle

que :
1) p(e+£*) ~ p(£) + p(£') pour £ et f' dans ¢&

2) p(Af) ~ Au(f) pour fEE et A reel .

On établit facilement qu'il y a une correspondance bijective entre les fonctions

additives aléatoires et les intégrales aleatoiresl- elle est définie par

p(E)=Z c.u(A,) ot £= I c. I
i bl i€T findi * A4

On dit que deux intégrales aleatoires p et u' (ou deux fonctions additives

aléatoires) sont indiscernables si pour tout f€€ on a u(£)~p'(f).

On dit qu'une fonction additive aléatoire est forte si elle vérifie g

p(AUB)=u(A)+4(B) dés que ANB =g .

1.3. Lemme.

Soit p une fonction additive aleatoire sur (X,J») . Il en existe
une modification indiscernmable W' qui est forte.

En effet, soit {fa'} une base de € .,
On obtient alors une fonction W' qui convient en posant pour f£=X cafa (o

a
les C, Sont nuls sauf un nombre fini)

'"(£) =Ec u'(e
w'(£) o‘c,,,u-(c,,)
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1.4. Définition.

Une fonction additive aléatoire K est dite positive si} pour tout

A€on a u(a)So.

Il en résulte que si ACB on a p(A)<Qu(B) (on dira d'une applica-

tion W possédant cette propriété qu'elle est presque monotone).

2. MESURES ALEATOIRES.

2.1. Définition.

Une mesure aléatoire sur (X,db) est une application M de (}()

dans V telle que si un élément A de ¢/ est réunion d'wne famille dénom-
2]
brable d'éléments A € b deux & deux disjoints (ce que l'on note A = 5.‘.1 An)
n=
alors @

w(A) ~ p.(An) (0 - additivité)

=1
Les classes de mesures aléatoires pour la relation d'indiscernabilité
sur (X,CJIJ) forment un espace vectoriel réel ordonné par la relation

mnSm' si m(A)em'(A) pour tout AE€JD.

2.2. Proposition,

1°) Si W est une mesure aléatoire sur (X,CJL,) et si An est
une suite décroissante d'éléments deJ(-,,,d'intersection vide (ce que l'on

note A ﬁ)}on a:

lim u(An) ~0
n—"=
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2°) Réciproquement si une fonction additive aléatoire sur x,db)
est continue pour les suites d'éléments dedbqui décroissent vers ;Zf , Clest
une mesure aléatoire.

Démontrons 1°)

Not B =A -A 0 B € t)L t A.=X B Donc
otons = A - 7 n a e 1= ” .
1 ' —1 -
u(A,I) ~ 5_1 u(Bn) ~ 1lim 12—1 u(Bi). D'autre part, A1 (A1 An 1)+An 1

LI}

n
2 B. + A .
1 i n+1

n
Donc u(A1) ~Z M(Bi)w(An+1) , d'od lim u(a)~o0 .

i=1 n—o

Démontrons 2°)

n
Soit A=SA .Notons C. =% A=A-U A, ,ona C_€Jlet
1 P B oper B i=1 * n

Cnlﬁ donc lim w(C )~o0 .

n"e

D'autre part/ en raison de l'additivité} on a

w(a) ~
1

I Ms

w(a;)+w (C ) d'ou le resultat.
1

2.3. Corollaire.
Soit M une mesure aléatoire sur (X,dU).

si A tA ( ou A, et A sont danscl) on a 1lim u(An) ~u(a) .
n "

8i A { A (o0 A et A sont dans®) on a 1lim M(An)~u.(A) .

n—o



- 196 -

3. DECOMPOSITION DE JORDAN-HAHN ,

3.1. Definition.

On dit qu'une mesure aléatoire p sur (X,JU) est decomposable

s'il existe deux mesures aléatoires positives u+ et H_  telles que

l'on ait pour A € J%
w(a)~p, (8) - u_(a) .

Lemme :
Soit W' wune version forte d'une mesure aléatoire décomposable, Il
existe deux mesures aléatoires positives fortes u_:_ et W' telles que l'on

ait pour tout A€ QL

w'(a) = bi(a) - w1(a) .

Démonstration. p' étant décomposable, on sait qu'il existe deux mesures aléa-

toires positives Hq et By telles que l'on ait pour tout A € JG
w'(a) ~p(A) - py(a) .

Soit W' une version forte de W, « Posons u;_(A):u.'(A)m'(A) . B' est une
- - )+
mesure aléatoire forte comme somme de mesures fortes et u._:_(A) ~ By (a) , donc

M;_ est positive.

Remargz_le H

Si P est forte positive)on sait que u(A)§0 et non pas p(A)=20 .,
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3.2. Définition.
On dit qu'une mesure aléatoire M est bornée s'il existe une v.a.
wttahnessynlivastge

@€V telle que pour tout A€0U on ait

|a){<e .

3.3. Proposition.

Soit K une mesure aléatoire sur (X,J{,). Les deux proposi-

tions suivantes sont équivalentes :

1°) La mesure M est bornée,

2°) Pour tout A€ (ﬂ;)il existe une v.a. v(A) telle que
n n
R ’u(Ai)H v(A) pour A =Z A, .
i=1 i=1
Démontrons 2°) = 1°) , Puisque X=A+(X-A) on a

{p@a)) +| vx-2)f Sv(x) .

Donc,en posant @=v(x), on a IM(A){ <9

Démontrons 1°) = 2°) , On utilise le résultat suivant valable pour un ensemble

fini de nombres reels (xi)iGI :

Z |x.|=sup{ T ex, ,e.=+11}
€1 il jeg Y17 i<

(La demonstration en est laissée au lecteur).

Supposons donc qu'il existe @€V telle que ‘u(A)’ § @ pour tout

™MBs

A€ JL. considerons une décomposition A =

Ai . On a alors
i

1
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n
sup { Iz e u(ay), 8

1=i1}'
i=1

n

z u(Ai)(

i=1
Considérons un des termes entre crochet et notons. @

B, = U
1 {iyai=1} 1

n
On a alors I &.u(A;)~k(B,) - k({B,)S2 ¢ .
i=1

En prenant la borne supérieure pour toutes les combinaisons possi-

bles (81 ,ezyoooyen) ol 81 = ‘_"' 1) on a
n
by ‘u(Ai)‘ <29,
i=1
C.Q.F.D.

3.4. Définition.

Soit p une mesure bornée. On appelle valeur absolue de W et on

note |p| 1'application (définie a des p.s. prés) de Ul dans V telle que

n n
(MI(A) ~ess sup {iEJu(Ai)‘ y A =i§1 A; }.

Cette définition est justifiée par la proposition précédente,

Notons que si K et W' sont indiscernables on a pour tout A€ O(

ful(a) ~ju'f(a).
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3.4, Théoréme.

Pour qu'une mesure aléatoire soit décomposable, il est nécessaire
qu'elle soit bornee,

En effet, soit WK une mesure décomposable, Il existe deux mesures

aleatoires positives u+ et p_ telles que
w(a) ~u (8) - u_(a).

On a donc
Iua){Qu, (a) + u_(a) .

Les mesures u+ et p  étant monotones on a alors @

fn@a)lgu, () + u_(x) .

Nous allons maintenant démontrer la réciproque de ce théoréme,

3.5. Théoréme de Jordan-Hahn

Soit K une mesure aléatoire bornte sur (X,(N,) . Elle est décompo-

sable et si

A, }

n
|kl(a) ~esssup(z h(a), 4= 1/

i=1 i

N Ms

on obtient une décomposition privilégi¢e de W en posant

(decomposition de Jordan-Hahn).
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Démonstration.

La variable aleatoire |u|(A) est positive. Montrons que }p} est

[+<]
o ~-additive., Considérons A =X A
1 n

@) ona (ul (@) & Eju| ().

En effet on obtient certaines décompositions de A en décomposant

les p premiers An et en considérant en un seul bloc l'eélément 5 An .
p+1
On a alors :

P ®
|ub(a) Sess sup {n§1 ? m (An“].)h(u»(plfr1 a)|s 4, = SJ: Ay 5]

p
Sesssup { = Efu (An j)t’ A =ZA .}
n=1 j ! N

P
~Z esssup { Zfp(a ), 4 =Z4a .}
L ess sup { jlu( n,J)t’ n =7k

P
|wi(a) & £ Juja) .
n=1
Ceci étant valable pour tout entier p on a :

fuf(a) & ‘%’1 B (a) -

B) MalM@)§§MMJ.

P p
En effet, |u|(A) ~ess sup { T l-u. (Bi)‘ ,A=Z Bi}
i=1 i=1
P

Choisissons une décomposition A = Z Bi .
=1
(=]
On peut écrire B, =X B, ouB. =B,MNA
’ i by i,n i “n

1



- 201 -

On a alors

b (B,)~ £ M(Bi’n)

n=1
<L
|w (B E m (Bi’n)l,
Donc
P w P
£ lue)RE = |u, )
1=1\ * ‘€n=1 i=1‘ 1,n
P
Mais A = N B. donc
n . i,
i=1
P
Z |we; )1 Stel(ay) ;
dod % Zp lp,(B. )R§ IH-'(A) .
n=1 i=1 l!n n=1 n
Finalement
: P
iilﬂ- (Bi” { n?1 tM (An) pour toute décomposition A=i§1Bi ,

d'oll le résultat

jwf(a) S p:i ful () -

Y) Finalement ‘u.’ est unemesure aléatoire positive (on a vu dans la propo-

sition 3.3. qu'elle était bornée). Posons

=L“L!.;_& et b ='E.L;_E .

L 2

On a lu(A)}glul(A) pour tout A€JL . Donc W, et K_ sont des mesures alea-

toires positives bornées et l'on a :
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w(a) ~p (A)-p_(8) pour A€JU .

Remarque.

On a méme u(A)=u+(A)-u_(A) . Si W est forte et si on a choisi
les ‘“!(A) de facon telle que la mesure aléatoire |u| soit forte, les mesures
u+ et p_ seront fortes et on obtiendra ainsi la décomposition forte dont

on a établi l'existence en 3.1.

3.6, Proposition.

Considérons la déecomposition de Jordan-Hahn u=u+—u_ d'une mesure

aléatoire bornee,

ona u (a)~esssup {u(B),BEJL, BCA ]

b_(a) ~ess sup{-u(B), BEJ(,BCA} .

I1 suffit de montrer la premiére égalité, 1la deuxiéme en résultant immédia-
tement si 1'on remarque que M =(—u.)+ .
On utilise le résultat suivant sur une suite finie de nombres reéels

(xi)iGI : posons x; = sup (xi,O) .Ona I x; =sup X X, *
i€T I j€J

(La demonstration enest laissée au lecteur).

On a alors

“+(A) - h-l" gA) + “SA)

2

n n
~ ess sup { T l“(Al),+“(Ai) ,A=Z A }.
i=1 2 i=
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n o |u(A,)b(A;) n
Mais I | ——— =% u(a)" = swp I u(a)
i=1 i=1 ' I ojer d
~ sup W(B.) o B, =U A,
o Y I oser
°<esssup {u(B), BEU\, BCA}.
D'ou

i, (A) Sesssup {w(B), BEA,, BCA ],
D'autre part,si BCA, on a u(B) §u+(B) <|.L+(A)l

donc esssup {u(B),BEN, BcA} < |.1.+(A))d'oﬁ 1'égalité.

3.7. Proposition.
Soit W une mesure aléatoire bornée, p,+ <t W les termes de
sa décomposition de Jordan-Hahn. Alors u+(resp p_) est la plus petite

des mesures aléatoires positives qui majorent u (resp. - &) .

En effet, soit m une mesure aléatoire positive majorant u .

On a pour BCA , BEJL:
m(A) & m (B) & w(B)

Donc m(A) Sesssup {u(B) , BEJL, BCCK,}/ c'est-a-dire m §p,+ .
On ala méme démonstration pour B (on peut d'ailleurs remarquer que

b_=(-w),)
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Corollaire :
Soit u m, - m, une décomposition quelconque en deux me-
sures positives d'une mesure K bornée . On a m1§p.+ et ma} B

(La démonstration est triviale).

3.8. Résumé.
Pour qu'une mesure aléatoire W soit décomposable, il faut
et il suffit qu'elle soit bornée. S'il en est ainsi, la formule

‘p.l (A) ~esssup { 2 ‘p.(Ai)i , A =g Al
i=1 i=

définit une mesure aléatoire positive ‘u. | . Posons alors

Ona =4 -§_ (décomposition de Jordan-Hahn )

La décomposition de Jordan-Hahn jouit des propriétés sui-
vantes :
1) u,(a) ~esssup {u(B),BEN, B A},

u_(a) ~esssup {-u(B), BEL, BS A } .

2) si m est une mesure positive majorant WK , alors m? u+/.

si m est une mesure positive majorant -p , alors m%p. .
-

3) si p~ m,= m, est une autre décomposition de la mesure u , on a

m1>p.+ et ma}p,_ .
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§ II. PROLONGEMENT

On considére une mesure aléatoire bornée W sur (X,db).
On se propose de la prolonger en une mesure aléatoire sur (X,‘@) ol ‘G
est la tribu engendrée pardL « La mesure W étant différence de deux mesures
positives, on va prouver qu'il existe un prolongement de K en prolongeant
d'abord les mesures positives. On notera? l'ensemble des réunions de suites
croissantes d'éléments de SU. (C'est aussi l'ensemble des réunions de suites

quelconques d'éléments deCl).

1. PROLONGEMENT A C] D'UNE MESURE POSITIVE.
g

Soit W une mesure aléatoire positive sur (X,dL) . si
G€3 on pose W'(G) ~esssup {u(A), AEJL, ACG } . On a u(A) gp.(X) .
u'(G) est donc bien définie. p et u' sont indiscernables sur\o .

W' est p.s. positive et p.s. monotone.

1.1. Proposition.

Si Gné(g et si G 1G alors GEget lim p'(G, ) ~p' (G)-

n—o

Démonstration.
Soit {Am n} une suite croissante en m d'éléments de O
9
telle que S‘ Am,n = Gn .

Posons D = U A . On adonc D €QJU. La suite {D }
m n m m
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est croissante ; pour n<m on a Am 1qCDmc:GmCG . Faisons tendre m puis n
?
vers 1'infini. On obtient Dm G . Donc GG? .

D'autre part si A€(K avec ACG on a :

AND t A
n

D'olt u(A) ~ 1im p (A ﬂDn) < lim u(Dn) (en vertu du corollaire I.2.3. et
n n
de la monotonie de W ).

On en déduit en vertu de la monotonie de u'

p'(G) ~esssup {u(A), AEN, ACG } < 1lim w(D) S lim w'(G) et
n n

lim p,'(Gn) du'(G) .+ D'odt 1lim p.'(Gn) ~ u'(G) .

1.2. Proposition.

Soient G et H deux éléments quelconques de? « On a
GUHE?,GHHE et de plus :
w'(GUH) + p'(GNH) ~ u'(G) + u'(H).
En effet soit An une suite d'éléments deCAy croissant vers G
Bn une suite d'éléments de U\ croissant vers H
alors A UB croft vers GUH donc GUHEC},
Anan croft vers GNH donc GﬂHG? .

On a d'autre part pour chaque n :
w(A UB)) + (A NB) ~u(a) +u(B,) .
On fait alors tendre n vers l'infini et la proposition précédente donne :

w'(GUH) + p'(GNH) ~ p'(G) + p'(H) .
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2. PROLONGEMENT A cT?D'UNE MESURE POSITIVE.

Soit T 606 un élément de la tribu engendrée par OLL. On

pose

V(T) ~essinf {p'(G), Ge?,, GOT }

V et w' sont indiscernables sur ?/ .
V est p.s. positive et p.s. monotone.
Pour montrer que V est une mesure aléatoire nous allons

montrer que V est continue pour les suites croissantes et additive.

2.1. Proposition.

si Tne"G et si T 1T alors lim V(T )~v(T)-
(1) Envisageons d'abord le cas du prolongement dr'lune mesure positive
telle que p(X) ~ 1 .

On a alors, pour tout TE€Y9G, V(T)<$1 . La suite des
\J(Tn) est croissante majorée par V(T) , elle a donc une limite (p.s.) et
l'on a :

041lim V(Tn) dv(T) 1.

n

Pour montrer que lim v(Tn) ~ v(T) il suffit de montrer que les espérances

n
de ces deux v.a. sont les mé“mes, ce qui revient a montrer :

1im E[V(T )] = E[V(T)]

Lemme.

Posons pour T € , o(T)=E[V(T)]. @ est une mesure (au sens
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ordinaire) positive sur (X,‘@) .
En effet, la ¢g-additivité de v surCTL, entraine la g--ad-
ditivité de «o sur ()L.

D'autre part)si GG?/ s'écrit G=U An ol An est une
nx1

suite croissante d'&ments de (l.a}on a v(G) ~ 1im1\)(An) ,donc  o(G)=limt ar(An).
n n )

Si T€C€on sait qu'il existe une suite Gn décroissante
d'éléments de 9/ contenant T telle que 1lim V(Gn) ~ V(T) . Cn a alors
n
lim oz(Gn) = o(T) . Mais on a évidemment o(T) < inf «(G)

n GIT
GE%

d'ott o(T) = inf «a(G) -
GOT

Geg,

Connaissant « surQf;on a donc obtenu « sur‘fen faisant 1le prolongement
de la maniére classique (unique). D' ol le lemme : Il est alors évident que

si T tT ona o:(Tn) - o(T) .

(2) Cas Général.

Notons ¢=p(X) ; ¢ est une v.a., positive (p.s.) et finie.
Considérons une nouvelle application de°6 dans V définie de la fagon

suivante :
0 si p(w) <O

T)¥ :

My est une mesure aléatoire positive sur (X,OL,) et 1l'on a :

u1(T)w =

b, (X) ~ 1 w(T) ~ @ b, (T) .
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. - ~ K ' kS
si T 1T ona 1rllm |J.1(Tn) p.,](T) d'ou

Lin w(T,) ~ W(T) .
n

2.2. Proposition. V est additive.

On procéde par étapes :
(«¢) Soient T et T' quelconques dans"@ .0n a:
v(T) + v(T*) & v(TUT') + v(TNT") .
En effet, V(T) + V(T') ~ess inf {p'(G)+u'(H), GDT , HDOT' }. D'oh d'aprés 1.2,

v(T)+v(T') > ess inf {u'(GUH), GOT, HOT'} + ess inf{u'(6NH), GOT, HOT'}
> ess inf {u'(G), GOTUT'} + ess inff{u'(G), GPTNT'} .
D'ol

v(T) + v(T')%—v(T Uutr*Y) +v(tTurTt") .

() v(T)+v(T) ~ p(X) ot 1'on a posé X-T=TC .

Soit ‘?So la classe des éléments de B solutions de cette
équation. On a ¢cKC ‘Z;o et °(§'O est stable par passage au complémentaire.
Montrons que "Go est stable par passage & la limite croissante (classe mono-
tone).

i T 1T ona v(Tn) t v(T) d'aprés ce qui précéde. Si 1l'on

a pour tout n

v(T,) + v (T, ) ~ u(x)

on a encore v(Tn) +v(T¢) S p(x)
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On obtient en faisant tendre n vers o :
V(1) + v(1%) 3 u(x) .

Mais en vertu de (a) on a :
v(T) +v( 1% & u(x) -

Donc
V(T) + v( T%) ~p(X).

On a finalement%0 = °G .

(Y) v est additive.

Appliquons («) au couple T,T' puis au couple T¢,7'. on
/

V(TUT') + V(TNT*) S Vv(T) + v(T")

vENT)) + v ((TUT)) (%) + v(T'°) .
En additionnant les deux membres on a 2 u(X) de chaque c8té en vertu de (B)
Les deux inégalités précédentes sont donc des égalités et si TNT' = ﬂ

ona V(TUT') ~v(T) + v(T") .

3. PROLONGEMENT D'UNE MESURE BORNEE.

Théoréme. Soi't b une mesure bornée sur (x,J.) et G
la tribu engendrée parC]L. I1 existe une mesureet une seule sur (X,C@) pro-
longeant la mesure p (c'est-a-dire telle que VvV et p soient indiscernables
sur (x,00)).

On décompose p en différence de deux mesures positives

et le paragraphe précédent donne un prolongement de u . Il reste a montrer
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l'unicité. Soient Vv et V' deux prolongements de p et considérons
la classe "z-‘,’o des éléments deP tels que V(T) ~ v(T') .

On adLCCGo '%o est stable par passage au complémentaire
puisque V(T) + v(TS) ~ p(X) et DGO est stable pour les limites croissantes

en vertu de la proposition 2.1. Donc ’Go =¥ (classes monotones).

§ III. INDEPENDANCE

1. DéFINITION ET PRéLIMINAIRES.

SoitJ{_une algébre de parties de X et u une mesure aléa-
toire sur (X,d() . On dit que p est "a accroissements indépendants" si/ pour
tout systéme fini d'ensembles A1,A2.. ,Ap deux & deux disjoints appartenant
éid]ule systéme formé des variables aléatoires {“'(A'l) p.(AP)} est indé-
pendant (on écrira briévement {p,(lxl)} est indépendant). On se propose de
montrer que si W est une mesure aléatoire bornée & accroissements indépen-
dants, il en est de méme de son prolongement a (X,Q‘: ) ol %'est la tribu

engendrée par gL .

En vertu de 1'unicité du prolongement on considérera dans la
suite une mesure aléatoire bornée sur (X,SG) dont la restriction & (X,J0)
est A accroissementsindépendants et on montrera qu'alors elle est & accrois-
sements indépendants sur (X,‘C) « On notera?’ 1'ensemble des réunions de

suites croissantes d'éléments de OU et (76 1'ensemble des intersections des
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suites décroissantes d'éléments dei} .

1.1. Etant donnée une suite iAp} de parties d'un ensemble E on note

@
Iima =N U A
Pio1pei P

[+=)
limA = U N A&
.—_ i=1 p2i P

On dit que Ap tend vers A quand p tend vers l'infini(et on note
Ap-—-% A) si 1'on a 1lim A, = Lim Ap: A . C'est dire encore que 1'indica-
trice de A.P tend vers l'indicatrice de A . On rappelle les résultats
suivants :

-si A A et B —-B alors A - B = A-B

n n n n

- en particulier si ANB =4 on a A-B —A.

On utilisera en particulier la conséquence suivante : soient des Ai

(i=1,2,.,.,p) en nombre fini, disjoints deux a deux,tels que Ai= lim Ai n !
n-o °?

alors A= lim (Ai - U A )
n-o ) J}él J’,

- si A A et B —B alors ANB —ANB
n n n n
et A UB - AUB .
n- n

1.2, Lemme :

Soient x1,x2,...,xk des variables aléatoires réelles telles

que Xp = lim Xp n Vp = 1,2...k ; supposons que pour n fixé le systéme
n

(x Xy reeerXy n) soit indépendant ; alros le systéme (X1,X2,...,Xk)
? ?

1,n

est indépendant.
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En effet, soient f des fonctions continues et bornées

1)...)fk
sur IR . On a alors f1(X1)...fk(Xk) = 1rilm f1(x1,n)"°fk(xk,n) d'ol

par le théoréme de la convergence bornée

EL£ (X)) ee o8, (X)] = Lim E[£1(X1’n)...fk(xk,n)]

n

]

lim E[f1(x1’n)]... E[fk(xk'n)]

n

]

E[f1(x1')j|...E[fk(xk)] .

1.3. Lemme.

Soit p une mesure bornée sur (X,°6 ) et A<lim A avec
A et A appartenant a°G . Alors 1lim M(An)va(A) .
La mesure K étant décomposable il suffit de traiter le cas

d'une mesure W positive.

Remarquons d'abord que 1lim p,(An) est bien définie car
u(An) S w(X) pour tout n .
Montrons d'abord que w(lim An) < lim p.(An) . On a
©
limA =U N . Posons N =B . B est une suite croissante
n=1k2n * k=n A n n

tendant vers lim(An) .

Donc (%) w(lim A ) ~ lim p(B))
n
D'autre part pour k2n on a Bn CAk donc
w(B)) S w(a) si kzn
< inf p(a)

kz2n
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Dot (%x) k(By) Ssup inf p(a) = lim u(a ) .
n kan

En rapprochant (*) et (**) on a le résultat cherché.
On démontre de maniére analogue : w(Iim An) S 1im p.(An) . On termine alors

la démonstration en écrivant :
w(a)~ p(lim A ) Slimp (A ) STimp (4 )gp (Tim & )=u(a) .

D'ou

Tim p(a,) ~ Lim u(8) ~ u(a)

1.4. Lemme.
Soient | une mesure bornée sur (X,‘Z; ) et Técﬁ o I1
existe un élément DE 676 tel que DODOT et |p.l(D—T) ~ 0 . Ceci entrafne

w(T) ~ w(D) (carly (A)I<Iut(a) pour AETC) .

Démonstration.

|u| est une mesure aléatoire positive. En démontrant la pro-
position II.2.1 on a remarqué que si TE€ % il existe une suite {Hp% dé-
croissante d'éléments de contenant T et tels que }ju|(T)~ limfp.](Hp) .
Posons D= Hp . On a DGC}/6 et lgm‘_p‘ (Hp) ~'p.'(D) en vertﬂ du lemme 1.3.

P
D'od |u|(T) ~|u|(D) c'est-a-dire encore |u|(T-D) ~O .

2. THEOREME D'INDEPENDANCE.

On suppose donc qu'une mesure bornée sur (X,°€ Jest a
accroissements indépendants sur (X,Oo . On procéde en deux étrapes pour

montrer 1'indépendance sur (X, ) . On noteraC)-(?/ 1l'ensemble des éléments
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de la forme G1ﬂG§ , OU G,, et G2 sont dans (.?/.

2.1. Lemme,
Soient C1,02,...,CP des éléments de C},- 9/deux a deux
disjoints. Le systéme {H(Ci)} est indépendant.
En effet il existe pour chaque i deux suites croissantes

{a., } et {B. '} d'éléments de N telles que :
i,n i,n

C. = 1lim A, - lim B, .
i i,n i,n
n n
Posons D, = A, - B, e« Ona C., = 1im D, donc en posant
i,n i,n i,n i L i
C. =D, _-U D, on a C,=lim C. (d'aprés 1.1.). On a C, € JU
i,n i,n .7. i,n i i,n i,n
A n

et pour n fixé les Ci n sont deux & deux disjoints. Le systéme

?

{p.(Ci n)} est donc indépendant . Les lemmes 1.2. et 1.3. montrent alors
]

que le systéme {p.(ci)} est indépendant.

2.2. Indépendance sur CZZ .

Considérons des éléments T, ,'1'2,..,.,TP de ‘f
deux a deux disjoints. On se propose de montrer que le systéme {p.(Ti)} est
indépendant. Utilisant le lemme 1.4. on sait qu'il existe DiE (5/6 tel que

D, DT, et (p,l(Di-Ti) ~ 0 . Montrons que si i%Zj on a |p.{(DiﬂDJ.)~O .

En effet

DiﬂDJ.C(Di - Ti) U (Dj - TJ.)
Donc [uf (D, ﬂDJ.) {M(Di- T,) +M(Dj - TJ.)
d'ou

'p,}(Di N Dj) ~0 .
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On en déduit
p(U (0,nDp.))<2 = |u|/(p, ND.) ~ 0
|® AR gj;éi i

d'ou

D, . .
w( 1njui DJ)~0

Pour montrer que le systéme {P(Dl)} est indépendant il suffit de poser

)
Ei=Di- U Dj et de montrer que le systéme des {p.(El)} est indépendant

(car u%Ez)" (D)) -

Les Ei sont deux a deux disjoints. Il existe une suite

{Gi,n} € C;/telle que D, = 1rllm Gi,n .

Donc E. =1im[G. -U @G, ]
i i,n .y. 1i,n
n J;él

Posons E. =G, -U G, eOna E. €(y-U et les E, sont pour
l’n 1,1’1 j%i l’n l,n l,n

n fixé deux a deux disjoints. On est donc ramené & 1l'indépendance surC},- (j/

compte tenu des lemmes 1.2. et 1.3.

~=000 0 000==-
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REPRESENTATION DES MESURES ALEATOIRES POSITIVES A

ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS

On s'intéresse dans cet exposé a une mesure aléatoire positive pu
4 accroissements indépendants, définie sur un espace mesurable (X,X). Nous
désignerons par (Q,l_:,P) 1l'espace probabilisé (supposé complet) sur lequel

sont définies les variables aléatoires u(A,.) (AeX) .

Une premiére démarche consistera a déterminer les lois des varia-
bles aléatoires W(A,.) - lois qui déterminent, en vertu de l'indépendance,
la loi de la mesure aléatoire toute entiére, Ensuite, nous étudierons le

choix de bonnes "“versions" de la mesure aléatoire,

§ 1. FORMULE DE REPRESENTATION DE LEVY .

1, Atomes

1.1, Définition.

On pose pour tout t réel >0 , et tout AeX .
A (8) = - log B[e"®(As+)]
On a évidemment les propriétés suivantes :

a) )\t(A) = 0 <> “:(A,o) = 0 pese.
b) At(A) <to pour tout AeX (car u(A) <o p.s. d'aprés la défi-
nition que nous avons adoptée pour les mesures aléatoires, donc E[e_t“' (A)J>O)

c) A\, est une mesure positive sur (X,)__g) .

t

1.2, Définition,
On dit que Ad___( est un atome de la mesure aléatoire pu si

1) p{u(r)#0}> 0
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2) pour tout CeX contenu dans A , ou bien u(C,.) = u(A,.) p.s.,

ou bien M(C,.) =0 PeSe

Compte tenu de .la propriété a) ci-dessus, on a la proposition

suivante, qui est évidente :

1.3. Pro BOSition-

Les atomes de u sont les mémes que les atomes de la mesure At ’
pour t > 0 quelconque.

Un théoréme bien connu sur les mesures ordiﬁaires permet d'écrire
X = Lh Xn s OU les ensembles Xn sont disjoints, ol xn est un atome de
A, (donc de u) pour tout n>1 , et o0 X

t

lt .

o ne contient aucun atome de

La mesure | est alors somme de la série des mesures aléatoires
indépendantes u = définies par un(A) = u(AnXh) (AeX) o La structure des
mesures étant triviale pour n > 1, on est ramené i étudier la struc-
ture de la partie non atomique Ho * Nous changerons donc de notation, et

nous supposerons désormais que | est sans atomes .

2, Représentation de Lévy .

Rappelons que toute loi de probabilité u indéfiniment divisible

sur la demi-droite positive admet une représentation de LEVY

- log gm e-txu(dx) ct + gm (1 - e_tu)q(du)

tz

[l g(a)

0 1 ~-e

ol ¢ est wne constante, q une mesurc positive sur R: = R+\\ {0} telle
que gm 1 Ax q(dx) <o, et ol C est une mesure positive bornée sur R+ o

On passe aussit8t de l'une & l'autre de ces représcntations.
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2.1

La mesure A1 étant non atomique en vertu de ce qui précéde, fixons Ae)=(
et posons a = A, (A) . Un théoréme classique (Halmos, [I], p. 174) affirme
1l'existence pour tout entier n d'une partition de A en ensembles An’je)=(

(3 = 1yeeeyn) tels que

>
—t
—
(S
p—
|
Sl

pour j =1,ooo,n .

On a alors E[e-p'(AnaJ')] = e-a/n et donc, pour tout c >0

1 - c—a/n

Plu(r_ .)>c)<
lu(a, 5)zels —

Ainsi, u(A,.) est somme des variables aléatoires indépendantes u.(An j")
’

qui satisfont a la condition

lim sup Pf{u(A_ .) >cl=o0.
n-> j n,J° =

Ces variables aléatoires sont donc "uniformément asymptotiquement négligeables"
(Loéve,[3], 290), donc p(A) a une loi indéfiniment divisible, Ecrivons la

représentation de LEVY, sous sa seconde forme

@) = [ 1 o)

R,1 - %

ot C(A,.) est une mesure bornée sur R, . On peut considérer C(.,.) comme

une application de X dans l'ensemble M des mesures positives bornéessur |R+ .

2.2, Proposition,

AwC(A,.) est dénombrablement additive,
Supposons en effet que AeX soit réunion d'une suite (An) d'éléments
disjoints de X ; soit C' la mesure X C(An,.) - mesure dont on ignore a

priori si elle est bornée, ou méme O-finie. La relation lt(A) =z At(An)
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stécrit
1 -tz 1 - e-tz
J" —;-e—-C'(dz) = J‘ ——=——cCc(pr,dz) <o ,
-7 -Z
1-e 1-e

Remplagons t par 1 + t , soustrayons, il vient que les deux mesures
C*' et ¢(A,.) ont méme transformée de Laplace (finie), ce qui entrafne bien

leur égalité,

2.3,
Passons maintenant & la premiére forme classique de LEVY. Soit ¢

la mesure A+ C(A,{0}) sur X, et soit Q(A,.) la mesure sur |Ri

Q(A,dt) = c(a,at)

1 ¢t

La fonction (A,B) "™ Q(A,B) est une bimesure sur X X B (ot B désignera
*

dans toute la suite la tribu borélienne de R+ ), c'est & dire ume fonction

positive, dénombrablement additive en chacun de ses arguments l'autre étant

fixé, Nous avons donc obtenu le résultat suivant :

2 .4. Théoréme »
Si la mesure W est non atomique, il existe une mesure positive

*
bornée ¢ sur X et uwne bimesure positive Q sur X X{R+ s telles que

1) [T (1 Ax)o(A,dx) <o pour AeX
0
2 At(A) = -log E[e—tu(A)] = tc(pA) + Jm(1-e—tz) Q(a,dz)
(0]
pour AeX , t >0,

La notion de bimesure, introduite par KINGMAN, est peu mamiable
Nous allons montrer en fait que, dans le cas qui nous occupe, cette notion

* *
se réduit a celle de mesure sur X XlR+ o Quitte & remplacer m+ par
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[eyof (e > 0) , puis A faire tendre € vers O , nous pouvons supposer la
bimesure bornée. Le théoréme repose sur la régularité intérieure des mesures

~ sur la droite,

2.40 Théoréme.
Soient (X,X) et (Y¥,Y) deux espaces mesurables, Q une bimesure
positive sur Xxy, telle que Q(X,Y) < + o , Supposons que Y contienne

une classe compacte X telle que l'on ait pour Aeg,Beg

Q(A,B) = sup Q(a,X)
Keg

B
*
Il existe alors une mesure positive bornée Q sur X XY (unique) telle

que Q(A,B) = Q*(A X B) pour AeX,BeY .

Démonstration.

Considéroms 1'algébre de Boole I constituée par les ensembles @

de la forme

n
(1) G = ? A, X By (meN , A, X, Bieg)

Tout élément G de I admet une représentation de ce type, pour laquelle les
ensembles Ai sont disjoints. Une telle représentation étant choisie, nous

poserons
* m

On vérifie aussit8t que ce nombre ne dépend pas de la décomposition choisie,
. ,
et que Q est additive sur I . Le théoréme sera établi si nous montrons

que :

pour toute suite décroissante (Gn) d'éléments de I telle que F% Gn

=f,ma lin Q(G)=0.
n-> n
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Or soit Gel , admettant la représentation (1) ci-dessus avec des Ai dis-

joints, Pour tout i , choisissons Kieg tel que KiCBi et

€ .
Q(AirBi) < Q(Ai’Ki) *t (e >0 35 1i=1,000,m)
n
* *
et posons H=UA. XX ;ona Q () <Q (H) + ¢, HEG, et la coupe de

1
H par tout xeX est un élément de la classe compacte K .

Associons alors aux Gn des ensembles Hn comme ci-dessus, de

telle sorte que

Q*(Gn) _S_Q*(Hn) + e:/2n+1

Posons L =H NH ..o H j;ona L <G pour tout n, les L_ dé-
n (0] 1 n n n n

croissent, leurs coupes par tout xeX appartiennent a K,etona
* * o i+l *
<
Q(6,) SQ (L) + 5 ™ (L) +e.

Soit Un la projection de Ln sur X ; la propriété des coupes "compactes"

entraine que Q Un est la projection de Q Lnerq Gn = }Zf . Donc
* * .
Q (Ln) <Q (Un XY) = Q(Un,Y) tend vers 0 si n - >

*
cela entratne 1lim sup Q (Gn) <e , ce qui établit le théoréme.
n->o
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II, - CHOIX D'UNE VERSION DE LA MESURE ALEATOIRE

Dans la plupart des applications, l'espace mesurable (X,g) est
wn trés bon espace (par exemple une variété munie de sa tribu borélienne).
De 13, 1'intérét de la proposition suivante, qui permet de choisir une bonne
modification de la mesure aléatoire p (sans changer l'espace de base Q).
Cela nous permettrait par exemple de construire des mesures de Poisson sur

lui-mé€me , mais nous nc chercherons pas a travailler dans cette direction.

Les espaces mesurables lusiniens sont définis dans l'article de

DELLACHERIE Ensembles aléatoires I , qui figure dans ce séminaire.

Nous supposons touiours que | est sans atomes,

3.1. PI‘OEOSitiOn-

Si (x,g) est un espace mesurable lusinien, il existe une mesure

aléatoire ' satisfaisant aux propriétés suivantes :

1) Pour tout AeX , p(h,.) = E'(Aye) Pes.

2) Pour tout weQ , p'(.,w) est une mesure positive bornée.

Démonstration,

Nous commencerons par traiter le cas ou (X,g) est l'intervalle
I= [0,1] y Mmuni de sa tribu borélienmne. Dans ce cas, posons pour tout t
rationnel appartenant & I,Xt(ub = u([o,t],0) ; 1la fonction X.(w) sur les
rationnels est p.s. une fonction croissante (du fait que p est une mesure
positive) et p.s. continue A droite. Quitte 4 jeter une partie de Q de

propabilité nulle, nous pouvons supposer que ces propriétés ont licu pour
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tout ® . Définissons alors Xt(w) pour tout te[0,1] en posant

Xt(w) = lim X (w)
s ratiomnel -
s |t

et définissons une mesure aléatoire u' en posant si A est borélien :

pU(A,w) = Jﬂ 1,(1) tht(uO (intégrale de Sticltjes
0

ordinaire)

du fait que p est sans atomes, W et p' cofncident PeS. sur les inter-
valles., Une application du théoréme des classes monotones permet alors de

montrer que p(A) = p'(A) p.s. pour tout borélien A .

Passons au cas général : (X,X) étant un espace mesurable lusinien,
il est facile de construire (au moyen d'une suite d'enscmbles qui engendre la
tribu g) unc application mesurable injective de X dans I ; désignons-la

par f ., Définissons une mesure aléatoire VvV sur I en posant
v(A,w) = u(f-1(A),w) pour A borélien dans I .

En vertu d'une propriété fondamentale des espaces lusiniens, 1l'image d'un
ensemble BeX est borélienne dans I . Il en résulte aussit8t que Vv est
sans atomes ; nous pouvons donc lui associer une mesure V' comme ci-dessus.

Pour obtenir alors la modification ' de 1l'énoncé, il suffit de poser
pr(a,0) = vi(£(A),w) (AeX) .

Remarque.

En utilisant 1.3 on montrerait facilement que la proposition
précédente est vérifiée en supposant i positive bornée quelconque (sans

hypothése de non-atomicité).
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4, Mesurcs de Poisson

4.1, Proposition.

Soit (x,}g) un espace mesurable et soit A une mesure sur X
positive finie, Il existe alors un espace probabilisé (Q,F,P) et une mesure
aléatoire positive (A,w) — N(A,w) & accroissements indépendants, possé-

dant les deux propriétés suivantes :

1) Pour tout ® € Q, N(.,») est une mesure sur (X,X) , somme finie
de masses unité,
2) Pour tout A € X, N(A,.) admet pour loi une loi de Poisson de

paramétre A(A) .

Nous dirons que N est une mesure de Poisson régulidre de paramgtre

(ou de moyenne) A .

Démonstration.

Soit J un point situé hors de X . On pose X° = {3} et

xk=§xx.....w k=21,
k

On considére la tribu triviale X° sur X° et la tribu produit }_gk sur Xk .

Sur (X°,X°) on place la mesure définie par Ao( foh)=1 et sur (Xk,}ék)

la mesure )\k=\&8l.....®§ pour k=>1,0napour k =21

k
A (X9) = Ax)"
Considérons alors (Q = @ Xk
k=0
k
F={;Fr=0r ,Frex]}
- k=0 B
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Posons
© AMX) o (F
P(F) =X P(Fk) od  P(F) = z x(Fx)
k=0 k!
e k
On a bien P(Q) = £ P(X') =1.
k=0

On définit alors la mesure aléatoire N sur (X,X) de la fagon suivante :

soit A €X et w= (xi.....xk) € Xk o On pose

N(A,w) = nombre des entiers i tels que x; €A

w(a,0) =0

Il est clair que l'on définit ainsi une variable aléatoire N(A,.) et que N
est une mesure aléatoire satisfaisant la propriété 1 . Vérifions la seconde

propriété
Si n>1 ona P{NQA) =n} =k§n Plo =(x1...xk) ; n de ces points sont dans A}
=k§n d; P{up(xr..xk); x; €A pour is<n,

xi jfi\ pour i > n}

n e—k(x) 5 (A2 k-n
=2 o} S A (A(X) - A(A))

e‘A(A) A

n!
d'autre part )
® -A(X
P{n(pr) = 0} = P{w=d} + % c.g < k(! (A(x) - A(A))k = e_)\(A)

k=1

Tl reste & montrer que la mesure N est & accroissements indépendants. Pour
faciliter 1'écriture, nous nous contentons de considérer deux éléments disjoints

A et B de X et des entiers n et p non nuls.
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On a alors :

' - -k n+p P = . ) . . .
P{n(A)=n, N(B) P};é;*gk Cn+pP{w (x&...xk) ix, €A si isn, x; €B si
n<i<n+p, X, e(AU B)c si i = n+p}
-\ (X) n p
-z £ AADMBY ((x) - aa) - A(B))NP

1 1
k>n+p n: p:

o MA)y ()" e‘)‘(B)A(B)P
n! p!

La proposition suivante est une extention de celle qui précéde

4020 PI‘OEOSition.

Soit (X,X) un espace mesurable, et soit A une mesure positive
o-finie sur cet espace, Il existe alors un espace probabilisé (Q,E,P) et

we fonction (A,w) +~> N(A,w) sur X X Q, & valeurs dams ﬁif , tels que

1) Pour tout ©eQ , N(.,w) est une mesure positive (non nécessairement
finie, mais o-finiec), somme d'une suitc de masses unité.

2) Pour tout A tel que n(A) <+ » , N(A,.) admet pour loi wne loi
de Poisson de paramétre A(A) .

3) si (An) est une suite d'éléments disjoints de X , les variables

aléatoires N(An,.) sont indépendantes,

Nous dirons que N est une mesure de Poisson réguliére de moyenne A.

Démonstration.

Soit (Xi) unc partition de X ecn sous—ensembles mesurables de
mesure finie pour A § pour chaque i , faisons la construction précédente

pour la mesure Ai = 1X « A , sur un espace probabilisé (gﬁ’gi’Pi) y et
i =

prenons pour (KLE,P) le produit de tous ces espaces probabilisés ; soit

¢i : Qv Qi la i-iéme application coordonnée, et soit Ni la i-iéme
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mesure de Poisson sur G& ; i1 suffit de poser
N(A,w) = I Ni(A,n¢i(w)) .

Nous pouvons maintenant aborder la représentation d'une mesure
aléatoire positive & accroissements indépendants (sans atomes). Reprenons
les notations du paragraphe 1 ; p étant supposée sans atomes, nous avons

la représentation :

(1) A (8) = te(d) + [, (1-"™)0" (ax,aw)

AXR
+

Construisons alors sur un espace probabilisé ((LE,P) une mesure de Poisson
* *
réguliére N admettant pour moyenne la mesure oO-finie Q sur X X R+ .

Nous avons lec théoréme suivant dont la démonstration est facile :

4.,3. Théoréme,
Pour tout ® € Q et tout A € X , posoms
p'(A,0) =c(A) + A‘ 5 U N(ax,du,w)
XR
+
o l'intégrale au second membre est une intégrale de Sticltjes ordinaire,
Alors u'(.,.) ecst une mesure positive & accroissements indépendants satis-
faisant & (1) [en particulier, c'est une version de la mesure u qui nous

a &té donnée au départ] .
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