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UN ASPECT DE LA LOI DU LOGARITHME ITéRé POUR DES

{ {
VARIABLES ALFATOIRES INDEPENDANTES ET EQUIDISTRIBUEES

Catherine HUBER *

Soit (Xk)kGN une suite de variables aléatoires indépendantes et

équidistribuées, et (Sn)neN la suite des sommes partielles :

3
Sp = =1 Xy

On suppose que la suite (Sn) obéit a la loi du logarithme itéré.
Comme l'a montré V. Strassen 1), il faut et il suffit pour cela que les deux
premiers moments de la loi commune des Xk existent et soient finis ; on ne
restreindra pas la généralité du probléme en les supposant égaux respective-

ment & 0 et da 1.

]
o

E(X,)

E(Xi) =1

Le probléme considéré est alors le suivant @
Existe-t-il une fonction ¢(n) et une variable aléatoire Y non

presque sirement nulle et non presque sirement infinie telle que

* Rapport sur un travail fait & Zurich.
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Sn - v2nLogLogn
¢(n)

lim sup =Y P. Se

Nous allons en premier lieu montrer que la variable aléatéire Y ,
si elle existe, est presque sfirement égale & une constante, puis donner ume
valeur de ¢(n) dans le cas ol la fonction de répartition des X, est

soumise a une certaine condition asymptotique.

T. Y, si elle existe, est presque sfirement canstante.

En effet, soit « ume constante réelle fixée, Evaluons P(Y > a)

Sn - v2nLogLogn
P (1im sup =) > q)

P(Y > @)

P (Sn > /2nloglogn + ap(n) pour une infinité

de valeurs de n)

Le théoréme 1, 4l & P, Lévy 2), montre que cette probabilité ne peut &tre

que Oou1l .,

Théoréme 1 .

Si S1 ’ 82 s eee o Sn s eee sont les sommes successives d'une
série A termes aléatoires indépendants et essentiellement divergente, si
A1 ' A2 9 ese An y ees sont des constantes données, la probabilité que
l'on ait Sn >An pour une infinité de valeurs de n ne peut &tre que
Oouil.

Par suite la variable aléatoire Y , si elle existe, est presque

slirement égale & une constante que l'on peut prendre égale a 1 .
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Or, d'aprés le théoréme 1, l'inégalité

s, > /n¥(n) (1)

détermine une partition de l'ensemble de toutes les fonctions W(n) en deux
classes de la fagon suivante :
¥(n) appartient 4 la classe supérieure S si :
S, > /n¥(n) n'arrive que pour un nombre presque slirement fini de
valeurs de n .
¥(n) appartient a la classe inférieure I si :
S, > /n¥(n) arrive pour une infinité de valeurs de n , et cela

presque srement.

Le probléme initial se raméne donc & celui de trouver un critére

d'appartenance a la classe supérieure ou inférieure.

2. Existence et calcul de ¢(n) sous certaines hypothéses de régularité de

la fonction de répartition des Xk .

W. Feller 3) a donné une caractérisation des classes supérieure et

inférieure dans le cas ol la fonction $(n) est monotone. Soit
V(x) = P(X, < x)

la fonction de répartition des Xk .

Théoréme 2 .

3)

Si, quand x tend vers l'infini

tde(t) = O[(Log Log x)‘lj (2)

flel >x |
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alors la suite monotone V(n) appartient A la classe supérieure (inférieure)

si et seulement si la série

-1 @
g-tnm)—e 2*() (3)

n=1

est convergente (divergente). Ce critére n'est plus valable si

Log Log x. £2 dav(s) > -

R

Donc, si l'on considére une suite de variables aléatoires dont la
fonction de répartition commme vérifie la condition (2), et une suite mono-

tone ¥(n) de la forme

¥(n) = /2LogLogn + P LogLogLogn

la série (3) converge pour B > 3

diverge pour B =<3

ce qui entrafne que

/2Log2n + B Log3n’ €S si B>3

€1 si B=<3

en notant LogLog...Logn = Logkn

c'est-a-dire que

Bn = {Sn > /2Log2n + B Log3n' /n} arrive une infinité de fois p. s. si B <3

un nombre fini de fois p. s. si B >3
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L'événement Bn peut aussi s'écrire

Log3
B ={sn - Venlog,n' > /2nLog,n ¢ 2L092 -1)
Log.n Log,n Log
/onLod 3 3 3
> ogz ( 4Log.n * Log.n Log ) }
2 2 2
Log.n
e ( 3 > 0
Log,n n—"
> B —2—— Log.n (1 + €)
2 2Logzn 3
d'ou
s - 2nLog.n
lim sup n 2 =1 Pe Se.
1;; a Log.n
2 2Logan 3

Remarquons que cette solution du probléme considéré
1) a été obtenue seulement sous l'hypothése que la fonction de réparti-
Won commme aux variables aléatoires X, vérifiait la condition (2)
2) n'est pas forcément unique, puisqu'elle peut dépendre du type de la

fonction ¥(n) choisie.
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