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DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE

STRASBOURG

Séminaire de Probabilités

Théoris des frontisrss dans les chaines de Markoy

(par G. Giroux)

Cet oaxposé a pour but ds donnar une introduction & 1'étude
des solutions de 1l'équation: Pé =QPy , ol (Pg) est un semi-groups sous-
markovien sur un espace dénombrable d'états, et Q est une matrice générateur
infinitésimal,

Nous donnsrons tout d'abord un spergu sur las chaines de Markov & tsmps con-
tinu , ayant un semi-groupe régulisr pour fonction ds transition; puis une
bréve introduction & la théoris des frontisras, telle qus dévaloppée par Coob(Z2]
et Hunt{1l] .

Nous pourrons alors par ls suits traiter de la décomposition das solutions.
Nous énoncerons ls théorsms qui permet la décomposition sn lois de sortia par
rapport & la solution minimasle st en lois d’entrés par rapport & la solution
donnds, t31 qus démontré dens Chung{2) . Crest-d-dire que les lois ds sortis
sont obtenuss comme dérivéss de csrtaines probabilités dépendant du temps,

9t 1ss lois d'sntrée par un passage £ la limite sur des :spérancss condition-
ralles dépendant du début du processus.

Notons cependant que sous des hypothéses plus foriss, K.L.Chung a démontré
un théoréme ds décomposition en lois ds sortis st d'sntrés par rapport & la
sclution minimals.

Les premisrs résultats remontent a Fellsr[l] . La décomposition a été dounée,
& l'eide do méthodas analytiquss, par Rsutar(1,2,3] , et Williams{1] .

Nous nous somm:s sarvis ds l'article ds Nawvau([l] , pour énoncer lses résultats

rslatifs aux lois de sortis et d'snirés.
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§1. Sami-zroupss, lois d'sntrés at de sortis

Définition l.: Somi-group: sous-markovisn régulisr

Un sami-groups sous-markovisn (Pt) sur B, un enssmbls dénombratbla,
est dit régulier si pour tout 1 €% : limp (i,i) =1
tic ®
Par la suits, tous lss sami-groupss saront régulisrs.,
Un somi-groups sous-markovisn réguliar possdds des propriétés sn apparence

plus fortes; en voici quslquas-unss:

Théorsms 1.1
1) pour tout i ¢E, pt(i,j) est uniformémsnt continue sur R, ,
uniformément sn je

2) pour tout i,j &3, les limitas

Y]
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8
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8

il j# 1

oxistant at satisfont:
a) 0 £ q, s
b) 0 £ g, , <o
i

c)

N

2, 9.9
J#i 1]

Démonstration

On a: pmh(i’j) - pt(i.j)= 1}:‘1 ph(i.k)pt(k.j) -1 - ph(i.i))pt(i,j)

1 \: - - s s s : - .. s s s k < 1 - i :
dlod: -(1 - p (1,1)) € p_, (1,3) - p (3,3) g:i p, (1,k) $ p, (1,1)

at on a alors 1'indgalité: \pt(i,j) - ps(i,j)\‘é 1 - p|t_s§i,i)

cs qui impliqus 1)



-7 -
s n
c iy s )
on & pt(l,l) > [pt/n(l' ')1 >0 , pour n asssz grand
de méme p, (i,i) > p,.(i,i)p (i,1)
alers u(t) = -log pt(i,i) ast uns fonction sous-additive & valsurs dans R,

st limu(t)=0
t40

d'ou OSIim.\-’%-)-:su 2.({_:."1500

t40 t>
st q, = lim .]:.:.BE_(E.’E_). = 1lim 1= S-U(t)u(t) = 1im 9(t) oxiste
17~ %0 t tv0  u(t) t 0t

pour j fixé on pose:
0,0 =4,
tM =0, tMa0 =p (1,0 st 1z
f‘én)(i,k) = Zfén'l)(i,h)fil)(h,k) , n21
oY
on a alors pour 1 #j :

m-1
SRENCOED BRI RN TNSNCE IO

m-1

- (n) : (m)
(®) p_ (1,1) ;ft (1,3)p n)t(J’i)*ftm (1,1)

(m-

o (3:3)

(m-n)

m
. - (n),.
(c) Pmt(lsj)- n§=1ft (i,3)p

mais on sait, par la régularité ds Py, que pour i#3 st £>0 , 1l exists u
tel qus: ps(i,j)<£ , ps(j,i)<8 , ps(i,i)>1-£, ps(j,j)>1-—E, pour s<u

alors pour mt<u on a par (C):

S0 - ) < €
n=1

donc an prenant £<3, ona pour mt<u :

m

(n)ss
§ Ert" (1,3) <1
n<
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alors per (B), on a pour mt<u

(m)s s ..
£ (1,1) 2 p (4,1) - T8% B¢ men)ldet) > 1 - 2€

d'od par (A), pour mt<u
m-L m=

By (50> St 00 (L 110(5.0) > (1 - 585 p(4,)
n=0 n=0

P (i,j) P (isj)
b s (1 - Bg)t 0
mt t

et alors:

ce qui implique, en gardant mt fixo, que: lim Eilg.’;)l

[o'e)
tvo ¢ <

il sxiste donc v tsl que:

(1,3) (1,3)
0<v<u/2 et p_—,i lim E.t_._._:l_ + €

v wo ¢

alors par 1) il exists & satisfaisant 0<d<v tol que :

M(E&M-&ZE , pour \t-v\<(f
tV o

mais pour 0<t <S5 , il exists un sntisr m tel que: vEmt<vit<u

elors on a:

p,(1,3) P, (1,3)
(1-3&)———<lim — +2& , pour O<t<J
V0
i
d'od q,, = lim .?_t_f.:.j_)_ exists et ost finie
1] ty0 %

finalsment par le lsmms d: Fatou on a: quj
J#i
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Définition 2.: Loi de sortis

Uns famille igt , t>0§'de fonctions positivas sur E est appzlés loi
de sortis par rapport au sami-groups Pt , Si:

a P =
) t,gs gt +s

b) il sxiste T>0 tel qua: sup S gt(i)dt < 0
i 7o

Ramargues

1)1'inégalité de b) est vérifiés pour tout T, car

e ae= 3 ( -3 = '
i)dt = S i,j j)dt < nsu g i)dt
(e, P § €erer P (epyp (1) (028 <moup (g (3)
o) 0 0
2)on a: 0 < gt(i) <O , car par b) c'est vérifié pour tout i sauf sur un
ensamble de mesurs de Lebssgue nulls, mais comms pir a) g, (i) p (i,i)gt(i).
+s s

alors per la régularité de P

4 » cot enssambls doit 8trs vids.

Voici meintsnant quelques propriétés utilss des lois ds sortia:
Lemma 1.2

Si i,lgt, t>03r est une loi ds sortis par rapport & Pt , alors pour tout i€f

gt(i) ast continus sur R, , at g, = lirg g, satisfait 0 < Ptg;os g, k)

Démonstration

On a: limg (i)= lim ZP (i, j)g (3)
st t+s S"t J

> g (i) = lim 2 P, (i,,])g; (3)2lmeg (1)2 limg (1)
2% ut0 J 2t-u STt t¥s S+t ts

dtou: (1) g, (1)= 1lim g, (i) opour t>0 8t ie®
ust

‘¥) a(t) définie pour t>0 , 9st dit3 continue sur Ry
si: 1) a(t) sst continua sur R}
2) 11;}8 a(t) exists st est finis
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d'autre part comms:

gt+s(i) =ps-u(1’i)gt+u(i) , pour =-t<u<s , s>0, t20
: 3 > oo 3 3
ona: g, (1) lin p (1,1)g (1)

donc limg (i) lim g (i)2 lim g (i) limg (i) = gt(i)
wt U ust Y uvt ¥ ot U

c'ast-d-dirs qua la limits & droite g; exists pour t2 0 st satisfait:
(2) gp(i)=Tlimg (1)> g (i), >0
mais comme pour t>0 et s>0 P g, = Ps-ugtw , on & Psgt> Pt
alors 0% p_(i,i)[g}(i) - gt(i)] < P [fer-g) (1) s 0
ot par la régularité ds P, , gz(i) = gt(i) pour tout i€E 9t pour tout t>0
alors par (1) et (2), gt(i) ast continus sur R, st g exista

< < 1lim P = 1i =
et de plus O Ptgo lllit(r(r)l 8y &&8 eu = B¢

Lomms 1.3

Si {Gt , > O} ost uns famills ds fonction positivas sur T, talls que

Ciys = Gt = Pyl

Alors pour tout i€T, Gt(i) posside uns dérivés gt(i)

{ ) i it - s OO
ot {g, » t> 0} satisfait: 8eos = Pibs et 0 gt(i) <

Démonstration

Soit g (1) = t'12§ P, (1,3)86,(§) , t>C, 1e3

J t{sc<t} :
one g (i)infp (1,1) € 1300 p (1,30 (5) =) g, (1) €O
T Ts<t S 3 u{s“} t s B{sd:} tas

elors par la régularité de P, , C < gt(i) < oo

d'autre part pour B borélisn continu dans (0,t-u) , on a:
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?SM"t-s“'j)“s(” = ZJ-:SBPHM REFEITNE)

= Zjl Zkl. S\Bpt‘(s*u)(i’j )Pu(jsk)dc’s(k)

:Z%' p,_(1,3)46_(3)
I'B

alors par l'unicité do la mesurs invariants on a:
4
i,j)deG = i)\ d
ngt_s(l,j) J(3) =gl )S s
J "B B
ce qui donns sn particulier gt =P

soit B = (t-u,t] , alors intégrant sur (u,u+v] on a:

u&' st(i)dt=Zg Y P, (L, (3

(u,u+v) 3 Y(u,usv] Y(0,u) U8
:}j_",g g P, (1:3)a0, (3t
=Z§ pu_su,j)[K dct(j)]ds
3 “(o,u] L(s,s+v]

dG, (i) = d
“(u,us+v] t(l) ug;u,uwl Gt(i)

donc gt(i) est la dérivée de Gt(i)

de plus gt(i) est continus, puisqus dans la démonstration du lamms 1.2

on n3 se ssrt pas de la propriété b) des lois ds sortie, sauf pour affirmsr que gy <OC

n paut trouvar d'autrss démonstirations ds css dsux lsmmss dans Chung 4]
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Proposition l.4

-4

La transformés de Laplaca: g;x = Se'thtdt, d'une loi de sortie, définit
0

une famille {gx s X 0} de fonctions positives bornées sur T, jouissant

des propriétés suivantes:
a) & =1[I+ (x-y)B 2
L= Je,
-XSp A A
b) e PR < By
Réciproquemsnt:
1) toute famille {gx ,x> 0} de fonctions positives borndss sur T vérifiant
a), ost la transformés de Laplace d'uns loi de sortie uniqus.
2) & touts fonction positive bornée h sur T qui vérifie: e"stsh €h
pour un x>0 et pour tout s> 0 , corraspond uns loi de sortie unique
. o4
{g , > 0} telle que: h = Se'x g.dt
t o t
Démonstration

00
s sy = (% -xt - Zg(nu)'.r xt_ 4.
gx(l) goe zt(i)dt e N gt(l)dt

= gTe"‘(t”’T)g (1)dt

nx0dq t4nT

T —x(t+nT)
By Soe Paréy(1)dt
T
£ (su dt) 2 e-*nT
(supf g, (3)40) 2,
donc: sup g (i) < (supSTg (1)dt)(1 - e'xT)'l
i x i Yot
d'od pour x>0 , £ est bornée
X

&) résulte de:
§ fore e
Pg = RATRE ddt=§ “Yle XSy  dsdt
Pg o 06 e Ptgs s o oe () Beit s
= SwSc:-y(t-s)e-xsg dsdt
0' t
= (xey) 2§ (57 - 0% 0t = (xey) ME - 2)
0 R ' y ox

oo
’ =XS -~ -— -xt
b) résulte de e PE = Sse g, < B
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réciproquemsnt on a par a): ("'d") 0

xgx -
alors par ls théorsme de Bsrnstain sur les fonctions compldtamsnt monotonss
(cefe Meysr[l, XI-T40]), il oxists uno famills {lu(-;i), ieE} de mesuras
positives sur R, telles que:

Lo o]
g (1)= Se'XttL(dt;i) x>0, iel
x 0

mis B2 (1) = (-y)7HE() - g (1)) = <x-y>-1§0<s-w - o™Xt p(at;1)
= v w:'x(s’t) 31)dt
Soo St ’.L(ds i)

d'od par la continuité & droite des fonctions:

P2 (1) = Se'x(s't)‘*(ds;i) = §e'xs (teds;i)
t 0
en posant Gt(i)= \,L((O,t];i) , on a alors:

Zjlpt(:t.::)cs(j)= B(54(0,8151) = Gy, (1) =6, (1)

donc par la lamms 1.3, {g, =Gf , t> 0} satisfait Pig = g .4

T T .
ot x g, dt < eTS o~¥g dt < eTg
Yo t o t 1

c'ast-a-dire que {gt , t>04{ est une loi de sortis de P

finaloment 2) résulte de 1) sn posant:
=11 - (x-y)lgy}h

en effet pour y>x , on a:

( - (W (y- x)t Xty )., <
y—x)Pyh (y-x) Pyhdt € h

donc g > O pour tout y>0
y [¢o]

ot d'autrs part: Ph(i) =S e VP h(1)dt & y-lsvizp h(i)
©
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Définition 3
Une famille {f’c , t> O}de mosures positives sur E est appslés loi d'entrée

par rapport au semi-groups Pt si:
fP =f
2) st s+t
b) sup lif ll<co0
£ t

od |\, = § ft(i)ﬁle(i)

on a pour les lois d'entrée des résultats analogues aux lemmes 1.2, 1,3, et

& la proposition 1.4
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§2. Ttuds des trajectoires

Soit % un aspace métrique compact contsnant E comms snsemble ouvert denss,
et tel que la topologie induits sur © soit la topologis discrdts; soit 5 la
tribu de Boral de 3. Une foncticn mesurable f: (f2,F, P) —> (2,5 ) est dite
sur 3 si P{fcE}=1; ceE est dite une valour possible ds f si P{f>c}> O.
Un processus stochastiqus & temps continu sur E est une famills (Xt )t>0 de
fonctions mesurables X, : (ﬂ,?, P) — (B, &) sur T, telle que l'ensemble de
toutes les valeurs possibles de tcutes les X, est E,

Définition: Chaine de Markov homogsns & temps continu sur E
i ——

Un processus stochastique (ﬂ,?, P, (Xt )t>0) & temps continu sur © sst dit

une chaine de Markov homogsne si:

1) P{foXg |Xg aeeeXe ] = P{fcxtn\xtn_l} 3 0t <ona<tot £1 (5,8) > (Re)B)

2) Soit S; ={s>0 : 1 st uns valeur possibls ds X}, jez

P{Xgps = 51 Xg = 1= PYXgygr =3\ Xgr= 1}, pour tout s, s'eSjot pour tout i,je3

On dit qus la chalne a pour fonction ds transition le semi-groups Py ot {ft, t>0j—
pour loi d'entrée si: Pt(i,j)-': P{Xt‘rs':jlxs: i} » SE€8,, 3t ft(i):: P{Xt= i} s 1,3¢8
Itant donné un ssmi-groupe sous-markovien régulier P, 8t une loi d'entrés £y
telle que %:ft(j) =1 pour tout t>0, on psut toujours construire uns chains
de Markov homogsne sur 3 : ({) ,")Cr, P, (Xt )t>0) ayant Pt pour fonction de tran-
sition et f_ pour loi d'entrée.
Kous allons montrer dans cette sscticn, & 1'eide de Chung([1 T-4 2J-9] qu'il
existe une modification assez régulisrs pour permattrs, per sxempls, la propriété
ds Markov forte. Cotts modification psrmattra d'énoncsr aussi d'autrss résultats
intérassants.

On suppossara dans touts la suite las tribus sur Q conpl3tas.
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Définition: Processus séparabls

Un procsssus (Xt) sur T ast dit séparabls s'il axists un snsembls dénombrabls

SCER, at un ensembls négligsabls N, tels qus pour tout fermé AST et tout

intsrvalls ouvart G<R {XteA, teGﬂS}-{XtGA, t‘;Gf\R,,}.C_ N

Remargue

§i (X,) est une chaine de Markov homogdne ds semi-groups régulier P, et de
loi d'antrée f,, alors gréce au th.II-4.1 ds Chung[1], S est un snsembls sépa-

rant univarsel, au sens de Meyer[l,D.IV-lS], tel que pour tout w:N et tout

intervallse ouvert G : X (w) = X (w) ; alors par Meysr [l,T.IV-IS] la chains
RNG SNG

est séparable au sens de D-13, Inversemsnt grdce aux th.17 st 18 de Meyar[l],

si (Xt) est séparable au sens de D-13, elle est séparabls.

Catte équivalance s'appuie€ sur ls lemme suivant:

Lomme el

(1,F, P, (x), Py, £,) est continue on probabilité,

Démonstration

Pour s <t on a P{Xs= thj' = %‘fs(j)pt-s(j’j)
alors par lss résultats ds la ssction 1 on a:
lim P{x = X} 2 th(j) =1

stt 3
d'cd le limits exists et égala 1

Pour s>t on a P§Xs= thy = Z'ft(j)pS-t(j’j)
J
alors par la convargence uniforme: ]éin{ P{Xs= th = %ft(j) =1.
Lomme 2.2
Il existe une modification séparable de (Xt)

Démonstration

par la remarque c'est le th.19 de Maysr[I]
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Définition: Processus bien-séparable

Un processus est dit bien-séparable si on psut prendrs pour S n'importe
lequel des ensemblss dénombrables densss.
(Dorénavant (Xt) désignsra toujours uns chaine de Markov homogsns sur %, ds
semi-groups régulisr Pt et do loi d'entrés ft)

Lomms £.3

(Xt) poss3de uns modification séparable et fgx‘? -mosurable

Démonstration

On psut consultsr Doob [1 ,]I- Z,é] ; on ss sert dos lemmas 2.1 st £.2

Lemme %.4

Si (Xt) est séparable, alors pour tout ie3, 'c.aS:1 et s>0 on a:

P[X,=1, t<u<tes | X, =1] = o"U5

Démonstration

11 existe S dénombrable donse et N de mosure nulls, tsls que:
{Xuzi, ue S(\(t,’ci-s))L -{Xu—_»i, t<u<t+s}§:N
(ce qui montre en particulisr que P{Xu-.—.i, t<uc<tes \thi} est définie)
soit {sn}nzl = SN (t,t+s), en ordonnant {sn, lénSm} on obtisnt SLsn,m’ ISnSm}

uns suits finie croissents, soisnt d =s -t, d =5 -s 2<n<m
l,m 1,m n,m n,m n-l,m
alors: P[Xuzl, t<u<tes \ thl_} = x}ll_;an[Xsn m:.-._l, l<nsm ‘ Xt= 1] =
2

‘m -

[ [1-q.d  +o(d )] lim exp(-q,m d )
- in,m n,m M- i&y n,m

m
= limT‘—pd (i,i) = lim
m*®pn=1 “n,m m-%n

Q.S .
=eq1 » s:.qi<oo

si q,=0C» alors pour tout M>O0 pd(i,i) €1 - ¥d pour d asssz patit

. N -Ms
d'od P[X =i, t<u<tes|X =1il2 =
oi Pl L= 1 teuctes \ . i) ﬁa?loos o .

Nous supposarons dés maintenant 1'hypothsse suivante:
HYPOTHE ST A

0<qi<oo R Zq ; pour tout i<3®

.= 4a,
Fre R I
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Lemme 2.5
Si (Xt) est séparable, alors pour tout t fixé:

PllimXx_=x.]=1
LS\Lt s t

Démonstration

Pour i tsl qua te S; 3t pour 0<g<t, on a par 13 larms 3.4 :

PlXg=1, t-e<s<tre|xy=1] = P[x =1, t-g<sct| Xy =]pfx =1, t<s<tre|xei]

. -1 . y -Q.
£(1)7P[X =1, t-gcs<t]e
-1 . -q.
:ft(i) P‘g(s-; i, t—&ss<t]a 9

<yl -2q,
-ft(l) ft-f,(i)e i —1 (e->0)

- . N - t  _ . n-l -1
alors soient Si(w) —{t. Xt(cx,) = i}’, ‘/\'n,i _{w. (t=n"",t+n"*) < Si(w)}

on a: P{g‘/\:.i | %= 1} = lin Px =3, t-nlca<tan |x =1} =1

L0

donc " & fortiori": P [%i}g X =1 \ Xy = i] =1
Plunx, = x]= Zi: P{lnx=1 \ x,= 1Pz, =1] = ;t’t(i) =1.

Théorems 2.6
Soit (Xt) un procsssus séparable avsc S, satisfaisant pour chaqus t fixé:
PllmXx =X |=1
[s{,t S tl

Alors il existe une modification séparabls avec S, gxy-masurable, et

donk toutes les trajectoires sont sami-continues inférisurement & droite. (¥)

Démonstration

C'est esssntislloment la mSme qus celle du th.7-1 de Chung [1,1[]

(%) f: R —E est dite semi-continue inférisuremsnt & droite si {f(s): s>tir a
au plus une valeur limite appartenant & © lorsqus slt, et si elle existe
f(t) est dans E et est cotte valeur limiteget si f(t) est dans I, cetts valsur
limite exists et est f£(t).
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Nous supposerons & partir de meintenant que (Xt) ast séparable, Borel-mesurable
et semi-continue inférieuremsnt & droite.

Définition: Famille admissible

o ‘
Une famille {7('1;' t)O} de tribus est dite admissible par rapport & la

chaine de Markov (Xt), si:

1) G)((é?’/, pour s<t
8 t

2) 'f,’(xe, 0<sst)§?;§?", pour tout t>0
3) P[Xt= j‘ﬁfrrs] = pt-s(xs’j) , pour tout jeB ot O<s<t
4) 1la famille est continue & droite.
Nous ne considérons qus deos familles admissibles.,
Soient T un temps d'arrdt par rapport & (X, , f ), L sa fonction de distribution

on pose T, = inf{t>T: Xt=j}‘ ; par la séparabilité de (Xt)’ T, est un temps d'arrét

J J
Pour tout Bze‘B la tribu de Porel ds R,, on sait qu'il existe uns fonction

C.(O,Bz): R, —> R, mesurable, tells qus pour tout Bléﬁ :

3
SB ¢, (5,8, )L(ds) = g Bl B, | t]ap = P1e3B, T,¢ B, |

1 Tc—.B1

Lorsque B, = [0,u], on note Cj(s'BZ) par Cj(s,u)

2

Pour B, = {0,u], u rationnel, on choisit Cj(o,u) de telle fagon qus Cj(o,u)é Cj(-,v), ugv

Pour s fixé, on sait qu'il existe une mesure Cj(s,-) tells qus Cj(s,K_O,u‘l)=C,(s,u), u rat
J

Par la construction de cetts mosure ( on peut consultsr par exempls Naveu [2 )I- é])

il est facile de voir que Cj(.’BZ) est mesurable pour tout BZGR et satisfait

S Cj(s,Bz)L(ds) = g E [TjeBz | T]ap
B1 Té:B1
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Nous allons maintenent & 1'aide" d'un lemme, qu'on peut trouver dans Chung[l,I11-8.1]
démontrer un théorsme sur les trajectoires d'une chalne séparabls. La démonstra-
tion que nous donnons, simplifie un psu cells ds Chung [1,11-6.1]

Loemme %£.7

Si (Xt) est séparable, alors les tribus complstes CJ::= ’C(Xs, O<s<t)
sont continues & droits.

Théorsme 8.8
Si (X’c) est séparable, alors P-prasque toutss lss trajsctoirss ont la pro-
priété suivante: pour tout t> 0, lorsque sit, {XS(&J): s >t} a au plus uns
valsur limits dans E

Démonstration

J
Soient M> 0 st jc T; on poss ./\_M =§’XM=j} , X sa fonction indicatrica.

corme: B[X|X_, O<sgt] = P, =3\%])=p, (X.,i) , o<t<u

alors (pM-t(Xt’j)) est une martingals et ?[pM_t(Xt,j)l = P[Xsz], 0<t<M

O<t<M

d'od il existe, par Meyer [1,VI-T4], une modification continus & droits (Yt,M)O<t<M

soient donc S un ensemble dénombrabls dense 3t ..Qo tel que P(._Qo) =1,
satisfaisant: 1) Ys,M(w) = pM-s(Xs(w)’j) ; seS, M rationnal, we.n.o

2) (Xt) est séparable avsc S
soisnt woe‘D'o 3t t> 0 tals que {Xs(%): s eSﬂ(t,oO)} a deux valsurs limitss

i, i'eT, lorsque sit; alors il 3xists deux suites dans S tendant vars t, soit

{sp} ot {Sr'x}’ tslles que: xlli.)n.}oXsn(ca\‘oo) =i, }lin;axsﬁ(mo) =i

d'od pour tout M rationnsl > t, on a:

i = 1i X j) = s J
A e () T Al Rs Ko 09 = B (D)

lim Y ' = lim
ro san“B) nam M5!

g 5) s
one p. (1,3)=1p  (i',3)

(i',3)

(Xsr,l:j) = pM-t

at alors en faisant tandrs M vers t on a Xl = done 1 =1

ity ?
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S;(w)z{t: Si(w)ﬂ(t-i,t)?f}‘{ , pour tout €>0}'

st (w) =4t si(w)(\(t,mg),i,d , pour tout > 0}
1

S (@) ={t: S ()N (t-£,54€)#F , pour tout€> 0}
1 1

On a pour tout t fixé st i&3:

{w: te

Si(“’)} = t‘m§é{w= te S;(w)} ={w: ¢ es;(w)}

en offet ceci résults du lemms 2.5

Lemms 2.9

Soisnt j,k&¢T ot t >0, alers P-pepe sur {Tj gt} on a:

Px,=x |1, szj«= Pyoq (35K)
j

Démonstration

Par la rsmarqus %Tj:t%g{xt: j}

alors pour s<t ot s'<t on a:

PlT<s, Tjss', Tj=t, thk] = _kP[TSs, T.<s', T.zt:I:S P, 1 (j,k)ap

d'autrs

on a: T,
J
alors:

P[T < s,

J J J
‘Al
o A = {rss, T <, Tj:t}
art soit: T. = min{m2™@: m2™®>7T ot X =j
P jon @ ¢ j m2™0 i
n
’n‘)’Tj P-pep.; soit done ./\.2={T£s, Tjss', Tj< t}', _/\2 ={Tss,Tjs
T €s', T <t, X =k|= 1lim P|T<s, T <s', T <t, X=k
j E ) j L] t ] n.}@ [ ’ j t] j,n ? t ]
1
= lim 2, P[T<¢s, T.<s', T. =m2™, X =k
n->oom2'n<t[ 73777 i ' T ]
— 13 __o=n s
= lin 5P ss, Tysst, T, =ml ]Pt-mz-n(J’k)

= lim (j,k)dp :S j,k)dP
Snpt_T 3, P, T'(] )

n- Jjom _/\ - J
» 2
donc : S P[Xt-.-lc\T, ledp—.- S pt_T'(j,k)dP .
T<¢s,T &s! T¢s,T €s! J

J 3
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Lemms %.10

Soit ri:(s,t) = p. (3,3) (s,du) , jeu, s<t

(4
alors g P(th jl 1ldp = S r.(s,t)L(ds) , pour tout Elé (C,t]
TeR R Y
1 1
r (s,) ost continus 4 droits sur \s,00) st rj(.,.) ast Tﬁ)*’g-m‘asurable
J
sur {das couplss (s,t): ssth-

Démonstration

Par le lemms 2.9, on a pour tout BIQ(O,t] :

g P[Xt=j \T}dP :S E(P[thj ]T, Tj]\T]dP = S. E(pt_,rj(j,j)\ T]dP
TeB

1 TeBl TeBl
:S c,<s.pt_,(j,3)>A<ds>=S‘ f Py (353)04(s,d0)Lds)
Bl J Bl fo,t

L/
- S S\ Pt_u(jaj)cj(s.du,L‘ds) car Tj} T
B1 s,t]

le rests du lemms est trivial,
Lemme 2.1l
On a pour tout ke 3 :

1) rk(s,t+t') = Zr_(s,t)pt, (j,k) , pour L-prasque tout s et pour tout t>s, t'>0
PR |
J

2) ?rj(s,t) =1 , pour L-prasqus tout s st pour tout t>s

3) rk(s,-) est continus sur [s,oc:) pour L-prasqua tout s

Démonstration

Pour s<t st t'>0 , on a:

P[Ti—s, Xt#t'-; k) = ZjP[Tss) xt:j]pty(jik)

alors P-pepe: PEX“t' =k \ T]: % P[Xt= 3 \ T]pt, (3,%)
et par le lemms R2.10, on a

rk(s,t+t') = er(s,t)pt’(j,k) ,» pour t,t'> 0 et L-p.t. s<t
J
alors par le théor3ms de Fubini, on a égelitd pour L-p.t. s ot LxL-pets (t,t'): t>s
t150
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alors par la continuité 4 droits st le lomms ds Fatou

(1) rk(s,t+t')> Z rj(s,t)pt'(j,k) » pour L-p.te s , t2s , t'>0
J

et alors

(2) er(s,t-t') > Z rj(s,t) » pour L-pete s , t2s5 , t'>0 (%)
J J

mais par le lemme 2.10 et le théorsms ds Fubini, on a:

(3) Z rj(s,t) =1 s pour L-p.te s et L-pets t2 8
J

et alors par la continuité & droits ot le lemms ds Fatou:

(4) er(s,t)é 1 » pour L-p.te s ; t2>s
J

soit s¢ N, oi N 9st l'ensamble ds L-mesure nulls ds (1) st (4)
si (3) est vdrifiés pour un cartain t, par (2) st (4) ells est vérifiés
pour touts valsur plus grands qus t, on a donc 2) du lemms
alors on a 1'égalité pour (2), donc pour (1), et on a 1) du lemms
3) du lemma découle du lemme 1.2 sur les lois d'antrés,
Lemme %.12
{1 <]
Soit: rt(j) =S° Ty (s,s+t)L(ds) , jeT at >0 ; alors

1) r (j)20 , jeZ et t>0

t
2) Zrt(j):l, £>0

()

3) ert(j)pt'(j,k) =r (k) , keE ot t>0, %720
4) r_(j) est continus sur R, , je3

Démonstration

1), 2), 3) découlsnt du lemms £.11

4) découle du lemme 1.2 sur lses lois d'sntrés

(*) Il faut supposar Pt markovian, mais on psut toujours le fairs en ajoutant un état,
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Lommo 1,13
Soit T un temps d'arrét fini, alors on a:

1) PlX=3]=ry(J), jeE (r (j)=%%nol r.(3))

2) P[XT*t -J ’ OQV\N] -r (Jo);‘:‘-pt “tv(jy’jl}i'l) ] Pour O<to~0oo StN
at jo,ooo,jNé?.:

Démonstration

Par le théoréms 2.8, {XT:-j\-ﬁSLT:Tj} , alors on a:

X -1
P[Xth-lzPEI'=Tj-l = llmy-‘g CJ(S (m+1)n~t)L(ds)

1900 Yo, (me1)n"L)

00
= lim S'c (s,[ns+1]n"1)L(ds)
HWO
XC

= QC.(S.S)L(dS)= g r (s,s)L(ds) =r (j) , donc 1)
LO J 0 J Y

Soit E_ U{mn =lg T < (mal)n-! X(m+1)n'1+tvzj\—" osvsN§

Si elim sup B , alors il existe une suits de nombras rationnels {st talle
n

que sk,l,T ot Xski-‘c\,:jv , 0¢VEN ; alors par le théorsme 2.8 on & pour

P-pets e lim sup B : @)= lim X ()= ] C<veN
R t4T4t,, v’

. o ¢ . .
done 11mnsup B QLXT“‘)-: Jy » OsszS‘

N-1
d'autre part par le lsmme 2.10, on a sn posant Q= TTp

v=¢ tv(av’aui'l) :

tvi1-

%
= -1 -1 — - -
1:.(Bn) - ;'QP[mn £T<(ml)n", X(m-}l 3n‘1+t "jo.lp[x(mi-l) -l —JV’IQKN\X( +1)n"1§t0"jo]

(s, (m+1)n"1+to)L(ds)Q g j (s, [ns+1]n"1+to)L(ds)Q

2 (a1, (me1)n-1) "y

alors par ls lemms R.11, on a:

o0
11 P(B -S r, (s,s+t )L(ds)Q =r, (34)Q
o ) . jo 0 5, Jo

. \ N PR
donc P[xT*tﬁJV, O<yeN] 2r (3,0

0 0]
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sn sommant sur tous les jl,...,jN , Cn &a:
Px,., =3]> 7 G
T+t ol” +t 70
Yo 0
pour t;,=0 on e 1'égalité par 1), d'ou 1'égalité pour 2)

pour t4>0, 12 ZP[XT+t =322y (3g) =1 , ca qui implique 2) .
3 0 3o ©

o
On note §‘1‘ la tribu des enssmblss _/\_é?tels qus AQ{T st}ég:: R

o 1
la complétion da la tribu 0}' ‘?‘ =7 (X t>0)
f?i P {\ T+t ’ T 2: T+t’

£>0
Corol}gire

t X t - b
1) pour tout t>0 , T4t °F 3:T+t me surable

2) pour tout t>0 , XT-H: est une varietle aléatoire sur(un sous-ansemble de)E

Démonstration

B éT -1» donc par le continuité & droits de la famille de tribus

n T¢t0+n

lim sup B € a , mais la démonstration du lemms précédsnt montre sn
n +

particulier qus X =3 ¢ =1lim sup B on a donc 1)
3 Tat o?f n n'’

la darnisrs séris d'inégalités du lemme précédent nous donns pour t>0

2. PRy, =3] =1

J

ce qui implique 2)
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Voici commont se généralisent les résultats précédents
Soit T un temps d'arr3t qualconque, ?o ost maintenant définis comms étant la
complétion ds la tribu des ensemblas ./\_éA? tels qua J\.(‘,{I‘&tieg:; , ou
A= (_T<Oof. Pour./\_é?"r tel qus P(/\]>0, on considérs 1l'aspace (A, A‘? P )

Prenant maintenant L(s) = P[T<s|/\]; il existe pour tout je3, une fonction

H: R*qs

1) Cj(-,B\_/\_) est J3 -mosurable, pour tout reTS

> R, notée Cj(o,-\_]\_) tells que:

2) Cj(s,.\/\_) est une mesure positive surB, pour tout seR,

3) 5 Cj(s,Bz‘/\_)L(ds).—_S E{TjeBz\_/\_, T]P(dw\_/\.)
B Te<B
1 1
mais L(s) = PLA] 'R/, T<s] ot (s |AL) = PLA]'P(-) , done sn posant
L(A,s) = P[j\_, Tss] , On a: S Cj(s,Bz\A)L(J\,ds) = S E[Tje Bz\./\_, ’ﬂdP
B, TeB)

On obtiant alors rj(o,-\f\_) st r (A,,j) satisfaisant aux résultats précédents;

t
mais maintsnant rj(o,t \/\_) est uns modification ds P[th j‘_,/\_, T] sur {Tst} R

au larms 2.13 il faut considérsr P|A =3, 0<VEN
L ’ xT+tv Jyo ]
Théorsms .14
Soit T un temps d'arrdt

Alors (A,A?-.’, P(c‘A), (XT+t)t>0 , ( T+t)t>0) ast uns chaine ds Markov

-

' . (3 s ]
homogsns sur 3 , un sous-snsemble ds T, de fonction de transition Pt et de

loi d'entrée rt(A,.)

/
De plus pour tout t>0 , si M e?':“ et M'Q?;H: , On a:
plunu’ | x| = PP\ %, JP0e | %, ] 5 Pepep. sur A
Xetl VA Xp ) P | Xppe] » Pepo

Démonstration

Appliquant la généralisation du lemms 2.13 au temps d'arr3t T+t , on a sur [

PRanwmet | x, ] =Py JLHAP[M'\ Xp,p) 5 pour M'= {th‘.tu’jw osvaN}

mais ces M' engendrant ?’i‘-&t o Tn divisant par P(M | XT+t] on a le pramisre partia,
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Théoreme X «15

Pour tout 0<t <eee<t ot § ,ee.,j ¢B , ona P-pups sur A

-1
PiX = (VESVES T = T,T4+t 3
{T‘\-tv jvp n‘./\_, ] rjo( 4% O‘A)Eptyu*ty('])"jy’i-l)
Démonstration

On appliqus la généralisation de 2) du 1lamms £.13 aux snssmblss ./\_{\{T-ésj—

sn remarquant que:

oc
T, (AN{T< s},jo) = S r:j (u,u+to‘J\f\{T$ s})L(/\J\{T < s},du)
0 o Jo

:g ry (7,046, | A)ap
A Nip<sy O

Remargua

On résums las dsrnisrs résultats an disant qus la chalns (Xt) satisfait
la propriété ds Markov forts; on varra & la ssction 4 uns autrs propriété,

dite propriété de Markov Forts,
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Nous suppossrons dans toute la suits la loi d'sntrée ft , donnés par uns mesurs
initials r« sur E o (par exemple (X ) » §>0 , ou (X ) ost donnée par la

t s t

situation précédsnte ). On a dans ce cas une chalins (Xt) qu'on psut supposar,

t20 °
¢

et qu'on supposara dans toute la suits,BX? —masurable st sami-continue infé-

risuremsnt & droits sur R, + P est alors notée PY,

Pour simplifisr un psu, on supposa rk, strictament positive,

Théorams 2.16

T.20 , de temps d'arrdt

I1 oxista une suite strictaomsnt croissants (Tn)n?.o » Ty

finis, talle qus PF-praesque partout

1) x W= XTn(w)(‘“) » te|T ), W)
g - = -

2) 1 -1 > t\XTO,...,XTJ_axp( 9y t)

T
n

Démonstration

Soit T, = inf{t: X F Xo& » Ty 2st un temps d'arrdt

ot P”[T1>t\ o= 1]: p{xs=i , 0<s <t \Xo=i]=e'qit

elors P[1,=0, X =1]= L 1) < | x,=1]p[x,=1] =0

done P"'[Tl‘: 0] =0 , et Xt = Xo pour te¢ [O,Tl)

de m3me pf‘['fl:w] :21: %E}n;opf‘('rﬁt \xoz 1]1*‘[)(0: i} =0

- "l_ - _ bt - "1 -
d'autrs part on psut montrsr qus PIXTI— h] lXO-i] (1 S;j)qijqi R Chung[l,II 15.6]

alors P\J[XT € E] =1
1

donc prasque partout: T1<Oo et XT € B
1

le rsste du théorsms suit par induction.
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Théorame RKR.17

Soit T = 1lim T
n

n-sx

X, =X si te[o0,T) , O autremsnt
-

(b (i,j)=P{X =3, et il y & un nombrs fini ds sauts sur (s,t-\»s)kx =i
t t+s s

alors 1) i—t est uns chains de Markov de fonction de transition i\t

2) §t est la solution minimals de PL = QP
N s - <> < s 0> sy — -q:t
) 0= L r(0) L ol g (5,5) = § 70

t_ -
p:m'b(i,j) =7 g 673 (* s)qikpgn’(k.j)ds
k#i o

Théorsms $.18

Soit X, = XT
n

Alors (xn) ast une chalna de Markov discr3ts ds matrice de transition A

donnéds par: A(i,3) = (1- %)qijqzl
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§3, Frontieres de Martin

Rappalons-nous que:
1) X, sst bien-séparable, semi-continus inférisursmsnt & droits at

Borsl-mssurable.

2) 0<q,<o0 , zqij=qi
J#i

(1-3.)..
3) A(i,j)z __.__13_).?_1.1

9

Remarquons qu'Stre transient pour A est équivalent & tre transient pour &t

Supposons donc E formé d'4léments transients pour A
On définit alors la frontisre de la fagon suivante:

Soient: P une mesure de probabilité strictemsnt positive sur ®

i,5)= —L .
K(s,J) mG( »J)

S uns fonction strictemant positive sur § tslls que Z g(i) <+
icE

on définit alors uns métrique en posant:

a,(1,3) = & \K(k,1) - K, 3\S(0)p()

ke®

»

on note & la complétion de T sous la métriqus d = d ¥d, , ol d, a5t uns métriqus

1
discr3ts par rapport 8 laguells la complétion de T ost le compactifié d'Alsxandroff.

Définition. Frontiera de sortis de Martin

BS= S - 2 est dit (d'aprés Hunt) la frontiers de sortis de lMartin de A

Remarques
1) K est bien définie, an effst: 0 < G(j,j)‘l(j)ﬁ \)G(j) < G(j,j)‘t('ﬂ)<""
2) V(K("j)) = ‘-\K(j) =1
3) pour tout je= , X(i,3) < tL(i)-l
4) E ost compact et sa topologis induit la topologis discrifs sur © cui

-
A
iy

est ouvart dans
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Lemme 3.];

Pour P¥-prasqus tout w, x (w) convergs dans T vers un point de By

Démonstration

K(i,X;(uﬂ) ast uns surmartingale bornds sur \0,T(«))
alors par un théorsme classiqus (Msyar [1, VI-TGJ)

1im K(i,X (w)) existe PY-prasqus partout
4T (W) t

donc 1lim K(i,x_(w)) existe PF-presque partout
nsom n

alors xn(u0 converge dans % vers un point de Bs , puisque les états

sont transisntse.

Définition; Ensambls invariant pour (xnll

/\ € ??(xn , n3 0) est dit invariant pour (xn), s'il existe uns fonction

f: E—> R tells qus pour tout n:

IA= f(xo,xl,ooo) = f(xn,xn-l,oo‘)

On a 1la théor3me suivant dd & Hunt:
Théorsms
S

Soit x_ = lim X alors la P'-complétion de la tribu §(x.) sst égale
n

& la PY-complétion ds la tribu das enssmblas invariants pour (xn)

Uns démonstration de ce théoréems se trouve dans Bunt(?l] , mais il sarait

trop long de la donnar ici.
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§4., Décomposition

Rappalons 1'hypothéss A : 0 < q, <x , qua— q; » pour tout iek®

Une des conséqusnces de cetts hypothdss sst la proposition suivantas:

Proposition 4,1

Pt est solution de: P; = QPt

Démonstration

Pour i fixé, soit (Jn) une suite croissants de sous-snsemblas finie de
J=% - {i} telle que J = g{Jn ; on psut suppossr de plus que Jn contisnt
exactement n éléments Posons J;: J - Jn

alors pour tout €>0 , il existe N tsl que pour tout n2N :

) z‘qikzzqik

ked keJ;1

d'autre part il existe >0 tel qus pour h<¥ :

By (1) 1-p (3,1)
h - £ , h
‘-—h—-—- qu<N » kedy 5 et - - q, < &
alors pour h <&
(iaj) P (i:j)
t&h t
1-p (i:i) \
- . h
é‘];;: h” ph(l k)p, (k,3) - 1??3 qikpt(k.a)\ % \qipt(i,j) - ———h———-pt(i,j)

<Z\ (ik) \ zh p(1k)* Zqik

keJ ! keJ' kéJ'

1 - P (i,1)
< 3% 4 h - Z h"lph(i,k)

-3
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d'ou P;*(i,j) = QPt(i,j) , ol P;*(i,j) désigne la dérivée & droite

mais QPt(i,j) est continue, il suffit d'appliqusr le théorems de Lebasgue,
et puisqu'une fonction qui possSde una dérivée & droits continus est dérivable,

|
alors Pt existe et Pt = QPt

Proposition 4.2

Soit T le premier instant d'accumulation de sauts

Alors P"'[{ T<wo} A{Zq;l <oo}-] =0
n n

Démonstration

Soit Sn:-_ T

m—l'Tn’ on & T=Zn:Sn

comms E‘L[sn\SO""’Sn-]l = E’*[sn\trl,...,rn'} =*{s_| xn.]
L)
** -4

ot &r{—i s |x lept = »

00
- 23} -q;t
sndp"_ P'L{xn-ljgtqia %44
i 0
. 0o t v
= pfx =i}8\e-qi dt =S q-lapt"
n L *. X
0 xn=i n

alors E'Llsn\ So,...,Sn_]] = q;l R P""—p.p.
n

soit Sr'1 = min(S,,1) , alors par la théoris des martingalss (cf Neveu [ )p.l42J)
- ; AN

P*—p.p.: E:Sx'1 convergs si et seulemsnt si E"“[SI'1 l SO""’Sn-l-I convargs

mais Z Sx'1 convargs si et ssulsment si Z S, convargs

d'autrs part:

0} A3
S E* sy | x,]apr :S s, AP« S aph
x,= i xnzi ,Snsl x= i ,Sn>1

i 1 Q. -Q . -
= PHan’ i}Lgotqie Uitat ve qlt] =§ q;l[l -2 er:-l\dph

_ n
Xn= i

alors  3°(S] | SgreeesSpoy | = 2501 %] = q;i[l - s'q"nl , Plp.p.
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mais Z q;]'[l - o-qxn] convarge si et ssulament si z q;l convsargs
n n

donc {_T<oo s —"-TiZq;l < OO}
n

Corollajire

{T <OO} est dans la P'-complétion ds Z:(x_w)

Soit 8 la tribu de Borel de 3
~ C‘ » - L e
soit 1} la mesure sur (3,% ) définis par: 1:( (c) = {x e C} , e
un snsembls Cég est dit complétemsnt atomiqus si I (¢) > 0, pour tout ccC

Hgotha‘ se B

Il existe un enssmbls complétement atomiqus A< Bg tel que:
{T< 00} ={meA}
Romarquss
1) A est dénombrable
2) étant donn2 aeA, il sxiste ie T t3l qus: Pi{xm-z a5*> 0
Notations

Pour a'cA on posa: Aa ={xm=a}n§’r<w}, T2=T sur Aa, =zocaillaurs,

Ly(i,0) = PH{18< ¢}, Lo(1) = PY{r<te} = D L (3,0) =1 - %@s(i,j)
achA

Lemms 4.3
Liga(42) = Lo(210) = Qpli(+se)
Démonstration
Leps(i,8) = Lg(1,0) =PHs <18 Stas) = Pi{swsus;[f‘}
:%,Pi{'}fs{j; s<Tstas; A }= ijp\‘{sds tas; A | Te=sfp{Xe=s |

=jzt\>s(i,j)P"*{s <T<tas; A° | xz=gs Tos) = %1’3(1,3)9*‘{1' st; 08 | x5k

= Zfbs(i:j)l't(j:a)
J
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Théoreme 4 4

Les 1;(-,a)= Lé(-,a) , acA, sont dss lois d9 sortis pour @ , telles

que lo(o,a) =0

Démonstration
Per 1ss lommas 1.3 et 4.3 lss lt("a) sont des lois ds sortie, la pro-
priété b) des lois de sortis est ici évidents puisqus: S,nlt(i,a)dt——- Lm(i,a)SI
0

d'autre part corme Lt(i) =1 - 2‘\’1;(1.3)
J
on a lt(i) = zktqikl‘t(k)

alors lo(i) =0, donc lo(i,a) = 0 puisqus lt(i,a)s 1t(i)

Théorsie 4.5

o
Toute loi de sortis pour Z‘Q"t satisfaisant sgpS gt(i)dt €1, stéerit d'une
o]

ot d'une souls fagon sous la formse:

gt=§tgo+2ca1t(.,a), 0<£cl s
achA

Démonstration

On psut supposar go = 0 , puisqus gy - {?tgo 9st une loi ds sortie ayant

cette propriété,

. Coay 8 -qi(s-v) Y -qis
Comma §t = Q&D , on a: q,"s(l,J) = g{&oa i qikc)w(k.:i)dx« 4 gijs i

alors comme g, est une loi de sortis pour ']l:)t , On &z

s - ; -
- z- q; (s=v) Q38 (s
gs‘t-'c(i) S ° q:lkng(k)dV Yo gt(l)
k+i%
. S _gqy(s-v)
d'ou: g (i)= Z S e i q.. g (k)dv
s k+ Y% ik~v

m w
alors: G(i) =g gs(i)ds = 2 q;lqikggv(k)dv = AG(1)
0 k+#i 0
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comms G(x,) est uns martingale bornés, par un théorsms de convargencs de la
théoria des martingalss (c.f. Meyar[l,V-TN]), il existe uns fonction \\: ,

évidemmsnt invariante, tells que:
BX(g) = 6(1)
a LY
mais Y:Zc I_/\_a + \{,0 , ou la somms est sur las ensembles PV-atomiquss

invariants st tf/o est uns fonction invariants qui s'annule sur lss ensembles

P'-atomiques invariants.
On a slors G(i) = Y,c®P{N\2] 4 31(%)

par 1'hypothéss B , & tout point ds A corrsspond un /\®

d'autre part si /\® ns correspond pas & un point ds A , alors

PIAT] = Xj‘.#t(i.j)PjU\&] =pi{p%, Tct]=0

3 Wi — A =
ds mSma B (\_Po) %:@t(i,j)ﬂj(gpo) 0

alors si on pose G (i) = 6(i) — EQt(i,j)G(j) » on a:
J
Gt(i) = aze.:{ caLt(i,a) = SZEA cals(i,a )ds

V00 '
mais 6(i) — F& (1,3)6(3) = ggs(i)ds - g ;Cﬁ(i,j)gs(j)ds
J 0 0

o Qw 1
= Sogs(l)ds - \OgSH:(i)ds = Sogs(i)ds

d'od g (i)= E c®1 (i,a) ds=p.pe
S ac S

mais E ls(i,a) = ls(i) qui est continus
e

alors E . cals(i,a) convargs uniformémant sur tout intarvalls compact de R,
ach

donc ast continus ; at alors pour tout s>C :

g (i)= Z; c®1 _(i,2)

1'unicité do la raprésintation résults du lsmm: suivant
Lamma

Pour tout t>C , on a PF-p.p. : lim L, (x ,a)=1

n>w Ne
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Théoréme 4.6

Pour tout aehA , jeB ot t>0 , il exists un nombrs gt(a,j) tel qus

lin PHA® 4 X =3 | %)= gt(a’j)IAa » P¥epep.

n->x»

Démonstration

X a est (\VF' -masurabla, alors par la propriété de Markov forte:
T +t n Tn

;llircht~,[Aa, XT Byt =3|=x ] lim PF[A = b \%n) , 8t catte darniers

exite par un théordme de convergence des martingales (cf. Meysr[1,IV-T18)

et la limits définit une fonction (f’invariante pour (xn)

par lo méme théorsms sur les martingales, on a lim PH[A®| x ]‘- I
n>w AR

ot comm  PH{p®%, X Bt 3\ x,] € LA *a)

alors 1lim P*‘[Aa X _;j\ n] = 0 , P’-p.p. sur le complimentaire de /\2

%0

ot évidemmsnt ({ est constante sur tout ensemble atomiqus invariant,
on nots cetts constants sur Aa par ‘%?t(a,j)

Corollairs

Pour tout azA4, Et(a,o) est uns loi de sortis pour Pt

et pour tout j¢T, on a: P‘*[J(Ta“‘t \Aa] = i(a;J) ,» t>0

On nots ?; = \‘{?T s 0t GI la tribu complétés des snsembles invariants
n

On & alors la propriété suivante, dits la propriété de Markov Forts

Théorsme 4.7

Soit Me?} ot M'c ?‘; , On a alors:
L | A%] = 20 | AT [ A%

Démonstration

Soit Mé? R commeq{ Qq' sin<m, on & Mé? pour tout myn
Tn Tn Tm Tm
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d'autre part {XTaQ-t:leeb}(T
m

alors par la propriété de Markov forts, on a pour m>n
= | 0
P A% Xpa, = J ‘ "m-l = PF[M lxmlpt (A% e, =3 "m]

mais par le propriété ds Markov st la convergsnce des martingalss de T-18 ds Meysr({l]:

lim P“[M | xm] = lim PM[M ‘ A(Z(xk, k> m)] = P“‘[M[TJ

m-> m->0

alors par ls théoréme précédsnt on a:

P A% Xra = j]: x%.i;'ﬁogQPP[M' AR Kpa =3 | xplapt
o

- S’\ b P \X’TAPP—{.A&’ Yra, =3 | xpJapt*

| T gt B o

arod P, Xpa, =3 NE ?t(a,j)PH[M[A&] , >0

et alors plus généralsment pour O <t <eee <t ona:

PP[M' XTa»«tv =J,s lsv<n \ Aal = PH[XTa-btv: jv’zs”"n\M’ Aa’x'rawl: j;l?tl(a'jl )pHD,;ma]

n-1

= i (a"jl )_H_Pt -t ,(jy’jx/i-l)PﬁEM\ A a:‘i
1 vl YV

- PF[xTa*t\f 30 1<yv<n]| Aa:{P“[M\ &“]

y=1
donc pour Mé% ot M'e C;; on a:

PRunu’) A 2] = PR A %]l A

|
et alors aussi pour Me‘}:‘ ot M é?'T
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Nous sommss maintsnant en masure de démontrsr 1ls théorsme de décomposition
suivant:
Théorsms 4.8

Soit Pt uns solution de P; = th s, alors:

Po= &, + 2, (1, (,a)%E (a,e)¢)
£= Py 2;% Sel2s X
Démonstrgtion

py(1.9) = P =3\ X = 1] = PH{x,= 5, t<T X =1] + Zapt*[xtq, <t X = 1]

= $58) ¢ Llx =0, 18< e | xp= 1]
= d(‘t(i’j) ¥ Za: PP‘[XO: il-lgzrj(s’t | on i)La(XO: i,ds)

it
-_—,(}‘:b(i,j) " ; &orj(s,t \x0=1)dLs(1,a)

mais par la théorsms 2.15, on a:
u
i - a _ pH _ =1 R .
P (.xTﬁi-t'j' %< u] = PV [Xo-l] 3 rj(s,s+t\xo_ 1)L(Xo_1,ds)
0

u

r (s,s+t | X0= i)dLs(i,a)

J
0

2

d'autre part par la propridté ds Markov Forts

i u\:
Pi[xTaq-t =3, T™<u] = pi{r8< W[ P*Xpa, =31 A a] = g €y (a,3)dL_(1,a)
0

done rj(s,s+tlxo= i) = ét(a,j) , pour t>0 et s;AN; de dLs(i,a)-masura nulls

’

mais par ls théorsme de Fubini, 1'égalité est vérifiés pour s¢Z N st t LN
ol N est de dLs(i,a)-mesura nulls st Ny ost de masure de Lebssgue nulla.
alors rj(s,tixozi) = zEt‘_s(a,j) » SEN ot t-s €Ny

mais c9s fonctions sont continues en t sur (s,c>) pour s}:_‘N' ds dLs(i,a)-mesure nulls
alors rj(s,t‘xo-:i): Et__s(a,j) » pour dL_(i,8)-pete s ot t>s

A9
ce qui nous donna: pt(i,;j) = cbt(i,j) + ZS gt_s(a,j)ls(i,a)ds
Y
0
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