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Théorie des frontières dans les chaînes de Markoy

(par G. Giroux)

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE

STRASBOURG

Séminaire de Probabilités

Cet exposé a pour but do donner une introduction à l’étude

des solutions de l’équation: Pt = QPt , où (Pt ) est un semi-groupa sous-

markovien sur un espace dénombrable d’états, et Q est une matrice générateur

infinitésimal.

Nous donnerons tout d’abord un aperçu sur 13s chaînes de Markov à temps con-

tinu, ayant un semi-groupe régulier pour fonction de transition; puis une

brèva introduction à la théorie des frontières, telle que développée par Doob [2]

et Hunt (1] .

Nous pourrons alors par le suite traiter de la décomposition des solutions.

Nous énoncerons 19 théorème qui permet la décomposition sn lois de sortie par

rapport à la solution minimale 9t en lois d’entrée par rapport à la solution

donnée, tel qu3 démontré dans Chung~2~ , C’est-à-dire que les lois de sortie

sont obtenues comme dérivées do certaines probabilités dépendant du temps,

et 19s lois d’entrée par un passage à la limite sur des espérances condition-

nelles dépendant du début du processus.

Notons cependant que sous dos hypothèses plus fortes, K.L. Chung a démontré

un théorème da décomposition en lois de sortie et d’entrée par rapport à la

solution minimale.

Les premisrs résultats remontent à La décomposition a été donnée,

à l’aide de méthodes analytiques, par et Williams [1].

Nous nous sommes servie de l’article d9 pour énoncer les résultats

relatifs aux lois de sortis et d’entrée.
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lois d’entrée et de sortie

Définition 1. : : Semi-groupe sous-markovien régulier

Un semi-groupe sous-markovien (Pt) sur E, un ensemble dénombrable,
est dit régulier si pour tout i E ~ : lim p (i,i ) = 1

Par la suits, tous les semi-groupes S3ront régulisrs.

Un semi-groupe sous-markovien régulier possède des propriétés an apparence

plus fortes; en voici quelques-unes:

Théorème 1.1

1) pour tout p (i,j) est uniformément continue sur R + ,
t

uniformément sn j.

2) pour tout les limites

q = lim 
1 - P.(i,i) t

i t

. j ~ i
ij J : t~0 t 

existant at satisfont:

a) 0 ~ 

b) D : q 
1J

c) 03A3 j~i qij  qi

Démonstration

On a: p 
t~h 

~i~J) - p 
t 
(i, j )  p 

h t 
(k,j) - (1 - p 

h t 
~i~j)

d’où: -(1 - p (i,i) ~ ~ p (i~J ~ - P (i~~J ) ~ ~ p (1,k) $ 1 - P ~i~i)
h t+h t h

et on a alors l’inégalité: |pt(i,j) - ps(i,j)|  1 - p|t-s| (i,i)

ca qui implique 1)



- 77 -

on a ~0 , pour n assez grand

de même 

alcrs u(t) = -log est une fonction sous-additive à valeurs dans R.

et lim u(t) = 0
t~O

d’où 0 ~ lim = su p co

et q. = lim t~0 1-pt(i,i) t = lim t~0 1-e-u(t) u(t)u(t) t = lim t~0 u(t) t existe

pour j fixé on pose :

= ~
f~BJ.k)=0 , si 

n~l
h

on a alors pour i /j :

(A) pmt(i,j) = 03A3 m-1 n=1f(n)t(i,i)pt(i,j)p(m-n-1)t(j,j) + f(m)t(i,j)

(B) p (i.i)= 03A3 m-1 n=1f(n)t(i,j)p(m-n)t(j,i) + f(m)t(i,i)
(C) 

pmt(i,j) = 03A3 m n=1f (n)t(i,j)p (m-n)t(j,j)

mais on sait, par la régularité de Pt, que pour existe U

tel que: pg(i.j) . Pour s  u

alors pour mt  u on a par (C):

&#x26;)  ~
n=l

donc en prenant ~.~ , on a pour rot  u :

n~l
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alors par (B)~ on a pour mtu

P..(i.i) - max p...(j.i) > 1 - 2&#x26;
~ ~ ~~~

d’où par (A)~ pour mt : u

jn-l / B in-1
(I - 3E)Vp (i,j)pmt (i,j)  03A3 n=0f (n)t(i,i)p t(i,j)p(m-n-1)t(j,j)  (1-3~) n=0p t(i,j)

et alors: pmt(i,j) mt ). . 3~)Pt(i,j) t
ce qui impliqua, en gardant mt fixe, que: limpt(i,j) ( oo

t~O ~

il existe donc v tel que:

0vu/2 et 
~ 

~ 

t,O ~

alors par 1) il existe o satisfaisant 0ov tel que:

pour 
~ t~O ~

mais pour 0t~ ~ il existe un entier m tel que: 

alors on a :

pji.j) Pjij) 
(1-3 S)20142014-20142014~.lim2014201420142014+2E , pour Ct?

" "

d’où 
, 

q.. = lim pt (i,j) existe et est t finie
~ t~O t

finalement par le lemme de Fatou on a: V~q.. $ q.
j~i
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Définition 2. : : Loi de sortie

Une famille fonctions positives sur E est appelée loi
t

de sortie par rapport au semi-groupe Pt , si:

a) Ptgs = gt+s

b ) il existe T > 0 tel que: sup To gt ( i )dt  ~

Remarques

1)1’inégalité de b) est vérifiée pour tout T, car

nT0gt(
i )dt = 03A3k=1 

T0gt+(k-1)Tdt 
= 

03A3 n k=1 T003A3jp(k-1)T(
i, j)g

t(j
)dt  ns

up T0gt
( i )dt

2)on a: 0  g (i)  ~, car par b) c’est vérifié pour tout i sauf sur un
t

ensemble de mesure de Lebesgue nulle, mais comma pir a) g (i ) ? p (i,i )g (i),
t~s s t

alors par la régularité de Pt , cet ensemble doit être vide.

Voici maintenant quelques propriétés utiles des lois de sortie :

Lemme 1.2

Si ~ . g , t ~ 0~ est une loi de sortie par rapport à P , alors pour tout 
.t 

. 
P 

t 
p

g (i) est continue sur R+ , at g = lim g satisfait 0 ~ P g  g ~)t o t 0 t

Démonstration

On a : t lim g 
t +s s:,t j s t

g (i) = lim 03A3 p (i,j)g ( j) > lim g (i)  lim g (i)~ 2t U 2t-u tts t+~s

d’où : (1) pour t > 0 et i ~ Et ut u

‘’~j a(t) définie pour t > 0 , est dite continue sur R+
si: 1) a(t) est continua sur R~

2) lim a(t) existe et est finie
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d’autre part comme :

pour -~~s , s>0 , t~O

on a: g "~ ut ° "

donc limg(i)=g(i)" u~t " u~t 
" u~ " "

c’est-a-din que la limita a droite g~ exista pour et satisfait:

(2) g (i)~ g (i) , t>0
L "

mais comme pour t>0 et s>0 

alors 0~p~(i,i)~(i) ~ 
et par la régularité do g+t(i) = pour tout i ~ E et pour tout t>0

alors par (l) et (2)~ g (i) est continue sur R~. et g 0 
existe

et de plus 0 ~ lim Pc = lim g ’=. g’ t°0 u u~O ~~~ 

Lemme 13

Si est une famille de fonction positives sur, telle que

~t = ~s

Alors pour tout G (i) possède una dérivée

et {gt , t> 0} satisfait: gt+s = Ptgs et 0  gt(i)  CO

Démonstration

Soit gt(i) = t-103A3j{s t}pt-s(i,j)dCs(j) , t > C , i ~ E

on a 
gt(i) inf st ps(i,i)  t-103A3

j {st}pt(i,j)dG
s(j) = t-1

{st}dGt
+s (i)  ~

alors par la régulari té de Pt, C  gt(i)  ~

d’autre part pour B borélien contemu dans (0,t-u) , on a:



- 81 -

 " > = 03A3pt-   1 >
B+up

t-s(i,j)dG s(j) = 

Bpt
-( s+u)(i,j)dG s+u(j)

= £ É) 
, 

(k)
j ~ L B - s+u u S

= Bpt-s(i,j)dGs (j)

alors par l’unicité de la mesura invariante on a:

B pt-s(i,j)dGs(j) = gt(i)B ds

ce qui donne sn particulier gt+s = Ptgt+s s

soit B = (t-u,t] , alors intégrant sur (u,u+vl on a :

u
(u,u+v]g

t(i)dt = j (u,u+v] ( o,u]
pu-s(i,j)dG t-u+s(j)dt

= (0,u] (0,v]
pu-s (i,j)dGt+s (j)dt

j (a,u] (O,v]

= £ ( (s Ô (0,u]pu-s(i,j)[(s,s+v]dGt(j)]ds

= (0,u] ds (u,u+v]dGt(i) = u (u,u+v]dGt(i)
donc g (1) est la dérivée de G (1 )

t t

de plus g t (1) est continue, puisque dans la démonstration du lamme 1.2

on na se sert pas de la propriété b) des lois de sortie, sauf pour affirmer que gt  ~

>n p3ut trouver d’autr3s démonstrations d3 cas deux lemmes dans Chung[4]
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Proposition 1.4 

La transformée de Laplace: g = e-xtgdt, d’une loi de sortie, définit
X Q 

t

une famille -~g ~ do fonctions positives bornées sur ~ jouissant

des propriétés suivantes:

a) y = [I + (x-y)y]x

b) ~P~~

Réciproquement:

1) toute famille ~g x fonctions positives bornées sur S vérifiant

a), e s t la transformée de Laplace d’une loi de s ort ie unique.

2) a tout’9 fonction positive bornée h sur E qui vérifie : e-xsP sh  h

pour un x> 0 et pour tout s> 0 ~ correspond une loi de sortie unique

{g , t> 0~ telle que: h 
0

Démonstration

g~) = r.-.~).t ~ ~~~-.~~ = ~-~~~
= 03A3 n0T0s-x(t+nT)PnTgt(i)dt

donc: sup g (i) $ (supT0gt (i)dt)(l - e-xT)-1
d’où pour x>0 ~ g est bornée

&#x26;) résulte de :

yx = ~0~0e-yte-xsPtgsdsdt = ~0~0e-yte-xsgs+tdsdt

"~’~’"~’"~~
=(x-y)-lS~-~ - = (x-y)-~(g - ~)

b) résulte de e-xsPsx = ~se-xtgt x
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réciproquement on a par a): (-d dx)nx = nxx  0

alors par la théorème de Bernstein sur les fonctions complètement monotones

(c.f. il existe une de mesures

positives sur R+ telles que:

x(i) = ~0e-xt (dt;i) x>0, i~E

mais yx(i) = (x-y)-1(y(i) - x(i)) = (x-y)-1~0(s-yt - e-xt) (dt;i)

= ~0e-yt ~te-x(s-t) (ds;i)dt

d’où par la continuité à droite des fonctions :

Ptx(i) = ~te-x(s-t) (ds;i) = ~0e-xs (t+ds;i)
en posant Gt(i) = ((0,t];i), on a alors:

~P (i.j)G~(j)=~(t+(0,s3;i)=G~~(i)-G~(i)
J t ~ +s

donc par le lemme 1.3, {gt = G’t, t>0} satisfait Ptgs = gs+t

et T gtdt  eTT e-tgtdt  eTlet B ~0 g " dt$ 0 e~g "

c’est-à-dire que une loi de sortie de P
finalement 2) résulte de 1) en posant :

gy - Li - 
en effet pour y~x ~ on a :

= h
’ 

"0

donc 0 pour tout y>0

et d’autre part: yh(i) = ~0e-ytPth(i)dt  y-1sup i h(i)
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Définition 3

Une famille {ft , t > 0 de masures positives sur E est appelée loi d’entrée
par rapport au semi-groupe Pt si:

e~) 

b) sup t ~ft~  oa

où ~ft~ = 03A3 i ft(i)1e(i)

on a pour les lois d’entrée des résultats analogues aux lemmos 1.2, 1.3, et

à la proposition 1.4
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§2. Etude des trajectoires

Soit E un espace métrique compact contenant E con-ma ensemble ouvert dense

et tel que la topologie induits sur S soit la topologie discrète; soit 1 la

tribu de Borel de 5. Une fonction mesurable f : (03A9,F, P) ~ (,~) est dite

sur 3 si P{f ~ p} = 1 ; est dite une valeur possible de f si P{f> c} > 0.

Un processus stochastique à temps continu sur E est une famille de

fonctions mesurables Xt: (03A9,F, P) ~ (,~) sur E, telle que l’ensemble de

toutes les valeurs possibles de toutes les X.. est E.

Définition: Chaîne de Markov homogène à temps continu sur Ë

Un processus stochastique P, temps continu sur B est dit

une chaîne de Markov homogène si :

1) (~~)-~(R~~)

2) Soit i est une valeur possible de i ~ E

J t i}= =~Xg.= i} , pour tout s, pour tout 

On dit que la chaîne a pour fonction de transition le semi-groupe Pt,et {ft, t>0j-

pour loi d’entrée si: 9t 

Etant donné un semi-groupe sous-markovien régulier P et une loi d’entrée ft,
telle que ~-if.(j) ~ 1 pour tout t>0~ on peut toujours construire une chaîne

J t

de Markov homogène P, ayant P pour fonction de tran-

sition et f pour loi d’entrée.

Nous allons montrer dans cette section~ à l’aide de qu’il

existe une modification assez régulière pour permettre~ par exemple~ la propriété

de Markov forte. Cette modification permettra d’énoncer aussi d’autres résultats

intéressants.

On supposera dans toute la suite les tribus sur 03A9 couplâtes.



- 86 -

Définition: : Processus séparable

Un processus (Xt) sur £ est dit séparable s’il existe un ensemble dénombrable

et un ensemble négligeable N, tels que pour tout fermé et tout

intervalle ouvert 

Remarque

Si (X,) est une chaîne de Markov homogène de semi-groupe régulier P. et de

loi d’entrée f,~ alors grâce au th.11-4.1 de S est un ensemble sépa-

rant universel~ au sens de tel que pour tout et tout

intervalle ouvert G : XR~~G(03C9) = XS~G(03C9) j alors par la chaîne

est séparable au sens de D-13. Inversement grâce aux th.17 et 18 de 

si (X.) est séparable au sens de D-15~ elle est séparable.
Cette équivalence s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme ~1

(il~~’~ P~ (X.), Pt. ft) est continue en probabilité.

Démonstration

Pour s  t p{x 
s 

 .~ u2014S jj.j)
J

alors par les résultats de la section 1 on a:

1

stt 
s 

j

d’où la limite existe et égale 1

j

alors par la convergence uniforme: lim = 1 ~
S~t s j t

Lemme 2.2

Il existe une modification séparable de (X )
t

Démonstration

par la remarque c’est le th.19 de Meyer[1]
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Déf init ion : Processus bien-séparable

Un processus est dit bien-séparable si on peut prendre pour S n’importe

lequel des ensembles dénombrables denses.

(Dorénavant (X ) désignera toujours une chaîne de Markov homogène sur ~ det

semi-groupe régulier P et de loi d’entrée f )
Lemme A ~3

(Xt) possède une modification séparable et B F-mesurable
Démonstration

On peut consulter on se sert des lemmes 2.1 et1.2

Lemme ~.4

Si est séparable, alors pour tout et s > 0 on a:

i~ t u 

Démonstration

Il existe S dénombrable dense et N de mesure nulle, tels que:

(ce qui montre en particulier que =i~ est définie)
soit en ordonnant 1 5 n S .m ) on obtient 
une suite finie croissants, soient d =s. -t, d ~s -s ,m ,m n,m n,m 

alors: P[Xu = i, tu.t+s |Xt=i| = lim P[Xsn,m =.i, il =

= lim m~~m n=1pdn,m I,i) = lim m~ m n=1[1-qidn,m+o(in,m)] = lim m~~ exp(-qim n=1dn,m)

= e-qis , si qi  ~
si qi=~, alors pour tout M>0 pd(i,i)  1 - Md pour d assez petit

d’où P[X = i, lim = 0 .
u ~ 

Nous supposerons des maintenant l’hypothèse suivante :

HYPOTHESE A

0  q «X7 ~ y~ ~ . = ~. : pour tout i  E
i 

j~ iJ 
i
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Lemme 2.5

Si (Xt) est séparable, alors pour tout t fixe:

P [ lim X =X.~=1s~t s t

Démonstration

Pour i tel que t&#x26; Si at pour on a par la lemme 3.4 :

P{Xg= i, P[Xg=i, 

2014.1 

alors soient Si(03C9) = {t: Xt(03C9) = i}, tn,i = {03C9: (t-n-1,t+n-1)~Si(03C9)}
on a: = lim Pfx =i, = 1

-n 
J Ti~lt t ~ ~~~ s ’ t -’

donc " 
&#x26; fortiori": P [lim X = i | Xt= il = 1s~t s ’ t -’

" Xt] " Xs = i |Xt=i]P[Xt=i] = 03A3 ift(i) = 1.

Théorème A. 6

Soit (X.) un processus séparable avec S, satisfaisant pour chaque t fixé:

P [lim X = Xt] = 1s t

Alors il existe une modification séparable avec S, B F-mesurable, et
donb toutes les trajectoires sont semi-continues intérieurement a droite. (*)

Démonstration

C’est essentiellement la même que celle du th.7-1 de Chung

(~) f: R 2014~E est dite semi-continue intérieurement a droite si -~f(s): a

au plus une valeur limite appartenant a E lorsque et si elle existe

f(t) est dans E et est cette valeur limiter et si f(t) est dans ~~ cette valeur
limite existe et est f(t).
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Nous supposerons à partir de maintenant que (Xt) est séparable, Borel-masurable
et semi-continue intérieurement à droite.

Définition: Famille admissible

Une famille ~~ ~ tribus est dite admissible par rapport à la

chaîne de Markov (X ). si:
t

1) FsFt, pour s  t

2) ~(X,06$t)~y~~B pour tout t > 0

3) P[X-j~~1=p, (X,j), pour tout et Ost

4) la famille est continue à droite.

Nous ne considérons que des familles admissibles.

Soient T un temps d’arrêt par rapport à (X~ ~ ~ ), L sa fonction de distribution
on pose T = inf~t>T: X ~j~- ; ; par la séparabilité de (X )~ T est un temps d’arrêt
Pour tout la tribu de Borel de R+, on sait qu’il existe une fonction

Cj(.,B2): R+ ~ R+ mesurable, telle que pour tout B1 ~ B:

B
1

Cj(s,B2)(ds) = T~B
1E[T

j ~ B2 |T]dP = P[T~B 1,T j ~ B2]

Lorsque B2 = [0,u], on note Cj(s,B2) par Cj(s,u)

Pour B~ = u rationnel, on choisit de telle façon que u$v

Pour s fixé, on sait qu’il existe une mesure C,(s~*) telle que u rat
J J J

Par la construction de cette mesure ( on peut consulter par exemple Neveu ~ I-"~j)
il est facile de voir que C j(.,B2) est mesurable pour tout B 2 ~ B et satisfait

~ 
B TeB ~ 1
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Nous allons maintenant "à l’aidà’ d’un lemme, qu’on peut trouver dans Chung [I,II-8.1]

démontrer un théorème sur les trajectoires d’une chaîne séparable. La démonstra-

tion que nous donnons, simplifie un peu celle de 

Lemme 2 . 7

Si (Xt) est séparable, alors les tribus complètes Fot = C(Xs, 0  S t>
sont continues à droite.

Théorème fl.8

Si est séparable, alors P-presque toutes les trajectoires ont la pro-

priété suivante: pour tout t > 0, lorsque slt, {Xs(03C9): s > t) a au plus une
valeur limite dans E

Démonstration 
~ 

.

Soient M > 0 et j a 1 ; on pose JM = {XM = j ) , X sa fonction indicatrice.
= 

alors ( p (X , j ) ) e st une martingale et  [p (X , j )Î = P [X z j] , 0  t  1£
M-t t M-t t ’ M

d’où il existe, par hley«r [1,VI-l’4], une modification continue à droite (Yt,M)0tM

soient donc S un ensemble dénombrable dense3t 03A9o tel que P(03A90) = 1,

satisfaisant: 1 ) Y (v) = p (X (LJ), j ) ; s ~ S, Y rationnel, 03C9 ~ 03A9
Y-s s O

2) est séparable avec S

soient 1D ° é ,iÀ ° .3t t > o tels que s E S fI (t, 00)) a deux valeurs limites
1, i’ ei, lorsque a.lors il existe deux suites dans S tendant vars t, soit

( s ) o t ( s ’ ) , telles que: lim X = 1 , lim X (03C9o) = 1 ’
nI n n >m s~ s~

d’où pour tout ?L rationnel> t, on a:

l im n~~ Ysn ,M (03C9o) = 1 im n~~ pM- sn(Xsn, j) = pM-t ( i,j)

lim Ys’n,M(03C9o) = lim pM-s’n (Xs’,j) = pM-t(i’,j)

donc p 
M-t 

( 1 , j ) = p 
M-t 

( 1 ’ , j )

et alors en faisant tendra NI vers t on a 03B4ij = 03B4, donc S. = i’ 1
ij i j
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Remarque

Soient Si (~’J) ~ Î t ’ pour tout É > ° Ù

S+(03C9) %(t: S (03C9)~(t,t+~)~03C6, pour. tout É > o)1 1

S(03C9) = (t : s (RJ) fl ( t - s , t + È) # j£ , p our tout ~ > 0}
1 1

0n a pour tout t fixé ot iE £ :

(ôJ 1 t é S (w)) £l (w t t e ~ l #(ce : 1 . i 1 1 1

en effet ceci résulta du lemme S.5

Lemme 1. 9

Soient j,kéE et t>0, alors P-p.p. sur (T , t) on a:J

Î ~ ’ ~à ’~~
J

Démonstration

Par la remarque { Tj = t ) (X t = j )
alors pour s 5 t et s $ t on a :

P [T  s, Tj  S t, T. ’:: t, Xt:: k ] == $ kp [ T  s, Tj  s’. Tj = tJ =- 
r 

pt- Tj ( j , k )dP

où l = (r *s, Tj  s’, Tj =t)
d’autre part soit: Tj,n = min m ( m2-n: m2-n> Tj et X m2-n =j j

P-P. P. ; S ’ , T ~  tl, -°1  S ’ 

alors:

P[T S s, s’, T t, X = k] = l im s, T 5 s’, T  t, X = k]
à j t n+/° à j ,n t

= lim Él T # s ’ , T = m2~~ , X = k]à j ,n t

= s, I / s’ , T =m2~~]p ,n(j,k)n~~  j j , n t -m2

= lim 5 p (j,k)dP = S p (,j,k)dP
n ->a~ Ù /~ _ t-T. J .

~ 
2

donc : 1 P ix~ = k  T , T ~l dP = 1 
5s’ à 

 i , k >dP .
j à
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Lemme ~.10

Soit r.(s~t) ~ B p 
alors B pour tout 

rj(s,.) est continue à droite sur et rj (.,.) est B B-mesurable
sur couples (s~t): 

Démonstration

Par le lemme 2.9, on a pour tout :

F f P. (j,j)C (s,du)L(ds) car T  T

= B1 [s,t] pt-u(j,j)Cj(s
,du )L(ds ) car Tj T

le reste du lemme est trivial.

Lemme 2.11

On a pour tout :

1) rk (s,t+t’) = 03A3 jrj(s,t)pt ,(j,k) , pour L-presque tout s et pour tout t>s, t’0

2) 03A3jrj(s,t) = 1 , pour L-presque tout s et pour tout t>s

3) rk(s,.) est continue sur pour L-presque tout s

Démonstration

Pour 

X~,~k]= 
J

alors 

J

et par le lemme on a

rk(s,t+t’) = 03A3jrj(s,t)pt,(j,k) , pour et L-p.t. s  t

alors par le théorème da Fubini, on a égalité pour L-p.t. s et (t,t’):
t’>0



- 93 -

alors par la continuité à droit3 et le lemme da Fatou

(1) 
rk(s,t+t’)  03A3j rj(s,t)pt,(j,k) , pour L-p.t. s , t  s , t’>0

et alors

(2) ~r~s.t-t’)~ , pourL-p.t. s , t~s , t’> 0 (*)
J ~ j ~

mais par le lemme A.10 et le théorème de Fubini, on a :

’(5) ~ r (s,t)= 1 , pour L-p.t. s et L-p~t~ 
J "

et alors par la continuité à droite et le lemme de Fatou :

(4) 5~~ (s~t)~ 1 , pour L-p.t. s ; t~s
J 

~

soit ou N est l’ensemble de L-mesure nulle de (1) et (4)

si (3) est vérifiée pour un certain t, par (2) et (4) elle est vérifiée

pour tout« valeur plus grande que t, on a donc 2) du lemme

alors on a l’égalité pour (2), donc pour (1), et on a 1) du lemme

3) du lemme découle du lemme 1.2 sur les lois d’entrée.

Lemme A. 12

- soit: , alors

1) r (j) ~ 0 , j~3 et t>O
t

2) yr (j) ~1 , t>o

J 
t

J

3) 03A3jrt(j)pt,(j,k) = rt+t,(k) , k ~ E et t > 0 , t’  0

4) iB(j) est continue sur R+, j~E

Démonstration

1), 2), 3) découlent du lemme $,Il

4) découle du lemme 1.2 sur les lois d’entrée

(~A Il faut supposer P markovian, mais on peut toujours le faire en ajoutant un état.
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Lemme 2.13

Soit T un temps d’arrêt fini, alors on a:

1) P[XT=j] = r0(j) , j~E (r0(j) = lim t~0 rt(j))
2) P[XT+t, = jv, 0vN] = rt0(j0)N-1 v=0ptv+1-tv(jv, jv+1 ), Pour 0t0...tN

~ 
~ 

Démonstration

Par le théorème Jt.8~ {x -=-j~=:~T==T~ ~ a. lor s on a:

P[XT = j] = P[T = Tj] = lim n~~~ m=0[mn-1

, (m+1 )n-1)Cj(s,(m+1)n-1)L(ds)
~

= 

= =r (j) , donc l)~0Cj(s,s)L(ds) = ~0rj(s,s)L(ds) = r 0(j) , donc 1)

’"’ X~~~~j,. 
Si 03C9 ~ limn sup Bn, alors il existe une suite de nombres rationnels {sk} telle

que et X k . = jv, 0vN 3 alors par le théorème 2.8 on a pour

P-p.t. 03C9 ~ limn sup B_ : XT+tv (03C9) = lim t~T+tv Xt(03C9) = jv, CvN

P {XT+tv = jv, 0vN}
d’autre part par le lemme 2.10, on a en posant Q *=- (jv,jv+1) :

P(Bn) = ~ m=0P[mn-1T(m+1)n-1, X(m+1)n-1+t0 = j0]P[X(m+1 )n-1+t v=jv, 1vN |X(m+1 )n-1+t0= j0]

~ m=0[mn-1, (m+1 )n-1)rj0(s,(m+1)n-1+t0)L(ds)C = ~0rj0(s,[ns+1]n-1+t0)L(ds)Q
alors par le lemme £,Il, on a:

lim P(B ) = ~ p~ r = r (jjQ
n~ 

" ~ Jp ~ ~0

donc 
~ 
~j~ C~~N]~r~ 0 (~)Q
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en sommant sur tous les j 1,...,jN , en a:

P[XT+t0 = j0] rt0 (j0)

pour t0=0 on a l’égalité par 1), d’où l’égalité pour 2)

pour to>0, 1  03A3j0 P[XT+t0 = j0] 03A3j0rt0 (j0) = 1 , ce qui implique 2) .

On note -~ la tribu des s ensembles s s que JB.~~T~t~-~ J 
~ la compléti on de la tribu n%’ , ~’" =~(X, t>0)~T ~0 T~t J~T - T~t

Corollaire

1) pour tout t0 , xT+t est FT+t-mesurable

2) pour tout t>0 , X est une variable aléatoire sur(un sous-ensemble de)E
T~t

Démonstration
B 

T~t~n’-’- i, 
donc par la continuité a droite de la famille de tribus

Bn ~ FT+t0+n-1, donc par la continuité à droits de la famille de tribuslimn sup Bn ~ FT+t0 , mais la démonstration du lemme précédent montre en

particulier que {XT+t0 = j0} = lim n sup Bn , on a donc 1)

la dernière série d’inégalités du lemme précédent nous donne pour t>0

~ ~T.t= ~] = ’
J

ce qui implique 2)
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Voici comment se généralisent les résultats précédents
~0

Soit T un temps d’arrêt quelconque~ ~ est maintenant définie comme étant la
complétion de la tribu des ensembles A~~A~ tels que -A.~r~t~~ ~ ou
0394={T~}. Pour  ~ FT tel que P[YV]>0, on considère l’espace

Prenant maintenant L(s) = P[TsB]; il existe pour tout j~E, une fonction

H: R~20142014~R~ telle 

1) C J (.~B~A.) est ~-mesurable~ pour tout 
2) C (s~~~yB~) est une mesure positive pour tout 

J

3) B1Cj(s,B2|)L(ds) = T~BlE[Tj~B2,T]P(d 03C9)
mais L(s) = P[]-1P[, Ts] et P(. ) = P[]-1P(.) , donc en posant

L(,s) = P[, Ts], on a: B1Cj(s,B2)L(,ds) = TeB1E[Tj~B2|, T]dP
On obtient alors r.(~~yB_) et r (A-~j) satisfaisant aux résultats précédents ;

3 ~

ma i s maintenant rj(.,t) est une modification de P[Xt=j|, T] sur {Tt},
au il faut considérer X~ . ~j , O~~~NJ
Théorème ~.14

Soit T un temps d’arrêt

Alors (A.A~ P(~A). (~~1)~0 ~ ~~tB>0~ ~~~ ~~ chaîne de 

homogène un sous-ensemble de E~ de fonction de transition P t et de

loi d’entrée rt(0394,.)
Do plus pour tout t > 0 , si M ~ FT+t et M’ ~ F"T+t, on a:

t XT+t] = P[M |XT+t]P[M’|XT+t], P-p.p. sur A

Démonstration

Appliquant la généralisation du lemme A.13 au temps d’arrêt T-~t ~ on a sur A
= p ou r M’= {XT+t+t = jv, 0vN}

mais ces M’ engendrent F’T+t. En divisant par on a la première partie.
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Théorème £ , 1 5
Pour tout 0t0  ...  tn et j0 ,...,jn e E , ona P-p.p. sur 0394

#-i

P[X = j , T] = r (T,T+t ( À)/p (j,j)~ Ôo ~ V*Ô ’~~

Démonstration

On appliqua la généralisation de 2) du lemme 2.13 aux ensembles 

*n remarquant que:

S/, j o> = ~0rj0 U ,U+to s },du)

~ ~j(  ~ 0

Remarque

On résume les derniers résultats .an disant que la chaîne (Xt) satisfait

la propriété d« Markov forte; on verra à la section 4 unq autre propriété,

d ite propr iété de Markov Forte.
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Nous supposerons dans toute la suite la loi d’entrée f , donné« par une mesurat

initiale y sur £ . (par exemple (X ) , s > 0 , où (X ) est donné« par la
1 t tjs t

situation précédente). On a dans ce cas une chaîne (Xt)t0 , qu’on peut supposer,
et qu’on supposera dans toute la suite, B F-masurable et sami-continue infé-
rieurement à droit3 sur R . P est alors notée P’.

+

Pour simplifier un p3u, on suppose  strictement positive.
Théorème L16

Il exista une suite strictement croissante (T ) n n>0 , T o E 0 , de temps d’arrêt

finis, talla que P-prasque partout

i > xt «> = xy ,> -> , t e ~> >
n

~ ~ ~~ ~ ~ ~ = 

n

Démonstration

Soit T1 = inf.( t : Xt ~ X0} T 1 
.3 S t Un temps d ’ arrêt

et T1 > t | X0 :: i] =. P [Xs = i , 0st| X0 = i] = e-qit

alors P’iTi= 0, xo= il = lim P [T1  t 1 X0 = i]P[X0 = il = °

donc p"( T = o ] = o , et X = X pour t é [O , T )
1 t 0 1

de même P [T1 = oo] = £ iim pJïT > t ) x = j]#[x = j] = o1 
~ t->ce 

1 ° °
1

d’autre Part On peut montre r qU° |X0 = i] = ChUnà ii , I I - 1 5 . 6J

alors ~Î ~
donc presque partout: T £kJ et X e E

1 T
1

le reste du théorème suit par induction.
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Théorème A. 17

Soit T = lim T
n->~ ~

*X.-=-X. si t~~O~T) ~ ~ autrement

03C6t(i,j) = P [Xt+s = j, et il y a un nombre fini de sauts sur t X s = i]
alors 1) Xt. est une chaîne de Markov de fonction de transition $ t

2)~ la solution minimale de P’ = QP
3) 03C6t(i,j) = 03A3 n0pn>t(i,j), où p0>t(i,j) = 03B4ije-qit

pn+1>t(i,j) = 03A3 k~it0e-qi(t-s)qikpn>s(k,j)ds

Théorème &#x26;.18

Soit x~ = X~.
n

Alors (x ) est une chaîna de Markov discrets de matrice de transition A

donnée par: 
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§3~ Frontières de Martin

Rappelons-nous que :

1) X t est bien-séparable, semi-continue intérieurement à droite et

Bora 1-me surable.

2) 0q~~ , ~ 
J~i

à) À1,j) # 
~

Remarquons qu’être transient pour A est équivalent à être transient pour 03A6
t

Supposons donc E formé d’éléments transients pour A

On définit alors la frontière de la façon suivante :

Soient: , une mesure de probabilité strictement positive sur E

03B4 une fonction strictement positive sur E telle que 03A3 03B4(i)  +~
i~E

on définit alors une métrique en posant:

Z ~K(k.i) - 
" 

k~E

on note 3 la complétion de E sous la métrique d = d1+d2 , ou d2 est une métrique

discrète par rapport à laquelle la complétion est le compactifié d’Alexandroff.

Définition. Frontière de sortie de Martin

3 = E - 3 est dit (d’après Hunt) la frontière de sortie de Martin de A
s

Remarques

1) K est bien définie, en effet : 0  G(j,j)~) ~~

2)~(K(.,j)) =~K(j)~ 1

3) pour tout j~E , K(i,j)  (i)-1

4) Ê est compact et sa topologie induit la topologie discrète sur E cui

est ouvert dans 1



- 101 -

Le mme .1

Pour P -presque tout w , converge dans E vers un point de Es

Démonstration

K(i,Y (w)) est une surmartingale bornée sur 
t

alors par un théorème classique (Meyer [1 , VI-T6~})
lim K(i;X (w) ) existe P -presque partout

t1T(W) t

donc lim K(i,x (w)) existe P -presque partout
n

alors x (.~) converge dans ~ vars un point de B , puisque les états
n s

sont transients.

Définition Ensemble invariant pour (x ).
n 2014

 ~ (xn , n  0) est dit invariant pour (x n ), s’il exista une fonction

telle qua pour tout n:

lA -;. f(xO.xl..") = 

On a le théorème suivant dû à Hunt : :

Théorème

Soit x - lim x, alors la P~-complétion de la tribu est égale
co n n

à la P -complétion de la tribu des ensembles invariants pour (xn)

Une démonstration de ce théorème se trouva dans Hunt [1] , mais il ssrait

trop long de la donner ici.
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§4. Décomposition

Rappalons l’hypothèse A : 0  qi  03A3 j~i qij = qi , pour tout i ~ F

Une des conséquences de cette hypothèse est la propos ition suivanta:

Proposition 4.1

P e st solution de: P’ = QP
t t t

Démonstration

Pour i f ixé, soit (Jn ) une suite croissanta da sous-ensamblas f inie de
J = ~ - telle que J = ~ J ; on peut supposer de plus que J contient

,~. n n

exactement n Posons J’ = J - J
n n

alors pour tout ~ > 0 , il existe N t91 que pour tout n ~ N :

qi - 03A3 qik = 03A3qik
kEJn 

d’autra part il existe 03B4 > 0 tel qus pour h  03B4 :

|Ph
(i,k ) h - qik| ~ N , k~JN ; et |1 - ph (i, i) h - qi |  ~h i~ N h 

- 

qi
alors pour h  ~ :

~ 
. (k~ ~ ) L.

- 

k qlkpt ( k 1 J ) 
--.

|03A3 k~i h-1ph(i,k)pt (k,j) - 03A3 k~i qikpt(k,j)B+ |qipt (i,j) - 1-ph(i,i) h pt (i,j) |
03A3 K~JN |ph(i,k) h - qikB + 03A3 k~J’N

h-
1ph ( i,k) + 

03A3qik k~J’N + ~
.

: 3 ~ 
1 - Ph(i.i) 

- 

~ 
h-1 i k3t t 

h 
- kEJ 

3£ + q 
i 

+ £ + ~ - 03A3 k~JN q
ik 

6 E:
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d’où P’~(i.j) = ou P’~(i.j) désigne la dérivée et droite

mais est continue , il suffit rappliquer le théorème de 

et puisqu’une fonction qui possède une dérivée à droite continue est dérivable ,

alors P’t existe et P’t = QPt

Proposition 4.2

Soit T le premiar instant d’accumulation de sauts

Alors 
n ~n

Démonstration

soit S~-=T~ - T~ on a 

n

comma 

et xn=i E [Sn|x n]dP  = xn=iSndP  = P { xn=i} ~0tqie-qitdt

= P {xn = i}~0e-qitdt = xn=iqp-1xndP

alors t S....,S _1 ~ q~- , 
n

soit S’ = min(S ~1) ~ alors par la théorie des martingales (cf Neveu [ 

P~-p.p.: ~S’ converge si et seulement si converge

mais ~ converge si et seulement si ~ S converge

d’autre part:

xn=iE [S’nBxn]dP  = xn=i,Sn1 SndP  + xn=i,Sn>1dP
= P {xn=i}[10tqie-qitdt + e-qit] = xn=iq-1xn[1 - e-qxn]dP

alors E [S’n|S0...,Sn-1] = E [S’n| xn] = q-1xn[1 - e-qxn], P -p.p.



- 104-

mais Zj converge si et seulement si V q"~ converge
~n -’ ~ x~

donc ~T~~=~q~ Co}n

Corollaire

{T~} est dans la P -complétion de (x.~)

Soit  la tribu de Borel do 3

soit  la mesure sur (,~) définie par: î? (C) = P {x~ ~ C}, C ~ ~
un ensemble C~~ est dit complètement atomique si l’[(c) ~> 0 ~ pour tout 

Hypothèse B

II existe un ensemble complètement atomique toi que:

Remarques

1) A est dénombrable

2) étant donné a 6 A, il existe tel que: 0

Notations

Pour a ~ A on pose: sur 0394a, = ~ ailleurs,

L~(i)-P~Tt}~~ = 1 - 

acA ~

Lemme 4.3

Lf~s~~) - L~(~a) ~ 

Démonstration

J J

~S~~~~~~~~~~s~! T>s}= 
J . 

J 
J

j
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Théorème 4.4

Les l~(-~a)=- L~(*~a) ~ sont dos lois de sortie pour p , telles
que l~(~a) ~ 0

Démonstration

Par les lemmes 1.3 et 4.3 les sont des lois de sortie, la pro-

priété b) des lois de sortie est ici évidente puisque: ~0lt(i,a)dt = L~(i,a)1

d’autre part comma 1 - 03A303C6t(i,j)
J

on a ~(i)-~q~(k)
k 

J.

alors l~(i,a)==0 puisque 

Théorème 4.5

Toute loi de sortie pour ~. satisfaisant 1 , s’écrit d’une
~ 0

et d’une seule façon sous la forme:

-’S ~IJ~a) . 1

Démonstration

On peut supposer g0 = 0 , puisque gt - 03A6tg0 est une loi de sortie ayant

cette propriété.

on a: 03C6s (i.j) = 03A3 k~i s0e-qi(s-v)qik03C6v (k,j)dv + 03B4ij e-qis

alors comme g est une loi do sortie pour~. ~ on a:

gs+t(i) = 03A3 k~is0e-qi(s-v)qikgv+t(k)dv + e-qisgt(i)
d’ou: gs (i) = 03A3 k~is0e-qi(s-v)qikgv (k)dv

alors: G(i) = ~gs (i)ds = 03A3q-1iqik~gv(k)dv = AG(i)
0 ~
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comma est une martingale bornée, par un théorème de convergence de la

théorie des martingales ( c , f , àfe ya r [1 ,V-T 1 7]) , il ex i s te une foncion 03C6,
évidemment invariante, telle que:

2~(1» * G(1)
mais 

a 
+ 03C60 , OÙ la somme est sur 13S ensembles P -atomiques

invariants 5t 1> 03C60 
est un* fonction invariante qui s’annule sur les ensembles

P -atomiques invar iant s .

on a alors G(1) = + 

par l’hypothèse B , à tout point de A correspond un a

d’autre part si a ne correspond pas à un point d5 A , alors

= P~[£ , # 0

de même Ei(03C60) - 03A3 j03C6t(i,j)Ej(03C60) * Ù~ 3 ~ ~

alors si On posa Gt ( 1 ) = G( 1 > - i$§~  i , j >G  j > , on a :

~ 
. t

Gt(i) = 03A3 a~A caLt(i,a) = t003A3 a~A oals(i,a)ds
mais G(1) - £§(1,1)G(1 ) = 1 g (1)ds - 0 ÉÉj(1,j )g (j)dS

= ~0gs(i)ds - (’00 "’tt
- ( g (1)ds - ( g s + (1)ds = ) g (1)ds

d’où g (1)= id cal (1,a) ds-p.p.
~ 

mais 03A3 ls(i,a) = ls(i) qui est continus~ ~ ~ 

alors £ cal (1,a) converge uniformément sur tout intervalle compact de R+
~~~ 

~

donc 3st continue ; et alors pour tout s > c :

g (1)= (1,a)
~ À ~

l’unicité d3 la représéntation résult3 du lemme suivant

Pour tout t>O , On a T0394a~ ~ I-J
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Théorème 4.6

Pour tout existe un tel que

lim Ph~ , X a =j t xj = , 
n->~o L ~~ ~

Démonstration

Xa est ~ F’T -masurable, alors par la propriété de Markov forte:
T%t ~ ’T~
lim X 

a ..j ~ x~ = lim P~B X a - J ~ ] . et cette dernière" " 

n->~ T ~t n
exile par un théorème de convergence des martingales (cf. Meyer[1,IV-T18])
et la limite défini t une fonction (p invariante pour (x )
par le même théorème sur les martingales, on a lim B xi -= 1

noo 
L~ ~ n’i ~a

et comme x~
alors lim P [0394a, XTa+t = j|xn] = 0 , sur le complémentaire de 0394a

et évidemment LC est constante sur tout ensemble atomique invariante

on note cette constante sur A~ 
Corollaire

Pour tout ~.(a~*) est une loi de sortie pour P
et pour tout on a: P [XTa+t = jB0394a] = 03BEt(a,j) , t>0

On note 1; =. FT , et T la tribu complétée des ensembles invariants
n

On a alors la propriété suivante, dite la propriété de Markov Forte

Théorème 4.7

Soit M ~ F’T et M’ ~ F’T , on a alors:

P [M~M’|0394a] = P [M|0394a]P [M’|0394a]
Démonstration

Soit M=~ , comme ~ ~ ~~ si n~m ~ on a ?~~ ~ pour tout m~n
n ~n ~m *~m
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d’autre part 
ni

alors par la propriété de Markov forte, on a pour m > n

~. t .J = xj
mais par le propriété de Markov et la convergence des martingales de T-18 de Meyer[1]:

lim xi = lim B ~(x k~ m)] = m~~ m m~~

alors par le théorème précédent on a:

P [M. 0394a, XTa+t = j] = lim m~~03A9P [M, 0394a, XTa+t = j |xm]dP

= 03A9 lim m~~ P [M B xm]P [0394a, XT a+t = j B xm }dP

= 03A9P [M|T]03BEt(a,j)I0394adP =03BEt(a,j)P [M, 0394a]

d’où P [M, XTa+t = j|03942] = 03BEt(a,j)P [M|0394a] , t>0

et alors plus généralement pour 0t. ... t on a:

P [M, XTa+tv = jv, 1 v  n|0394a] = P [XTa+tv = jv,2vn|M,0394a,XTa+t1=j1] 03BEt1(a,j1)P [M|0394a]

= 03BEt (a,j1)
n-1 v=1

ptv
+1
-t

v
(jv,j v+1)P [M|0394a]

= P [XTa+tv = jv, 1  v  n | 0394a]P [M|0394a]
donc pour M ~ FT et M’~ FT on a: 

Ta...t v -= j . v 
l  Y n B 6. a]P [M| 6 a]

n

P~M’~] = 
et alors aussi pour M~~L" et 
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la théorème de décomposition

suivant:

Théorème 4.8

Soit Pt une solution de P’t = QPt , alors:

Pt = 03A6t - 03A3 a~A(l,(.,a)*03BE.(a,.))(t)
Démonstration

=~(i.j) ~ E~t"~ T~~~=i]

=~(i.j) + 

= 03C6t(i,j) + E t0rj(s,t|X0 -i)dLs (i,a)

mais par le théorème 2.15, on a:

r =i)dL (i,a)= ~~ .~ ’ " ’  ~ , * >
d’autre part par la propriété de Markov Forte

T~u]= 
0

donc rj (s,s+t|X0=i) = 03BEt(a,j) . pour et de nulle

mais par le théorème de Fubini, l’égalité est vérifiée pour s/ N et 

ou N e s t de nulle et N est do mesure de Lebesgue nulle.

alors 

mais ces fonctions sont continues en t sur pour de dL nulle

alors ~j(s,t~X~-i)~~~~(a,j) , pour dL (i,a)-p.t. s et t>s

ce qui nous donne: = 03C6t(i,j) + 03A3 at0 03BEt-s (a.j)l (i,a)ds
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