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DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE
STRASBOURG

Séminaire de Probabilités 1S66/67

ESPACES H SUR LES VARIETES,
ET APPLICATIONS AUX EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
SUR UNE VARIETE COMPACTE.

(par Catherine DOLEANS)

On reprend ici les méthodes données par Shmuel Agmon (Lectures on
Elliptic Boundary value Problems , Princeton, Van Nostrand 1965), pour
1'étude dans les espaces H™ des équations elliptiques. Pour simplifier, on

se place ici sur une variété compacte sans bord, et on ne considére que des
équations elliptiques d'ordre 2,

0.1 . NOTATIONS

. n P,
a) x est un point de R° de coordonnéecs Xppeoos X et |x - y, est
la distance euclidienne sur R".

a = (o./1 ey aln) » ¥ €N , estun multi-indice ; on munit 1'ensemble

des multi-indices de la relation d'ordre : "o < B" si et seulement si "G’i < Bi’

i=1, ..., n", Etl'on pose:

fa| = +...

1 +an
o al an
X =X X
1 n
o o @
D =pl, . pn
1 n



- 44 -

(Di est l'opérateur différentiel associant 4 une fonction sa dérivée dans la

direction x i).

b) Q estun ouvert de R . Cﬁ;c (Q) (resp. Ciooc (Q) ) estl'espace des fonc-

tions 3 valeurs réclles, m-fois continument différentiables (resp. indéfiniment

Q(1) _

différentiables) sur Cr? () (resp. C: (Q) ) estl'espace des fonctions

m =] o
de C].OC (Q) (resp. ClOC (Q) a4 support compact dans Q

c) La notation Ql cc QZ signifie : Ql et QZ sont des ouverts de R", ﬁl est
compact et ﬁl CQZ .

. REGULARISEES D'UNE FONCTION INTEGRABLE.

Q est un ouvert de (R" , u une fonction intégrable sur tout ouvert borné de

Q ; on désigne par j(x) une fonction de C: (IR™ nulle hors de la boule unité

de R"™ , satisfaisant 3 I[Rn j(x) dx =1 , etpar j_ (x) les fonctions

j( : ). On a facilement les résultats suivants :

Je (%) = X

-t - . ® n
l.- J.u=j, ¥ u—ern Je (x-y) uly) dy est dans Cloc((R)

( u est prolongée par zéro hors de ),
2.- Si u estia support compact K, J, u esta supportdans K+ supp(je).

3.- Si uc¢€ LZ(Q), Jou-u dans L2 Q) .
€50

(1) C{gc (Q) est plus habituellement noté c™ (Q) . Nous préférons employer la
notation Cfgc (Q) pour montrer que l'appartenance a cct espace est une pro-

priété locale.
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0. 3 .PARTITION DE L'UNITE SUBORDONNEE A UN RECOUVREMENT LOCALEMENT

1.

1.

FINI.

Soit ( @/i)iEI un recouvrement ouvert, localement fini, d'un ouvert Q de

R"” ; on suppose que chaque ouvert 6i est relativement compact dans (2,

[~}
Il existe alors une partition de 1'untté de classe C subordonnée au recouvre-

ment ( B’i)

i€ c'est a4 dire, une famille de fonctions (ai) {€1 telles que
<
1) 0sa;s1, a €C_(0)

2) I ai(x)=1 x € 0
igl

Remarque : Siles 9’1 nc sont pas relativement compacts dans Q , on peut

seulement affirmer que les supports des a, (dans Q) sont dans 9’1 .

On trouvera une démonstration de ce résultat dans L. Schwartz,

Théorie des distributions, T. I, pages 22 et 23,

. ESPACES H™ ().

m
n - loc m
de R ; on montre que Cloc (2) est dense dans H (Q) , puis on étudie la

On définit ici les espaces g™ (Q) et H (Q), ou Q estun ouvert

régularité des fonctions de H?c])c (Q) . On termine par le théoréme de Rellich
(compacité de 1'injection de H™ (Q) dans pm- (Q) ) dont on ne démontre qu'une
variante plus faible. Le paragraphe (1.4) est d'ordre technique et nous ser-
vira dans 1'étude de la régularité des solutions de certaines équations différen-

tielles.

ESPACES H™ (Q) ET H™

loc (@

Q  désigne toujours un ouvert de R" .
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Définitions . -
a) Une fonction uELZ(Q) appartient a H™(Q) (m€ IN) si et seulement
. s g o . . .
si, pour tout @ , IQ’I <m, les dérivées Du de u au sens des distributions

sont elles-mémes des fonctions de LZ(Q) .

b) Une fonction u apparuent a I-I (Q) si et seulement si @u€H (Q)
pour toute fonction ¢ de C Q) .
Remarque : H;Z’c (Q) est aussi évidemment l'ensemble des fonctions u
telles que u€H™ (Q)) pour tout O CCQ,

Théoréme 1,- H™ (Q) estun espace vectoriel sur (R , et le produit hilbertien

(u, v) = z D% . p%v dx
m, fQ 'a,Sm

fait de H™(Q wun espace de Hilbert,.

Démonstration Nous montrerons seulement que H () est complet :

si iu } est une suite de CuUChY dans H (O) les suites {Dauk} sont des

suites de Cauchy dans L (Q) (Ia’l soient u, leurs limites dans LZ(Q) .
La relation
o o ©
J'Qch u d (1) f u D¢ dx chECC(Q)

passe alors & la limite quand k tend vers + ® | ce qui montre que :

u, = p%u , u est dans Hm(Q) et u -~ u dans H™ (Q).

Notations : On notera

ol o = (2 T 19020 b
1
e A i

L. © m m
Théoréme 2. - Cloc (Q) NH (Q) est dense dans H (Q) .
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D_érpg:x_s_tzg.t_i_oy_ Considérons un recouvrement dénombrable, localement fini
-de- (0 par des ouverts Un relativement compacts dans Q ., On peut alors
construire un recouvrement ouvert (Vn) de Q , tel que VnCCUn , et
une partition de 1'unité (an) de classe Cm , subordonnée a (Vn) ; posons si
w€H™TQ) , u =a u; les fonctions u_ sont dans ET (R eta support

dans Vn , on peut alors choisir des € tels que

vV, *supp (j, )ECU

n
et
| . | €
o ~Jg *u_ I:m,Qs—zn (¢ >0)

(en effet u ~estdans H™(®R™) donc p? (jn * un) = jn * Daun , et la proprié-
té 3 de (0.2) donne

o
”Dau -jo* Du_ |l —>0).
n il n L2 @™ 1-0
La fonction v=2 j. % u  estalors dans C;OOC (@ NH™(Q) etona

looul_ ge . "

s

Remargues :

1) Si la fonction u est & support compact dans Q , la fonction v cons-
truite ci-dessus est dans Ct (Q) . Toute foncti;’)n de H™ () i support com-
pact dans 2 est donc limite de fonctions de C c( Q) . Mais CC (Q) n'est pasdense
dans H™(Q), sa fermecture H?(Q) cst 1'espace des fonctions nulles ainsi que ses déri-

jusqu'a l'ordre m sur le bord de Q (sil'ouvert Q est asscz régulier).

2) Sil'ouvert 02 a une frontidre de classe C° on pcut montrer que les

restrictions 3 Q@ des fonctions de C: (iR™) sont denses dans Hm(Q) .

Nous énongons maintenant deux conséquences immédiates du théo-

réme 2.

Théoréme 3.- (Regle de Leibniz) . Si u€ H™(Q) , et si VECI: Q) (c.a.d. v
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m - . .
est dans Cloc (), etses dérivées jusqu'a l'ordre m sont bornées dans

Q), alors:

1) uve€ Hm(Q)

2)p¥ (uv)= = (g)DBu p Py

Bsa

Ce résultat est immédiat si u€ CO;OC Q) N Hm(Q) et on achéve la dé-

monstration en utilisant le théoréme 2,

Théoréme 4 : (invariance des espaces le:c par difféomorphismes). Ql et QZ

désignent deux ouverts de R", on suppose qu'il existe un difféomorphisme ©

de classe Cca de Ql sur QZ , alors

m P w m
1) fEHloc (QZ) est équivalent & fo Q€ Hioe (Q,)

1

z) si Ql' CCQI et Q'Z =@ Q'l ) , il existe une constante €¢ ne

dépendant que de (Q "L @) telle que

|i10(9 lL’n Q,l <c “f” m’Q'z pour tout f€Hm(Q'2) .

Démonstration Il est immédiat qu'il existe une constante ¢ telle que

),

“foCPH m’Q'l sc |l m. O pour tout fGCT:)C (Q.2

2

on achéve la démonstration en utilisant le théoréme 2.

. REGULARITE DES FONCTIONS DE le:c Q).

Théoréme 5 : Supposons m > -132— , etsoit j=m - [%] -1 le plus grand en-
. : oz n m Jj
tier majoré par m- —, alors Hloc (Q) est contenu dans Cloc (Q)

2
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Démonstration Il suffit de montrer que H™(R"™) est contenu dans Cioc(CRn)'

si Q estun ouvertde R etsi u est dans H?;C (), pu est dans

m (fRn) donc dans Cioc ((Rn) pour tout @€ C°C° (Q), et donc u€ecd Q).

loc
T .m, . n

Nous commengons par donner une caractérisationde H (R") :

Soit u€ LZ(CRn) et @ sa transforméc de Fourier ; la fonction u appartient

a HM(R™) si et sculement si on a J‘ n(1 + |§|2 )y lﬁ(§)|2 d€<+o ; etles
m

normes u - Hu“ RD et u- J (1+]c¢ Iz)m |ﬁ(§)l2 d € sont équivalentes.
En effet, soit u une fonction JR L2 (RD®) , u est en particulier une distri-
bution temp/é;ree, et ses dérivées DU ont pour transformées de Fourier les
fonctions Du = ga 4 . La relation f ( 1+ | §|2)m |~|(g)l2 d€< +« est
P
o

donc équivalente & D u€ L (CR )(VO' |a/| < m), c'est dadire D YueL (R )

(Ya, |a/| S m); etles deux normes considérées sont évidemment équivalentcs

sur H" (R™) .

Considérons maintenant une fonction u appartenanté g™ (CR ) et

soit j = -[—]-120 la foncti ¥ a(§ = (1+§2) /2 a(§)
a fonction l+|§| ) l I u

cst dans L (CR ) pour tout o, IG'I < j etla transformation de Fourier inverse

donne pour Da{1
Dux) = (2 M) [l 5> Ta(gac, |of <j;
)

u ecst donc dans le (R
oc
c.q.f.d.

1. 3. THEOREMES DE RELLICH

Le théoréme de Rellich proprement dit est le théoréme suivant relatif
a l'injection de H™ (@) dans H™ ().
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3 pd =N 0
Théoréme 6. - Soit  un ouvert borné dont la frontiére est de classe C .

Alors l'injection de H™ (Q) dans Hm'l(Q) est compacte (on suppose m =1),

Nous nous contenterons d'une variante plus faible et beaucoup plus

facile 4 démontrer :

Théordme 7. - Soit Q un ouvert borné, et Hg (Q) la fermeture de C: Q)

dans Hm(Q) ; l'injection de H;n (Q) dans H:n'l (Q) est compacte (m =1) .,

Démonstration : Plongeons l'ouvert Q dans un cube Q que l'on supposera

- s e e .-

dtre d'ar@te unité (QCCQ), Toute fonction u de COZ (Q) se prolonge en une

(=]
fonction de C _ (Q) (en prenant u = o sur Q\Q) puis en une fonction pério-

i >
dique de période 1. Si I bg e2TT1 <% 8 est le développement de u

n
. . € 2z
en série de Fourier, onga :

I lDauIZ dx:j 'Daulzdx=(2n)2|a’|z|bg'2 gzaf
Q Q

g
et
2 - 2| - 2 2« o
hll%, o = la2|Sm (2m) Lglbgl 8 (uec? (@),
1/2
Les normes ”uHm q et “uh?n = [ Ibo , ,O|Z+§§ n lbglz |§|2m]
’ /4

[s]
sont donc équivalentes sur C (Q) .

Prenons maintenant une suite bornée (uJ.) dans Hrcl;1 () , et montrons

que l'on peut extraire de cette suite une sous-suite convergente dans

H;n'l Q) . C: (Q) étant dense dans H? (Q) , on peut toujours se ramener au
[=<]
cas ou les uj sont dans C c (Q) ; soient (bj §) Ec zn les cocfficients de la série ¢

de Fourier associée a uj . Pour chaque &, la suite (bj §) est bornée

jEWN
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(car sup ”uJ” ﬁ < A<+ ®) , et on peut par un procédé de diagonalisation

extraire une sous-suite notée encore (bj §) telle que pout tout £ la suite

(bj §) jem converge. On a alors pout tout r
2
# - 2 = 2 2m-2
”ui'uj”m-l - le’ o~ bi,o' +I€iSr IbJ ;"bigl Igl

2 2m-2
+ z . _-b.
|§l>rlb‘]g e 1718l

ou le premier terme tend vers o lorsque i et j tendent vers o, etle second

< z 1 2 7 2
terme est majoré par 2 [ ”uJHZ‘;’e1 + Hulnﬁ’:1 ] < _2;%_

.m-1

Et la suite (uj) est une suite de Cauchy dans ho (Q) , donc une suite conver-

gente,
c.q.f.d.

1. 4. INEGALITES RELATIVES AUX DIFFERENCES FINIES, CONSECUENCES.
(Méthode de Niremberg)

Ce qui suit prépare 1'étude de la régularité des solutions des équa-

tions différenticlles (voir le paragraphe (3.4.) ).

Soit e un vecteur unitaire, et h un nombre réecl., Si uGL2 () on

pose o).t
u(x+h e)-e(x) pour tout x tel que d(x, C Q)>h.
h

e,h

. =2 . . s 2 . .
Si e; est le vecteur unitaire dirigé dans la direction des X, , on note

éiu‘—"é u
h gi,h

Lemme 1 : Soient u€H"(Q (m=1) et Q' un ouvert (Q'CC Q) , on a alors pour
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tout h<d @', CQ)

"6;1 u ”m_l’QIS ”unm’g i=1 100y 1N

Démonstration : Il suffit de montrer cette inégalité pour les fonctions

u€ C% (Q) NH™ (Q) .

1) Commengons par les fonctions d 'une seule variable :
soit fGCl (Ja, b +h[ ), onapour x€7Ja,bl

f(xth) - £(x) =[50

£'(€) d §

| fctb) - £ |2 s 0 5P [1(g) Pas

et
[P lserh) - £ [Zaxsh [ 2 ax X |p(g)|Pa g =

R[22 ag|o@P [Saxm [B at o |2 J’g_h axth [ PP agleng) [2[D ax

=n [P |p(e) |2as

2) Plagons nous maintenant dans (Rn, on a pour tout « , IQIS m-1

h h

f Ip%6 ul?ax= [ |6} D*ul?axsf IDiD"’ul‘2 dx
0 (oM Q

et donc “61}1 ul| m-1,Q' © “\lllm’g .
c.q.f.d.

Lemme 2 : Soit Q un ouvert de R™ et {uk} une suite bornée de fonctions
de Hm(Q) . Si u est valeur d'adhérence faible de {uk} dans LZ(Q) u est
dans Hm(ﬂ) , et pour tout o, IO’I S m, Dau est limite faible dans

L2 () des Do{lk. ({uki} désigne une sous suite de {uk} convergent faible-

ment vers u dans L2 Q) ).
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Démonstration : Soit ¢ un multi indice satisfaisant a IOII < m, la suite

DO[uk est bornée dans L (Q) et admet donc une valeur d'adhérence faible
u, - 11 est alors immédiat que u, = D u, ce qui achéve la démonstration du
lemme.

Théoréme 8. - Soit Q un ouvert de R, si uGHm(Q) et s'il existe une cons-

tante C telle que pour tout Q', Q'©CQ on ait Hé u ‘| Q < C pour h assez

petiteti=1, ... ,n alors ueHm“(Q)et HDiu“mQ C i=1,...,n.

Démonstration. - Le lemme 2 assure l'existence d'une suite hk (h o) et

- e e - am - - -

de fonctions uiEHm(Q') telles que éﬁku - u, faiblement dans L (Q') i=1,...,n,

K-+

=]
On a alors pour toute fonction ¢€C c Q" .

J' u, ¢ dx = lim I 6111 u@dx = - lim fué kcpdx=-_ro'uD'icpdx

o k»+ Q' Tk k=4
la fonction u est donc dans Hm+1 (Q") pour tout ouvert Q', Q'CCQ ., On a de
plus ||Di u|| m, Q= ” u“ m, Q! < C pour tout Q'SCQ ; on a donc “Di u”m’QS C

et u est dans Hmﬂ( Q).

2. ESPACES HY' SUR UNE VARIETE COMPACTE

loc

On définit les espaces HIEC sur une variété compacte M, eton
étudie, comme dans le cas d'un ouvert Q de ERn la régularité des fonctions
de H{gc (M) et la compacité de l'injection de H (M) dans H1 m-1 (M) .

2 . 1. VARIETE DE CLASSE C

On renvoie pour la définition des variétés sans bord de classe c”
et des fonctions de classe CP sur une variété a 1'appendice dans lequel on trou-
vera aussi le théoréme d'existence de partitions de 1'unité subordonnée i un
recouvrement ouvert ; dans la suite toutes les notations employées seront

celles de 1'appendice et on supposera toujours que la variété M est compacte,
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2
. 2. ESPACE L loc (M).

Définitions :
1) Lzloc (M) estl'espace vectoriel (sur [R) des fonctions u définies
sur M et @ valeurs réelles, telles que
-1
uo¥x eLzloc (x (U) ) pour toute carte locale (U, X)
2) On munit L‘Z1 (M) de la topologic définic par les semi-normes

u- 'icp uoX ” x(U)) ou (U, x) parcourtl'ensemble des cartes locales

loc
et @ parcourt C? (U) .

On a facilement en utilisant le théoréme 4 de (1.1) avec m= o :

2 : . : -1
1) Pour que u€lL loc (M) , il suffit que la relation uoy € Lloc(x(U) )

soit satisfaite pour une famille de cartes locales dont les ouverts de définition

recouvrent M,

2) Pour définir la topologie de Lzloc(M) il suffit de considérer les

semi-normes

-1 ©
u=flouox |l , 9€C, (x(U)
LE(x(u) )

pour une famille (U, X, ¢) telle que les ensembles Qcp = {p ox # 0} recouvrent

Mo

1 Comme la variété M est supposée compacte, on a en fait
uoy € Lz(x (U) ! pour toute fonction u€ L2 (\/I) et toute carte locale (U,¥x),
de plus L2 (M) est topologiquement 1dent1que a l'espace de Hilbert Lz(M T )
oi g est une métrique Riemannienne quelconque et Tg la mesure de Radon

sur M associée ( mais il n'y a pas de norme hilbertienne privilégiée sur Li?'oc(M)
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. ESPACES H, ™ (M)

loc
Définitions :

1) On désigne par H1 (M) l'espace vectoriel (sur {R) des fonctions

2

(M) telles que, pour toute carte locale (U,X) on ait uo )% eH” (x(U) ).
loc p loc

u€ L
2) On munit H™(M) de la topologie définie par les semi-normes
- -1 N '
u-|louo “m,x(U) ou (U,x) parcourtl'ensemble des cartes locales et ¢

parcourt C?(U) .
Le théorédme 4 de (1 . 1) nous donne immeédiatement :

1) Four que ueHrlr; (M) il suffit que la relation uo xl € I-T (x(U) )
soit valable pour une famille de cartes locales dont les ouverts de def1n1t10n

recouvrent M ,

2) De m&me pour définir la topologie de H (\/I) il suffit de considé-

!

rer les semi-normes u - H\P uoX | > g€ C (U) pour une famille

m,x (U)°

(U,x, 9 telle que les ensembles Q_= {gox # o} recouvrent M.

9
On a convenu de ne considérer que les variétés M compactes,

Pour une telle variété on a u03(1€ Hm(x(U) ) pour toute carte locale (U,x)

et toute fonction uéHm (M) . D'autre part si (U ). =1,., ., K ©stunrecou-

vrement fini de M par des ouverts de définition de cartes localcs ct (coJ) =1,....k

une partltlon de 1'unité de classe C  subordonnée & (). 1,

ij= )
gie de Hloc (M) est défihie par l'une quelconque des normes équivalentes

K’ la topolo-

k 1/2
u—( Z “(cp.u)o?(l.lz )

1/2
u"('f'.. Iuo)(1 X(U))
J—

Dans la suite on emploiera, seclon lessituations, l'une ou l'autre de ces normes.
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Théoréme 9. - H?;C (M) est un espace hilbertisable et c” (M) est dense dans
l
loc (M) .
Démonstration :
1) Pour tout choix d'un recouvrement (Uj)j =1 x de M par

des ouverts de définition de cartes locales on peut définir un produit préhilbertier

k
(u, v)m M = Z (u o’)%. , Vo
M j

ol
i m, X. (U.
j J(J)

compatible avec la topologie de legc (M) . Si u ~estune suite de Cauchy

dans an
oc

et converge donc vers un élément uy € Hm(xj(Uj) ). La relation

(M) , chaque suite (uno°)%j) est de Cauchy dans Hm(xj(Uj) )

-1
X = X 0
(u o Xl ) o )(J o uo Xli (presque surcment sur xi(Ui n Uj)
passe 3 la limite et les (uj)j -1 k définissent bien un él ément de H (”)

qui est la limite de la suite u_ dans H (M) Toutefois Hloc (M) n est pas

un espace de Hilbert car il ne posséde pas de produit hilbertien intrinséque.

2) Soient uéﬂnlnoc (M) et uj = (cpj u) 03(1j , 71 ,...,k ((CP.) est une

partition de 1'unité subordonnée aux (Uj)) P est a support compgct dans

xj(Uj) et donc approchable par des fonctions v n (X (U ))
( “u -V ” —>0); V. se transporte sur M en une fonction

j,n m, (U-) n = +o ,
J XJ j K J

v'j ne C: (Uj) et la suite A 21 v'j n tend vers u dans Hrlr;C(M) .
? j: 9

c.q.f.d.

[oe}
Théoréme 10.- Si M est une variété compacte de classe C , de dimension n,

si m estun entier > etsi j=m-[—]-1, ona Ho (M) € ¢ (M),
2 oc loc

Ce théoréme se déduit immédiatement du théoréme analogue démoniré

pour un ouvert Q de Rr"
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Théoréme 11. - L'injection de H (M) dans H l(M) est compacte,

Démonstration : Soit B un ensemble borné de H (M) et B {(9, u)o?(lj ;

P e e e e

u€B } j=1,..., k (les triplets ( U , XJ ‘P .) sont choisis comme dans
(2. 3)). Chaque ensemble B est un sous ensemble borné de H (xJ(UJ) ) et
est donc relativement compact dans H (X (U )) . Les ensembles

B'J = {cpJ u, u€ B} sont alors relatlvement compact dans Hloc (M), ainsi

que ) !
B BY +...+ By

c.q.f.d.

3. EQUATION DIFFERENTIELLE ELLIPTIQUE D'ORDRE 2 SUR UNE VARIETE

COMPACTE.

On définit une classec d'opérateurs différentiels linéaires elliptiques
d'ordre 2 sur une variété (opérateurs de type (A) ) et on étudie 1'équation dif-
férentielle

Pu=f{

ol P estun opérateur de type (A) , f une fonction donnée de L%oc (M) et

u une fonction inconnue de Hloc (M) .

3. 1.LOPERATEURS DIFFERENTIELS LINEAIRES SUR UNE VARIETE.

Définitions :
1) Un opérateur différentiel linéaire d'ordre £ sur un ouvert 0
de R™ estun opérateur
P(x,D)= £ a,(x) D%
|a|<t @
ou les ay (x) sont des fonctions a valeurs réelles définies sur Q , mesurables

et bornées.
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2) On appellera ici opérateur différentiel linéaire d'ordre £ sur
we variété M une application linéaire de Hfoc (M) dans Lzloc (M), telle
que pour toute carte locale ( U, X) de M il existe un opérateur différentiel
dlordre £ P'sur U tel que

Pu(x) =P (uoX ) (x(x)) svr U

3. 2. PARTIE PRINCIPALE D'UN OPERATEUR D'ORDRE £ ; OPERATEURS
ELLIPTIQUES

Nous introduisons la partie principale d'un opérateur, qui rend

intrinséque la notion de terme de plus haut degré.

Théoréme 12.- Si P est un opérateur différentiel d'ordre £ 21 sur M,

il existe un champ de £ - tenscurs contravariants symétriques T et un

seul tel que, Vu€C§oc (M) et VVECz c (M) 1la fonction

lo
- v(x) o v 2
(%) e Plue ) (x)-a u(x) ﬂx(dxv,...,dxv)
soit un polyndme de degré £-1 . T s'appelle la partie principale de 1'opérateur

P . Pour que T soit nulle, il faut et il suffit que P soit d'ordre £-1.

Démonstration : Nous ne démontrons ce théoréme que dans le cas particulier
ou £ =2 ., Considérons donc un opérateur différentiel linéaire P d'ordre 2
sur la variété M ., Si (U,x) est unc carte locale de M, nous écrirons tou-
jours les coefficients de P (relativement i (U, X)) sous la forme "avec ré-
pétition et symétrie'" en posant
n i a2 u n

Pu= L aVY — * X

i,j=1 % ax'axt i=

du

i 2
X aX % + au ueHloc (M) x€U

2 (x) = aff () =2 PL & -x* () 00X (x))] (x) 1si, jon
- 2
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a;ud=p[ui-ﬁ(mj(m 1<i<n.
a(x=) = P 1 (x)

On vérifie facilement que, si (U, X) est une autre carte locale

de M, etsi x€UNTU, ona

n .. ~k Al
M=z ol 25 (02X (w 1<k f<n
X i,j=1 X d X 3 xJ

Donc si @ et B sont deux éléments de Ti (M) (x€U), la quantité
n * e

2 ad(x) @B, (od @ =<a, (——) 5, B =<8, (
. i7j i i 'x j

1, J"l o X

sont les composantes de @ et B relativement i la carte locale (U, X))

axj)x >

est indépendante de la carte locale (U,X) au voisinage de x . Il existe donc
un champ de 2 - tenseurs contravariants symétriques T sur M dont

les composantes par rapport & la carte locale (U,X) sont les coefficients
ij
X

a
m(d_x',dx X)) = aV (x) ,1si,jsn, x€U,
X X X

Une simple vérification montre que T satisfait 4 la relation (¥) , et que
tout champ T satisfaisant i (%) satisfait aussi a :

-2 g-ih vix) P(uen V) (x)

.

i = 13 -
ulx) ™o d_v,..., d V) lim A
A +o
A>o0
D'ou l'unicité de T . Il est enfin clair que T = o si et seulement si P est

d'ordre 1.

Définit ions
1) Un opérateur du second ordre P sur la variété M est dit

elliptique si sa partie principale T vérifie

m(e,0>0  Yx€m, Veerr (M), wio
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)(1)

2) On appellera ici opérateur de type (A , tout opérateur P

donné sous la forme

= A €H
Pu . u+t <du,X> cu u loc (M)

. . . 1
ou g estune métrique Riemanniennc de classe C°, X un champ de vecteur
1 .
de classe C”, et c une fonction mesurable bornée sur M , Tout opérateur

de type (A) est elliptique (voir la forme de Ag en (4. 12) appendice).

On se propose d'étudier le probléme suivant

(1) Soit P un opérateur de type (A) , et f unc fonction donnée de
leoc (M) , existe-t-il une fonction u€H (M) telle que

Pu:Agu+<du, X>tcu=f{

et cette solution est-elle unique ?

Nous allons poser ce probléme d'une maniére différente :
P P

3. 3 .FORME BILINEAIRE ASSOCIEE A L'OPERATEUR P

Considérons pour u¢t H (’VI) et veE C1 (M) l'expression

a(u, v) = -f _Pu. vd 'rg = . f (Ag u+<du, X>+ cu)vd Tg
M M

-J.M g(gradg u, grad v) d 'T fM(<du, X>+cu)vd Tg

Sous cette derniére forme a (u,v) se prolonge en une forme bilinéaire sur

(M) X H1 (M) Et pour une fonction u€n? (M) les relations
loc

(v

(A) Parce que de tels opérateurs admettent un opérateur adjoint pour
*
le produit uvd T, Pu=4 u-4du,X>+ (c -div X)u
P I g g ( g
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"Pu=f" et "a(u,v) = (f, v) VVGHIIOC (M)" sont équivalentes. Considérons

le probléme suivant :

(2) Etant donné une fonction f€ Lzloc (M) existe-t-il une fonction
1 _ 1
ueHloc (M) telle que af(u,v) = (f, v) vveHloc (M)

Si nous montrons que toute solution u de (2) est en réalité dans

2
Hloc
ce que nous ferons au paragraphe (3.4).

(M) , nous saurons que les problémes (1) et (2) sont équivalents. C'est

Voici maintenaht une remarque qui nous servira en (3,4) et (3.5) :

Si (U, X) est une carte locale de M, il existe, puisque g est une métrique
Riemannienne de classe Cl , et que M est compacte, une constante KU >0

telle que 1l'on ait

2

loc(M)

n [
g (grad gu, gradg u) 2 Ky 21 (—ui——)z p.p. sur U, u€H
i= v X

Et si (Uj)j___1 x est le recouvrement ouvert de M considéré en (2. 6)
on a :

k
jM g(gradg u, gr.adg u) d 'rg 2 K (.E

12
X~ 1, x. (U.
1 luo 5 121 % W)

1

ou K est mne constante > o .

REGULARITE DES SOLUTICNS DU PROBLEME (2)

1
loc
associée comme en (3. 3) 4 un opérateur de type (A). Si une fonction

ug € Hio

Théoréme 12, - Soit a (u,v) la forme bilinéaire sur Hlloc (M) X K (M)

c (M) vérifie 1'équation
a(ug, v) = (f,v) Vv€ Hlloc (M) (f est une fonction donnée dec Lzloc (M))

2
alors u, estdans Hloc (M).



-62 -

d'étudier les restrictions de u, aux ouverts U dc définition des cartes

locales et de montrer que

-1 2
ué =u exX EHloc (x (U))

Posons Q =X (U) et considérons sur HI(Q) X HI(Q) la forme bilinéaire

.. - ,
B (u,v')= % g (x) Jg* (x1 (z)) ?—2: bV dz
i, j Q

1,

vzl v

(les fonctions gl‘] et gX ont le sens donné aun® 4,8 de l'appendice). On

a pour B les inégalités suivantes

- B(u',u') 2 K

- IB (u'o’v')l

I IU<du°, Xy>Viex d Tg+f

n

oi D est unc constante dépendant de g,X,c, f, U et “u “

o'l,M;

u'o soit dans leoc (Q) résulte alors du théoréme suivant .

Théordme 13.- Soit £ un ouvert de R™ et

n .. R
Buv)=z [al 28 2V

. T dx
i,j=1 Q v x d xJ

une forme bilinéaire sur H1 (€2) X HI(Q) . On suppose

1) il existe des constantes E et ) (E > o) telles que

U lullzl o) VU'EHI(Q)

§)

Dlvilo, @ ,Vvre c: Q)

l IU g(gradg u, gradg viex)d 'rgl

(ctf)uviex d Tg )

le fait que

|B(u,w)| 2 E Hu”“i q-A Hu”zo Q (Inégalité de Garding)
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2) Les coefficients a' sont de classe Cl dans Q

Alors, si une fonctmn ug €EH (&2) satisfait a IB(u v)‘ <D “v“

pour tout v € C (Q) (D est une constante) elle est dans H2 (Q)

Démonstration :
1) Considérons deux ouverts Q' et Q" de Q tels que Q' Q"CCQ,
et une fonction @€ c” (Q) égale a 1 dans Q' eta zéro hors de Q" ; on

veut montrer que u_ EHZ (Q) ou encore que Pu EH . D'apres le

loc
théoréme 7 de (1. 4) , il suffit de monirer que les fonctions 5 (upu )
(£=1,...,n) sontpour h assez petit dans H (P) et que les qu<.nt1tes

néﬁ (¢ uo) “ 1.q sont uniformément bornées en h .

2) Dans la suite de cette démonstration 1'indice £ scra fixe, et on
2
poscra, pour h< d(2',(Q) u = 6 h (o uo) . L'expression ' ste'" désignera
une constante quelconque ne dépendant que de Q,Q', o, al‘], et qui pourra

varier d'une ligne & 1'autre,

Pour tout v € Ci (Q) ona

n .
B(v, uh)= T _f alji‘-'-i- éﬁ (m‘?-)—) dz
i,j=1 Q dz Bz
n ..
= T 1 a"i[ h(cp-a—up-)+6i(——a—cp—.u°)]dz
i,j=1 Q 9z 3z d 2

n ..
-z [ 2 h(a”cp——-) dz+ T [ —ﬁ"-uo) a”-a—"i dz
i,j=1'0 22! i,j=1"Q d 23 dz

du

n dv
-7 f _ (z+he)
j Sz

) (z+he.) éﬁ (al‘]) dz
ij=1 "0 i

0z

Toutes les intégrations ont en réalité lieu dans un voisinage Q'f}

d'ordre h de Q' ; choisissons un ho > o tel que Q'Z'h ccQ, l'on a :
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.. u ) .. du
[ a"i af (a¥ o —2)dz= - 6h(a"i)a13cp 2 dz
Q 9z d I Q - 2 d z
..9ou .. Ou
= J et w22 G2 L] 2 (gt vl —2 4
Q - 3t d 2 Q 2zt - d 2J

Comme les fonctions a” sont dans CI(Q), les fonctions a¥ (z), et
6'2 a' (z) sont uniformément bornées en z eten h pour z€Q!

h et
h< h0 , ce qui entraine les inégalités suivantes : ©
DT ef Q) o2 an freste vl o llsy (22 w)ll, o
0 h 3 © 21 1,Q hazj o o,Qh
<cste |l VHI,Q ”uonl,Q (d'aprés le lemme 2
de (1.4)).
ov auo £, ij
2) | fQ-a—z-l ?®z+the,) - (z+he)d (a7)dz | <cste Ilv“l;Q“uoul,Q

£ Bcp 1_] [e] £ |
3) | fQ 6_h (v) 8zi a S zj dz |scste || éhv“o,u"“ uohl,Q

scstellvll, ol I
et finalement on obtient :

4
1B (voupl=IBlo 87 v, u) |+ este llvll, o flu ) o

< cste ”V“l q(D+ ! Y “1 ol

3) La fonction uy nulle hors d'un compact de Q est limite dans
HI(Q) de fonctions de C: (Q) (voir la remarque suivant le théorédme 2 de

(1.1) ), l'inégalité ci-dessus est donc encore valable pour v = u, . Et
l'on a :

E | uhHlZ’Q -\ ”uh“i,Q < iB(uh, uh) | < cste (D + ||u0 Hl,Q) I uhnl’Q
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ou encore :

E ”uhHZI’Q < cste (D+ HuOHI’Q) ”uh ”1,Q+ A ”uh”LQ”uh“o’Q

< cote (0 +lha o +3 g o) Tyl

< cste (D + ”uo!l‘l,Q) “uhHI,Q

! -

(car ” uhiO,Q = “uh”o’Ql s Iluolll’Q )

et donc
Huh”l,ﬂs cste (D + Huo ” 1,0 )
c.q.f.d.

. EXISTENCE DES SOLUTIONS POUR LE PROBLEME (2)

Nous commengons par un théoréme élémentaire,

Théoréme 14. - (Théoréme de Lax Milgram) Soit H un espace de Hilbert

et a(u,v) une forme bilinéaire continue sur H de norme M telle que
| alu, u) | 2a/“u“2 (@ > o) YueH
Il existc alors un opérateur continu A unique de E sur H tel que
alAu, v) = <u,v> A4 u,v € H

Démonstration : Pour tout u € H, il existe un élément A'u unique tel que

alu, v) = <A'u, v>; l'application u ~ A'u est linéaire et de norme plus petite

que M (|lcAa'y,vol = 'a(u, v)| =M Huliiiv”) Elle est de plus injcctive

e “u“z < |a(u, u)l =M ”A'u“ . ”u”) . A' est donc une bijection continue
de H sur A' (H). Soit A l'application inverse de A' sur A'(H). On a
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si WEAH) et u=Aw

o Hu“z SI (u,w) | = <A w,u>| =<w, u>< lwll Il .
A cst donc continue de norme = —é— et se prolonge en une application
continue de A' (H) sur H . Mais H=A' (H) (car <A'u,v>=o Yu€H =
o [Vl |<ary, v =
c.q.f.d.

Théoréme 14, - Considérons sur une variété M compacte un opérateur

différentiel elliptique P de type (A)
Pu = A8 ut<gdu, X> + cu

On suppose qu’il existe une constantc Ay, >o telle que L div X-c>L, >o0.
Alors pour toute fonction fGI_1 (M) l'equatlon Pu=f a’une et une seule

solution uEle (M) .
oc

Démonstration : La forme bilinéaire a (u,v) définie sur Hlloc (M) en

- - .- .- - -

(3. 3) satisfait évidemment a la condition

la (u,v) | s cste “uul’ M "vul v
On a d'autre part
a(u, u) =j glgrad u, grad u)dr -I ucdu, X>d 'r f culd T
M & g & “m g

I glgrad u, grad u)d T --—I <du Xsd T -I cuzd T
g g gy g

2 M

rad u, red ud 7 + (—-le X -c¢) d T
I ele gu & g I\/f 2 g cu g

(utiliser la relation divg (u2 X) =<X, du2 >+ u2 divg X)
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et

k k
-1 2 -1 12 2
a(U,U)ZK Z Iu°x.| __)\_9. 2 Iuox. Za”u”
j=1 ) TR ib, %, (u)) 1, M

(K>0eta>0)
Et il suffit d'utiliser le théoréme de Lax Milgram pour conclure.

3. 6 .INDICE D'UN OPERATEUR DIFFERENTIEL DE TYPE (A)

Définitions; Soit E et F deux espaces vectoriels sur R, et A une
application linéaire de E dans F ; l'opérateur A admet un indice si

Ker A et Coker A sont de dimensions finies ; 1l'indice de A est alors

i(A) = dim Ker A - dim Coker A .

Propriété :(1) Soient E ct F deux espaces de Banach, si A est un opé-

rateur & indice, et J un opérateur compactde E dans F, A+ J est

un opérateur i indice ect (A +J)=1(A).
On a alors pour les opérateurs différentiels de type (A) le théoréme suivant:

Théoréme 15, - Tout opérateur différentiel de type (A) est un opérateur

2
loc (M) dans

4 indice, et son indice est nul, (en tant qu'application de H
2 .
LIy (M),

Démonstration : On peut toujours trouver une constante \ telle que 1'opé-

""""""" @)

rateur P -\ I satisfasse aux hypothéses du théoréme 14, et donc telle que

(1) On trouvera la démonstration, par exemple dans l'exposé n° 12 du

Séminaire Henri Cartan, Ecole Normalc Supérieure, 16° annéc 1963/64.

(2) I estl'injection canonique de H® (M) dans L2 (») .
loc loc
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P - )2 I soit une bijection de H® (M) sur L (M) . L'opérateur I

étant compactona i(P)=o . loc loc

Tout opérateur de type (A) injectif (resp. surjectif ) de 2 (M) dans

L2 (M) ecst donc bijectif . loc
loc

Remarque :
1) Soit o<A < 1, et Cp,k (M) les espaces de fonctions hdldé-

riennes sur M ., Un opérateur P de type (A) est dit de classe c??
s'il applique,CZ’)\ (M) dans co A (M) .

2) On peut établir que si P est un opérateur de type (A) et de

A o, A

classe C%" son indice par rapport aux espaces CZ’A et C est nul.

De plus si M est connexe et si C =Pl est <o, et strictement négative en

A a,A

un point xoE M, P est une bijection de CZ’ sur C

3) Considérons donc une variété M connexe, compacte ct P

un opérateur de type (A) . De la relation

2

loc (M)

IPu.vd 'rg=ju. Py d Tg VuvE€EH
on déduit facilement que si P et P’k sont de classe C%'} etsi P 1<o
z {M) sur Lfoc (M) (on

% loc 2.
établit d'abord que P est une injection donc unec bijection de C“’

et < o en un point, P cst une bijection de H
dans
o, . . e 12 - 2

C puis que P cst unc injection de hloc (M) dans Lloc (M) ).

Le résultat obtenu au théoréme 14 est donc loin d'étre satisfaisant,
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APPENDICE

On rappelle ici certaines notions fondamentales sur les variétés,

1.VARIETES DE CLASSE C

Soit M un espace topologique séparé ; une carte locale de variété
de dimension n est un couple (U, X) oi U estun ouvertde M et X
un homéomorphisme de U sur un ouvert de ®R" . Pour chaque x€U on

note par (x'(x) )i=1 n les coordonnées de X(x) dans R" .

D
Un atlas de variété de classe C et de dimension n sur M, est

un ensemble ( de cartes locales sur M tel que :

a) les cartes locales de OL recouvrent M,

b) pour tout couple (U,x), ({J,)Z) d'éléments de OG tels que
UNT #¢ 1'application X o')'(l de x(UNU) sur x(UNT) estun
c”- difféomorphisme,

14 e} [=¢]
Deux atlas L et OC de classe C sur M sontdits C - équivalents
/ o ©
si O U (X est un z2tlas de classe C sur M . Un atlas de classe C  sur

(<] (-~
M est dit complet s'il contient tout atlas de classe C qui lui est C - équi-

valent,

()
Une variété de classe C et de dimension n est un couple (M) o)

ol M est un espace topologique & base dénombrable d'ouverts et O un atlas

[>=3
complet de classe C sur M.

4, 2, ESPACES Cfoc (M) (ou encore CP(M) )

On désigne par Cfoc (M) (ou CP(M)) 1'espace vectoriel (sur R)

des fonctions f & valeurs réelles, définies sur M et telles que pour toute

carte locale (U,x) de M on ait



- 70 -
-1 - 1
fex ecCP __ ) )W
Pour qu'une fonction f appartienne 3 Cploc (M) il suffit que cette

relation ait lieu pour un ensemble de cartes locales dont les ouverts recouvrent

M.

4. 3, PARTITICN DE L' UNITE SUR LA VARIETE M.

Soit (R un recouvrement localement fini de M par des ensembles

ouverts. Il existe une famille (¢..) de fonctions de C (M) telles que:
v'ueR q

(i) pour chaque UE€ R Py est positive, et nulle en dehors d'un sous

ensemble fermé de M contenu dans U,
(ii) X ¢ (x) =1 pour tout x€M ,
ve®R Y

La famille (ch) est appelée partition de 1'unité sur M subordonnée

au recouvrement (R .

Si la variété M est un espace compact la condition (i) entraine
=)
€
Py SC. (U) .

4 . 4. ESPACES TANGENTS A M,

On dénigne, pour chaque x€M , par G, (M) 1l'espace vectoriel sur
®R des germes de fonctions numériqgues de classe Cl au voisinage de x;
l'espace tangent TX(M) a la variété M au point x est leasfous-espace du
(x) (f€G_ (M) ),

ol i=1,.,.,n etod (U,x) décritl'ensemble des cartesa Xi locales de M

dual (algébrique) de Gx(M) engendré par les formes -

au voisinage de x (x€U) . L'espace vectoriel TX(M) est de dimension n
(sur R) , et, pour chaque carte locale (U,x) de M au voisinage de x(x€U) ,

les formes linézires 3 f
f""-g—x-l—(x) (lﬁisn)

On devrait écrire fU ° )'(1 , ou fU est la restrictionde f a U

(1)
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. , ) .
constituent une base de TX (M) ; ces formes sont notées (——-1.-)-x, l<sis<n,
o X
Tout élément § de T, (M) peut donc @tre exprimé de fagon unique sous le

forme
i df
f-€fs T & —— (x)
i=1 3 x?!

(les gl (1<i<n) sontles composantes de £ relativement d la carte locale
P

(U, % ).
L'espace vectoriel T::(M) , dual de l'espace T_(M) est appelé
l'espace cotangent en x 3 M ; on désigne par (dx Xi) l1<i<n la base duale

de (—23 1<is<n
dx. *

. DIFFERENTIELLE .

Soit f une fonction dans ct (M) , on appelle différentielle de f
en x, la forme linéaire sur T (M) suivante :
n
af=3 (25 a x.

X i=1 axl X X 1

On montre facilement que cette définition ne dépend pas de la carte locale

choisie et qu'elle s'étend 2 Hlloc (M) .

. CHAMPF DE VECTEUR,

Un champ de vecteur X sur M estune famille (X_) ¢, o Xxe T (M)

pour chaque x€M .

Le champ de vecteur X est dit de classe CP( o< p<s<®) sises com-
posantes i i
XHx) = [dx X ,}xx]

par rapport i toutes les cartes locales (U,x) de classe Cm , sont de classe
cP.
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4. 7. UN CHAMP DE r TENSEURS COVARIANT (resp. COCNTRAVARIANT)

sur M est une famille = ( D’ ) XEM ol pour chaque x€M J est une
forme r - linéaire sur [T (M)]r (resp. [T (M) J¥). Les composantes
du r-tenseurs 0 par rapport ad la carte locale (U,x) de ™M sont les fonc-

tions numériques (définies sur U)

d
o '(9’( =ty ) si O est covariant
L...,i ax'l 3%

et

1,.-.,i i
o =0 (ax!

, ,dx T) si U est contravariant,

Le r - tenseur O est de classe CP si pour toute carte locale (U, X)

de M les composantes de € sont des fonctions de CP(U) .

4, 8 UNE METRIQUE RIEMANNIENNE

sur M est un champ de 2-tenseur covariant g sur M de classe c®
telle que, pour tout x€M, la forme bilinéaire (§, 7) ~g, (€, M) sur Tx(M)
soit symétrique et définie positive :

g, (51 =g (1,8 ENET, (M)

E# o =’gx(§,§) > o §€TX(M)

Si (U,x ) estunec carte loczle de M, on notc

3 3
(x) = g(x) = (¢ =), | )
glJ 8 1J ®x dax** ax*¥

g (x)=detl g% (],
ij

et on désigne par (g' (x) ) la matrice inverse de (gij (x)).
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Si g et g sont deux métriques Riemanniennes, il existe une fonction
d partout > o, d€C° (M), telle que pour tout x€ M et toute suite §1, gZ’ cees §n
de vecteurs de T_ (M) on ait :

det [§x (§i. §j) ] =4d {x) det [gx (gi , §j) ].

KN
0

€i g est une métrique Riemannienne sur M, il existe une mesure
de Radon positive Tg sur M, et une seule, telle que pour toute carte locale

(U,Xx) de M et toute fonction f€C° (M) a support contenu dans U on ait

[ ta =] )f63-<z)> SR (2)) dz
U

M x(

Les mesures Riemanniennes associées aux différentes métriques

Riemanniennes sont toutes équivalentes,

4. 10, Soit g une métrique Riemannienne sur M ., Il existe une application
f- grad g f de CI(M) dans 1' espace des champs de vecteurs, et une seule,

telle que :

g(gradg f, X)=<df, Xy, f€ CI(M) , X champ de vecteur de classe C°,

Si (U,x) estunc carte localede M etsi f€ CI(M) , les composantes de

gradg f sont donnécs par :

. n .
<d xl, grad fy>= I gkl of
g k=1 d x

Cette définition s'étend facilement & Hl (M)
loc

4 ,11. Soit g une métrique Riemannienne de classe C1 sur M, il existe
une application linéaire X - div_ et une seule de l'ensemble des champs

de vecteurs de classe C1 dans c° (M) telle que :

1

loc (M) , X de classe C1

l)divg (fX)=fding+<df,X>- , f€H
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2) IM divg Xd g = o pour tout champ X de classe C1 .

3) supp,(divg X) € supp (X) .
Si (U, X) est une carte locale de M, on a
n .
divg X (0= —— 8 —2— (/g x)
/‘g")‘(‘zx) i=1 X

(o0 X, =<d xHLX >)

.12, g est toujours une métrique Riemannienne de classe C1 , pour tout
fec? (M), on pose:

A f = div rad f
g g leradg 9)

Ag (opérateur de Laplace Beltrami de g) est une application linéaire de

C2 (M) dans C°(M) . Si (U,x) est une carte localede M on a sur U

n .
sof=—to oz 2 (P 2Ly fectm
g /;ii,jﬂ 3 x* 3 x?

A  est continu lorsqu’on munit CZ(M) (resp. C°(M)) des topologies induites

2 2 g 2
par Hj (M) (resp. Lloc(M) ). Ag se prolonge donc par continuité i Hloc(M)‘

4, 13, FORMULE DE GREEN

On a pout toute £,€ C4(M), £,€C%(M)

2
fM £ Ag fz d Tg = - -J.M g (gradg i, gradg fz) d Tg

et cette égalité sc prolonge aux fonctions fzeﬂzloc (M) .



