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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1966/67

1E RETOURNEMENT DU TIMPS
COMPLEMENTS A L'EXPOSE DE M.WELL
(P.Cartier, P.A.Meyer, M.Weil )

Nous reprenons la questior du retournement du temps, exposée
au séminaire par WEIL en Novembre 1966 d'aprds les travaux de
NAGASAWA, KUNITA-WATANABE. Une partie des résultats ci-dessous
a fait 1l'objet d'un exposé de CARTIER au Printemps de 1967,

Les contributions des trois auteurs se répartissent d peu prds
de la maniére suivante : la présentation des temps de retour et
des familles de tribus Et au paragraphe 1 est due pour 1l'essentiel
& CARTTER ; il en est de méme pour le §2 ( forme améliorée du
lemme principal de NAGASAWA ). Le théoréme dc retournement du
temps sans hypothé@se fellérienne est 1l'apport de MEYER. Enfin,
1'étude du comportement des fonctions coexcessives sur les trajec-

toires est due & WEIL.

8 1. TEMPS DE RETOUR

HYPOTHRSES . - (Pt)t>0 est un semi-groupe de transition sous-mar-
kovien sur un espace localement compact & base dénombrable Ee
On notera que le temps t est supposé strictement >O.

Pour tout xeE, il existe un processus markovien (Xt)t>0’ ad-
mettant (Pt> comme semi-groupe de transition et (SXP%)t>O comme
loi d'entrée, et dont presque toutes les trajectoires possddent
les propriétés suivantes :

a) Continuité & droite sur ]O,c0[ ( et donc existence d'une
durée de vie J )

b) Existence de limites A gauche sur ]O,Z{ ( dans E) .

On peut alors construire de la manidre habituelle une réalisation
canonique du semi-groupe : les notations Q,E,P”,Et,xt,gt auront
leurs significations usuelles : les seules différences tiennent au
fait que Xt et gt ne sont pas définis pour t=0, et que 1l'existence
de %ﬁ‘ n'est pas exigée.
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DﬁFINITION.— Une variable aléatoire positive L sur (1 est un temps

de_retour si

1) L(w)<wo => L(w)< ()
2) Pour tout t>0 , on a Lo@t = (L—t)

Des exemples classiques de temps de retour sont : la durée de vie
s le dernier instant ol 1l'on passe dans un ensemble presque-
borélien G donné (GCE)
I(w) =sup { t ¢ X (w)eG } ( O par convention si {...}=0)

DEFINITION.- So:Lt L un temps de retour . On définit le processus

T - i Lwew otz L@  (50)
L(w) (W) si t<L(w)<oo

- o s v o e e
zzz:::::z..zz....c_......

Xt = (X ), (= (XL t) si t<L(w)<®) (t>0)

Si X;_ existe p.s. sur {0d<oo } ( en particulier si L<z sur cet
ensemble) , on pose XO = X;_ sur {O<I<oo |, X 0 =9 sur {L=0} et
sur {L=w |.

LEMME 1.- Si L est un temps de retour, et si s3>0, la variable
aléatoire L':(L-s)+ est un temps de retour et on a ( les ' ser-
vant 3 indiquer le retournement & L')

% - 2y - f
X§ = Xt t T “s+b

DE’HV[ONS‘I‘RA’I‘ION.— Nous prouverons seulement la premiére assertion,
la seconde étant triviale ( la premidre aussi, d'ailleurs). lLa
propriété 1) de la définition des temps de retour est évidemment
satisfaite, et pour la seconde on a

(L-5)"00, = (Lo0 -8)"'=(T-t)"-5)"= [(L-t-s)V(-5) VO =(T-t-5)"
d'ol le résultat.

LEMUE 2.- Soient s>0, ux0 . On a ¥, o0, =¥, sur {s+ugl}, X o0, =

@ sur {s+wl|. On a X 0, Xs _§_1§ {s+u<L}.

Dﬁ:MONSTRATION.- I1 suffira de traiter le cas de '}V(S , €n supposant
w0 ( le cas u=0 est trivial).
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o
1) 8i s+wl, wl, on a Lo6 =0, donc Xsogu = b
~
2) 81 s+wl, u<l, on a LeB =l-u, donc s>Le@, et X o0 = J
3) Si s+u < L, on a u<L, donc Loo, = L-u et s<Lo®u. Alors ou
- ~
bien L=w ( et alors Lo6 =L-u=00), et dans ce cas X = X =9,
ou blen I<o ( et alors Lo© <a3) et on a dans ce cas
X, 00,(0) = 100, 0)-s% w) = X100, 0)-5+u(®) = T1(0)- s(“’)‘X (@).
Cela améne 3 poser la définition sulvante )
DEFINITION.- Pour tout s>0 on désigne par és la tribu constituée
par les Aef tels gque
A4 u>0 Qal(A)r\{s+u<L} = An{s+u<l}

LEMME 3.- a) La famille de tribus és est croissante et continue 2
droite 3 X est Fs-mesurable.

(% 5b) Si t20, la variable aléatoire X(L-s)+ + &8t F -me-
surable
c) Si T est un temps d'arrét de la famille (gt), (T-T)*

est un temps de retour . Oek)

DEMONSTRATION. - a) Supposons s<t, et soit Ae@s. Pour u>0, A et
Q&l(A) ont méme intersection avec {s+u<L}, donc a fortiori avec
{t+u<l}. Si AeES+, A et @;l(A) ont méme intersection avec {s+u+e
<L} pour tout &>0, donc aussi avec {s+u<L}. Le fait que ﬁs est Es'
mesurable est la seconde assertion du lemme 2.

b)Nous avons sur {s+u<L} Le1-6)*+t°%u = X(1.00 -s) tet+u =
u

L-s+t X(L-s)++t y 470l le réig%_

¢) La premidre propriété de la définition des temps de retour
est évidente, vérifions la seconde. Le fait que T est un temps
d'arrét s'énonce :

X(L—u—s)++t+u = X(L-u-s)+t+u =X

(%) D'une manidre plus intuitive : tout événement " postérieur 3
L-s " pour le processus X est "antérieur & s' pour le processus
retourné X. ) Variante d'un résultst de NACASAVA .
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quels que soient s>0, w0, {Tgs}n{s+u<L}={ToQu§s}A{s+u<L}

Plagons nous sur {T+u<lL}, et prenons s & peine plus grand que T :
il vient que ToOu < T sur {T+u<L}. Mais alors on a aussi ToOu+u<L,
et en prenant s & peine plus grand que To@u, on trouve que TgToOu
sur {T+u<L}, d'od

T=To0, sur {T+u<L}, et de méme sur {To0, +u<L}
Mais alors, sur {T+u<L}{Te6 +u<l}, on a

+
(L-1)%00, = (L68,~To0 ) =(L-u-To0 )'=(Lru-1)* = ((T-1)*-u)*

et la seconde propriété de 1la définition des temps de retour est
satisfaite sur cette réunion. Sur le complémentaire de la réunion,

on a + ot
T+uzL, donc ((L-T)"=u) =0

+
T00u+u >L , donc Togug LOQu et (L-T) ogu=0
L'égalité est encore vraie, et le lemme est établi.

REMARQUE.- Le caractére canonique des processus n'a pas vraiment
été utilisé, et il ne le sera pas davantage dans la suite : ce qui
compte, c'est le caractére markovien du processus (Xt) - qui n'est
d'ailleurs pas encore intervenu - et l'identité XSoOt = Xs+
Par exemple, posons W=f X et , si w=(t,w) :
Xs(w) = Xs(w) si s<t 3 Quw = ((t-u)+, Ouw)
d si sxt

t L]

On vérifie alors aussitdt que X 00 =X .
(=]

nit W de la famille de tribus gtxgt(* , des mesures Ptxq ( ol q
est exponentielle de paramdtre p) on obtient un processus de Mar-
kov admettant come semi-groupe de transition 1le semi-groupe (e"ptPt)
Soit I la projection de W sur R, ¢ la définition méme de Ou sur ()
exprime que L est un temps de retour. La rema:.que que l'on peut
retourner le temps & partir de L est tréds utile : elle est due 3

J.WALSH, et nous a été communiquée par M.CHUNG.

. On sait que si 1l'on mu-

* B, est la tribu sur R  engendrée par les boréliens de [0,t].
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§2 .- LF LEMME DE NAGASAWA

Soit ¢ une fonction borélienne positive sur E+ $ nous pose-~

rons, si f est universellement mesurable positive sur E , nulle
(eo)
en 9 PyE(x) = /7 (6)P L(x)dt
0

D'autre part, nous désignerons par p une loi de probabilité sur
E, par v la mesure pU [ mais tout ce qui suit s'étend aussitdt au
cas ol l'on désigne par (pt) une loi d'entrée, par v la mesure

fa)ptdt , & condition de remplacer le symbole ol par l'espérance
relative au processus qui admet (p.) comme loi d’entrée].

LEMME 4.- f et ¢ ayant les significations indiquées ci-dessus,

soit H une variable aléatoire positive gr-mesurable (rgO). Posons
h(b = B° [d)O(L—I')oHoI{I‘ T<o }]

On a alors

@ s !
é ¢(t)EP[fer+t.H]dt = é v(dy)f(y)h(b(y) = <f,hp>, -

~ ~
On peut remplacer dans cette formule X par X .

DﬁMONSTRATE?N.- “La dernidre assertion est évidente ( le rempla-
cement de X par X ne modifie l'espérance sous le signe f que
pour un ensemble dénombrable de valeurs de t). D*autre part,
nous pouvons nous borner au cas ol r=0 : le cas général s'y ramd-
ne en considérant le temps de retour (L-r)+. Le premier membre
vaut alors

éoo(b(t)dt/foXL_tI{tdKoo gt =

L L
H apt [ foX t)dt = [ H apty £.X L-v)d
{L<co§ S S {I<w } § fety 4@y

ol L peut &tre considéré comme exclu de l'inter-
valle d'intégration

= £°°va1 HofoX o g (Lv) eIy 1oy OFF

mais l'expression sous le signe é est égale
2 [Ho$p(L).I O<L<a>}J°gvf°Xv , de sorte que cette intégrale est
égale a E“[fon.hbon] ( propriété de Markov simple) 3 d*od aus-
s8itdt le résultat.
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LEMME 5.- a) Avec les notations du lemme 4 on a si s>r

OO(b(t)Ep"f?(’ Hl]dt = < £, P_ _h
é LEoXg, 4o =<1 Fsrty 2y

o~ ~
oll 1'on peut remplacer X par X.

b) Soit m une seconde fonction borélienne positive sur
R s onaPh, =h = P,h .
Wt P === Tn"¢ T Tdxn T T q

DﬁMONSTRATION.- Posons s=r+u ; comme He@s, nous avons le droit
de remplacer r par s dans la formule précédente, et il vient

/P $(6IEH 2K, ] = Sy (@) (I o (Tms) LT,
0

s<L<n>}]

Mais I{r I a>}°gu = Iis T<co } ? et comme HeF il en résulte que

1'expression sous le symbole EX est égale é [$o(L-r).H, I{r<L<aﬁ}gu
Ltassertion a) découle alors de la propriété de Markov.
Nous venons de voir que Ps-rh¢ =& [¢o(L—s).H.IiS I a:}]'

Par conséquent, si n est borélienne positive

Py = £Coﬂ(s-r)Ps~rh¢ds = E’[f.m"(s'r)“’@‘s)mis&m jds]

L
= E°[I H./ n(s-r)p(L-s)ds] =nh
[ { r<Ix<oo } T n(s-r)p(L-s)ds] L)
(ol 1 et ¢ sont identifiées & des fonctions sur R nulles sur la
demi-droite négative) . La dernidre relation résulte de la symé-
trie du produit de convolution.

§3.~- LE RETOURNEMENT DU TEMPS

HYPOTHESE .- (P%) satisfaisant & 1'hypothdse du 81, on considdre
une loi p, on pose v=pU , et on suppose Qque v est une mesure de
Radon '« On introduit un second semi-groupe (P ) - o) le " indique
que 1l'on utilise la notation des conoyaux - satisfaisant éga-
lement 3 1'hypothése du 81 . On désigne par (Up) et (ﬁp) les

deux résolvantes, et on suppose que l'on a dualité par rapport
av

<f Upg> =< fﬁp,g>V si f et g sont universellement mesu-
rables positives .

(%) Autrement dit, v(K) <oo pour tout compact K.
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REMARQUES.- a) Soit ¢ une fonction borélienne positive sur E+. I1
est facile de vérifier que, si f et g sont boréliennes positives

sur E ( nulles en B)
< f,P¢g >v'= <fP¢ 8> -

b) Si f est continue bornée, et xeE, la fonction

(= ﬁx[foft], en notant ¥ le processus canonique as-

) *)) est continue & droite.

¢c) v étant une mesure de Radon, soit f une fonction
positive, continue & support compact sur E : on a <f,v> = <p,Uf>
< ® « Il est alors facile de trouver une fonction g continue,
partout strictement positive, telle que < p,Ug> <o . Soit h=Ug :
h est strictement positive en tout point, et < p,Pth> ->0 lorsque
t->00, de sorte que hoXt ->0 pe.s. lorsque t->m . Mais alors soit
H, = {h> 1/n} 3 les trajectoires du processus (Xt> restent p.s.
hors de Hn pour t assez grand , et le temps de retour Ln = sup {bts
XteHn} est donc Pu-p.s. fini. Autrement dit, les théorémes de
retournement que nous allons établir ne sont pas vides !

Voici le théor&me principal relatif au retournement :
THﬁORﬁME.- Si lton munit (& de la loi P“, le processus ( continu 2
droite) (ﬁt)t>0 obtenu parﬁretournement dg (Xt) 4 L est markovien
par rapport 3 la famille (gt), et admet (P%) comme semi-groupe de
transition. Cela s'étend &8 la valeur O du temps si XL_ existe peSe
( dens E ) sur {O<I<o }).

~

tr€>fE%(x

)
socié a (ﬁ

t

DﬁMONSTRATION.- Nous allons commencer par quelques calculs : soient
O<r<s , He_E_‘r 3 ¢ et n ayant la méme signification que dans les

lemmes 4 et 5, f étant borélienne bornée sur E, nulle en d, nous
avons

(1) (f)°°¢(t)E"[fofiS+t.H] @ = < 1,7, by >, ( lemme 5 )
(") (l)°° b(o)EF[B, (£,%,).H] dt = Ep‘[ﬁb(f,XS).H] ( Fubini)
(2);" n(s-r) d,PS_rhi) >, ds = < £,Bhy> (Fubini)
2") £°°n(s-r)Eu[ff’¢oXS.H]ds = < £By,h > ( lemme 4 )

(%) La notation correcte pour cette espérance est ﬁx[foX ]! En ef-
fet, dans la-construction des processus canoniques, seule la mesure

dépend du semi-groupe de transition.
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Mais < fP¢,hﬂ> = <f,P¢hn> ( dualité) = <f,Pnh¢> ( lemme 5). Par

conséquent, les scconds nembres de (2) et (2') sont égaux , donc
aussi les premiers membres ! Comme 1 est arbitraire, nous obtenons
le résultat intermédiaire suivant :

Il existe un ensemble N Hort (: , négligeable pour la mesure
de Lebesgue, tel que 1l'on ait pour s>r, s¢ ¢rf

(3) < £,Pg By >, = E“[fP¢OXS.H]

Désignons par N la réunion des Nﬁ¢rf , ol

f parcourt une suite dense dans gc(E),

¢ parcourt une suite dense dans QCQ§+),

r parcourt l'ensemble des rationnels > O,

pour chaque r ( rationnel > O) H parcourt une algébre sur
les rationnels de fonctions F p-hesurables bornées, dénombrable,
engendrant la tribu separable T(Y ,u<r) Alors :

Si s>0 n'appartient pas 3 1'ensemble négligeable N, on a

_ p .l\ N
€ < £,Pg_phy >, = F [fP¢oXS.H]

Pour toute feC (E), toute ¢eC.(R,), tout r rationnel < s, et tou-
te H bornée , g(Xu,ugr)—mesurable.

Mais alors on a avec les mémes notations,et pour tout +>0 :

(5) BY[foX_  -H] = BR[fP oX . H]
En effet, ¢ étant arbitraire, 1l'égalité (4) ( égalité des
seconds membres de (1) et (1'))entraine (5) pour presque

tout t 3 d'autre part les deux membres sont des fonctions conti-
nues & droite de t si feC (B) ( ce §, remarque b)).
Choisissons un ensemble dénombrable dense D(:ﬂi tel que 1ton

N

Fa %l
ait P“—p Se Xs = Xs si seD. Alors la réunion des tribus T(X ,u<r)
pour r rationnel < s engendre T(X ,USS) aux ensembles de mesure

nulle prés, et la relation (5) entralne :

(6) si seD, s+teD, Eu[foXS+t|g(Xu, ugs, ueD)] = fPt°Xs PeSe

Autrement dit le processus (i ) eD est un processus de Markov
qui admet ( ) comme semi-groupe de transition. Pour tout te]O,m[,

choisissons un seDN]O,t[ et posons A “Pt ghgy O A  est la loi de
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Xs : At ne dépend pas du choix de s, et les At forment une loi
d'entrée pour ( ) « 11 existe donc un processus markovien conti-
nu & droite admettant (P ) comme semi-groupe de transition et
(Pt) comme loi d‘entrée x). Mais alors le processus continu a
droite (Xt)t>o est équivalent 3 ce processus markovien : il est
donc lui méme markovien, avec le semi-groupe de transition désiré.
L'adjonction de O & l'ensemble des temps, si XO existe p.s., ne
pose aucun probléme.

I1 reste & montrer que le processus est markovien par rapport
4 la famille ﬁt . Pour cela, nous remarquerons que le raisonnement
précédent s'applique & un temps de retour quelconque. Soit HeF -
et soit T:r sur H, T=co sur B® : T est un temps dtarrét de la
famille (gt), et donc L'=(L-T)* est un temps de retour. En outre,
on a Ikz sur {I<w | si >0, de sorte que Xy _ existe p.s. sur
{O<I<w } ( on a le méme résultat pour r=0 si XO existe p.S.). On

a donc, en désignant par X' le processus retourné i L!?

BR[foX! ] = EM[£P,_ oX}]

ou encore
BF[foX oIg] = BH[£P,__oX .Ty]

ce qui est 1'égalité cherchée.

On notera que le méme raisonnement, appliqué a (L-T)+, ol T est
un temps d'arrét quelconque de la famille (Ft) montre ( sans
aucune hypothé&se supplémentaire) que le processus (X ) est forte~
ment markovien .

(*)Notre hypothése sur (ﬁt) a consisté & supposer cela pour les

lois d'entrée de la forme (ﬁtax) : mais cela vaut alors pour des
lois d'entrée quelconques (KUNITA-WATANABE). Nous laissons cela

au lecteur.
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84+~ COMPORTEMENT DES FONCTIONS COEXCESSIVES
SUR LES TRAJECTOIRES

Nous n'avons utilisé Jusqu'd maintenant que la dvualité par
rapport 3 une mesure de la forme v=pU. La méthode de ce paragraphe
indique une maniére de traiter des situations plus générales. Com-
me les résultats que nous exposons sont encore incomplets, nous

n'avons pas cherché a8 rendre les hypothéses aussi faibles que
possible.

HYPOTHRSES.- A est une mesure de Radon (z0) 3 <Pt) et (f;) sont
deux semi-groupes standard, dont les résolvantes (Up) ct (ﬁp)
transforment les fonctions boréliennes en fonctions boréliennes,
sont en dualité par rapport a4 A

<f Upg>x = <fﬁ y&> sl f et g sont boréliennes positives,

et sont telles en outre que les mesures €y U ’ Upe sont absolu-
ment continues par rapport & A.

Cette situation a été étudiée par KUNITA-WATANABE , qui ont
montré l'existence de bonnes densités pour les résolvantes : voir
a ce sujet l'exposé de WEIL ''résolvantes en dualité' , qui pré-
sente les travaux de KUNITA-WATANABE.

Nous allons établir le résultat suivant , qui ne peut pas se
déduire directement du théoréme de retournement . Nous désignons
ci-dessous par (O,...,Xt,P ) la réalisation canonique du semi-
groupe (Pt) .

THEOREME. - Soit g une fonction p-coexcessive (p;O), et_soit p une
loi initiale . Pour PP-presque tout we(? l'application tre>gothon
est continue 3 gauche sur ]O,Z;[, pourvue de limites & droite sur
10,3, 1

DEMONSTRATION.- Quitte & remplacer \P ) et (P ) par des smi-grou-
pes de la forme (e th ), (e” th ) avec g>0, nous pouvons Suppo-
ser a) que les noyaux potentlels U et U sont bornés , b) que

g est coexcessive . Nous laisserons au lecteur le retour du semi-
groupe (e"tht) au semi-groupe (Pt)'

(%) si X,_ existe p.s., on peut remplacer 10,:[ par ]O,f{], donc par
]o,0[.
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Soit ¢ une fonction continue bornée, A-intégrable et stricte-
ment positive en tout point, et soit p' une loi proportionnelle
3 la mesure bornée p+d.A 3 soit v' la mesure excessive p'U ( qui
est bornée - et donc une mesure de Radon - du fait que le noyau
U est borné). D'aprds un théordme de KUNITA-WATANABE , rappelé
dans 1l'exposé de WEIL sur les résolvantes en dualité, il existe
une fonction coexcessive unique v telle que v'=v.A « Comme v' est
bornée, v est finie pp. 3 comme ¢ est partout >0, un ensemble A
est v'-négligeable si et seulement s'il est de  Ppotentiel nul,
ctest 2 dire A-négligeable. Autrement dit, v® et A sont équivalen-
tes, et l'ensemble {v=0} est A-négligeable. Mais v est coexcessive,
donc cet ensemble est cofinement ouvert : s'il est A-négligeable,

c'est qu'il est vige. -
Posons Qt(dx,y) XﬁElE%ﬁ%E;Zl si v(y)<mw
vy

= ey(dx) si v(y)=o

il

I1 est bien connu depuis DOCB que l'on obtient ainsi un semi-groupe
sous-markovien, et KHE}TA—WATANABE ont montré que ce semi-groupe
est standard. D'au%re paff\ (P ) et (Qt) sont en dualité par rap-
port & v'=p'U 5 veA . Enfin, la fonction égale & 5 sur {v<oo}, &

0 sur {v=m} €st excessive par rapport au seml-groupe (Qt)

Munissons (1 de la mesure E“', et notons que la durée de vie du
processus (Xt) est pes. finie , du fait que le noyau U est borné.
Nous pouvons donc utiliser la durée de vie comme Eemps de retour,
ce qui nous définit un processus (it) admettant (Qt> comme semi-
groupe de transition . D'aprés le théoréme de HUNT sur le compor-
tement des fonctions excessives sur les trajectoires,

t - EoXt est continue & droite sur }J0,c [, avec des

limites & gauche sur [0,[ , pH' -D.S ( )

et par conséquent, en retournant le temps :
tr— %"Xt- est continue & gauche sur ]O,z[ , avec des
limites & droite sur [O,Z[

(%) I1 est d'ailleurs facile d'éviter la difficulté relative & {v=00}
en se ramenant, par troncation & un entier k, au cas ol g est fi-
nie, puis en faisant tendre k vers oo. Nous supposerons g finie
dans la suite de la démonstration.
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Maintenant, nous ferons deux remarques :

- ce qui vient d'&tre dit s'applique a4 une fonction coexcessi-
ve ( finie) quelconque , en particulier & la fonction 1 .

- l'ensemble {v=00} est négligeable, donc polaire , pour le
semi-groupe (ﬁ%) ( voir MEYER : processus de Markov, chap.XV, th.
27 ) « I1 en résulte qu'il est aussi polaire pour le semi-groupe
(Qt) : P@:{ q4te]O,0 [ ¢ Voﬁt=a>j=0 « En retournant, on voit que
1'on a P! -p.s. $°Xt- #0 sur l'intervalle ]JO,o [ . D'ol l'asser-
tion relative & goXt_ en divisant g/v par 1/v. Bien entendu, une
assertion vraie P“'-p.s. est vraie P“-p.s., puisque p est majorée
par un multiple de p'.

Nous laisserons de c8té les résultats plus fins relatifs au
cas ol (P%) est un semi-groupe de HUNT, et oll g est coexcessive
régulidre. Ces résultats seront publiés ailleurs.



