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Les résultats présentés ci-dessous sont une mise en forme
" axiomatique'" de théorémes reiatifs & la compactification
de MARTIN ( telle qu'elle est traitée dans l'article [f] de
KUNITA-WATANABE ). Nous ne donnons aucun procédé de compacti~
fication nouveau , mais nous montrons que beaucoup de proprié-
tés qui étaient bien connues dans des cas particuliers ( RAY,
KNIGHT, KUNITA-WATANABE...) sont vraies en fait pour toutes
les compactifications raisonnables. Nous terminons par une
application aux chalnes de Markov & temps continu, qui n'ap-
porte aucun théoréme nouveau, mais qui donne une interprétation
simple de la topologie fine de CHUNG, et de la version ' semi-
continue inférieurement " d*une chafne¥

HYPOTHESES ET NOTATIONS.- E est un espace localement compact &
base dénombrable.
(Up) est une résolvante sousmarkovienne sur E. Le noyau

-

Up=U  applique gc(E) [ fonctions continues & support compact ]
dans gb(E) [ fonctions continues bornées](l).

E est un sous-ensemble borélien d'un espace compact métri-

sable F, dense dans F . Nous n'exigeons pas que la topologie
induite par F sur E soit la topologie précédente ( que nous
appellerons topologie " initiale't de E ), mais seulement qu!
elle soit moins fine , i.e. gque l'injection i de E dans F soit
continue. La notation gC(E) se rapportera toujours & la topo-
logie initiale de E. S'il est nécessaire, nous dirons qu'une
fonction f définie dans E est continue/E, sci/E ( resp. conti-

nue/F, sci/F) pour marquer qu‘elle est continue ou semi-conti-
nue

(1 Cette hypoth@se peut &trec remplacée par des hypothéses

enalogues sur les Up, p>0. Nous verrons cela plus loin.

* Au sujet de ces résultats, voir la derniére page de l'exposé.
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inférieurement pour la topologie initiale de E ( resp, la
topologie sur E induite par F)(z).
Voici maintenant les deux hypothéses cruciales :

a) Si fegc(E), la fonction Uf sur E se prolonge en une foncti-
on continue sur F ( de manidre unique puisque E est dense).

b) Soit S le c8ne des fonctions continues g sur F, telles que
g|E ( la restriction de g & E) soit surmédiane 3 alors S 5é-
pare les points de F.

Comme S contient les constantes positives , est stable pour
l'opératior inf et sépare F, S-S5 est dense dans C(F).

Lfinjection i de E dans F étant continuc, la trace sur E
d'un ensenble borélien B de F ( égale @ 1 (B)) est un ensen-~
ble borélien/E. Inversenent, tout conpact de E étant compact/F,
et la tribu borélienne de E étant engendrée par les compacts,
on vérifie aussitdt que tout borélien/E est borélien/F . Il
n'y a donc pas lieu de distinguer entre les deux structures
boréliennes sur E, et nous perlerons simplement de parties
boréliennes de E sans autre spécification.

CONSTRUCTION D'UN NOYAU POTENTIEL SUR F

Soient xeF, et fegc(E) 3 la fonction Uf admet un prolonge-
ment par continuité ( unique ) & F, gue l'on notera encore Uf.
Ltapplication fe> Uf¥ est alors une mesure sur E, que 1l'on
notera U(x,dy). La tribu borélienne/E et la tribu borélienne/F
étant identiques, nous pouvons considérer aussi U(x,dy) comme

une mesure ( non bornée) sur F, portée par E ;3 U apparait
alors, soit comme un noyau de E dans F, soit comme un noyau

(2) Un exemple typique de cette situation est donné par le cas
des chalnes : E est alors un espace dénombrable discret , F est
le complété de E pour une structure uniforme liée & la résol-
vante, et n'induit plus sur E la topologie discréte.
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sur F. Remarquons que ce noyau est propre sur I ( [2J, chap.IX,

n°l) : en effet, soit (Kn) une suite de compacts dont la réunim
et B 3 F est réunion des Kn et de F\E , et chacune des foncti-

ons U(IKn), U(IF\E) est bornée ( la dernidre est nulle).

PROPOSITION 1.~ Le noyau U sur F satisfait au principe complet
du maximum .

DéMONSTRATION.- Les mesures U(x,dy) étant portées par E, tout
revient & montrer que si f et g sont des fonctions universel-
lement mesurables positives sur E , si a est une constante >0,
et si 1'on a

a+ Uf > Ug sur {g0f |,

alors la méme inégalité est vraie partout sur F . Il suffit
pour cela de montrer que sih (définie dans E ) est sci/E et
majore £, si j (définie dans E) est scs/E, 3 support compact J
contenu dens {g>0}, et telle que O<ji<g , et si enfin e est une
constante >0, on a

a+¢+Uh > Uj partout sur F .

Mais on a at+e+Uh > Uj en tout point de J 3 soient Ah l'ensemble
des fonctions segZ(E) majorées par h, et Aﬁ l'ensemble des
fonctions a+e+Us pour seAh. Aﬁ est un ensemble filtrant crois-
sant de fonctions continues/F dont l'enveloppe supérieure est
ate+Uh. Le lemme de Dini entralne alors ltexistence d'une fonc-
tion seAh telle que a+e+Us > Uj sur J. Cette inégalité vaut
alors sur un voisinage compact L de J dans E, ¢t le lemme de
Dini montre & nouveau qu'il existe une fonction tegg(E) 3
support dans L, majorant J et telle que a+e+Us>Ut sur L. Mais
alors cette inégalité a lieu sur tout E, car U satisfait au
principe complet du maximum sur E ({2], chap.IX, T.69); elle

se prolonge alors & F par continuité, puisque Us et Ut sont
continues sur F., On a & plus forte raison a+e+Uh > Uj sur F,

et la proposition est établie. -
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CONSTRUCTION D'UNE RéSOLVANTE SUR F
Soit fegC(E) 3 Upf est définie dans E, de sorte que UU_f

Y
est définie dans F, et nous pouvons poser

U.f = UF - r (3)
D £ -0

Supposons que la fonction fegC(E) soit <0 . Alors la fonction
Upf est < 0 gur E . Mais cette fenction est égale sur E 2
U(f—PUpf ), et on a par conséquent

U((£-pU,E)7) 2 U((f—pUpf)+) sur {(f-pUpf)+>O}nE

Cette relation vaut alors sur F ( prop.l). Mais (f-pU f)7|B est
bornée & support compact dans E , car f-pUpf est positive dans
E hors du support de f. Par conséquent , UGi-pUpf)') est une
fonction finie dans F et nous pouvons écrire cette inégalité

0> U(f-pUpf)

ou Upf < 0. Lfapplication f+> U £* est donc une mesure posi-
tive sur E pour tout xeF. Comme plus haut, nous considérerons
aussi cette mesure Up(x,dy) comme une mesure sur F portée par
E, et U_ comme un noyau sur F ( ou un noyau de E dans F). La
relation (I+pU)Up= U est alors une identité entre noyaux sur
F.

PROPOSITION 2.- Les noyaux Up forment une résolvante sousmarko-

vienne sur F ( noter que l'on n'a pas nécessairement U=

l:.mp_>O Up sur F).

DéMONSTRATION.— Montrons d‘*abord que le noyau pU_ est sous-
markovien sur F. Cela revient & montrer que si fegc(E) est
comprise entre O et 1 , on a pUpf < 1. Mais on a

- - 3
of Ulp(£-pU,) ]

sur l'ensemble des points de E ol le crochet est >0 , et donc

1 2 U

(3)0n ne sait pas encore que cette fonction est finie 3 de 124

les précautions plus loin.
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partout sur F d'aprés la prop.l.
Montrons ensuite que les noyaux Up forment une résolvante
sur F . Nous allons vérifier que si l'on prend p>0,g>0, fegc(EL

les fonctions UUpf ’ UUqf, UU?Uqf sont finies et que

(I+pU)[Up+(p—q)UpUq]f =(I+pU)Uqf
Cela entrainera le résultat cherché d'aprés [%], X.T7, car U
satisfait au principe complet du maximum sur F. Preuve : dans
la relation U_g+pUU_g = Ug remplagons g par Uqﬁ , 11 vient

Y D
1
II = — °
UPUqf + pUUp qf UUqf < qf < +m partout

Les trois fonctions envisagées sont donc bien finies, et on a

(I+pU)Upf = Uf
(I+pU) [ (p-q)UpUqf 1= (p-q)UUqf

dtol par addition (I+pU)[Upf+(p-q)UpUqf] = Uf+(p-q)UUq£ =
(Uqf+qUUqf)+(p-q)UUqf = (I+pUDUqf . cqgfd

PROPOSITION 34- Soit g une fonction borélienne positive sur
F, telle que g|E soit surmédiane et sci/E, et que l'on ait
pour tout xeF\E

g(x) 2z lim inf g(y)

N 4
yelE

Alors g est surmédiane par rapport a4 la résolvante (Up) sur F.

DEMONSTRATION.- Nous allons prouver que si f et f' sont uni-
versellement mesurables positives sur E, et si 1l'on a g+Uf
z Uf' sur {f'>0},.alors la méme inégalité est vraie sur F.
Ltargument de [2], chap.IX,T70 - qui repose uniquement sur
la relation (I+pU)Up=U - entralnera alors que g est surmé-
diane sur F.

Comme dans la démonstration de la prop.l, il nous suffit
de prouver que si € est une constante positive, si h est une
fonction sci/E majorant £ , si j est une fonction scs/E dont
le support compact J est contenu dans {f'>0}, et telle que
O<j<f', on a partout sur F
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g+e+Uh > Uj

Or on a g+e+Uh > UJ en tout point de J. Dfaprés le lemme de
DINI, il existe une fonction segZ(E), majorée par h telle que

g+e+Us > Uj sur J

Cette relation a alors lieu sur tout un voisinage compact L
de J dans E, et le lemme de DINI entralne 3 nouveau l'exis-
tence d'une fonction teg;(E) a support dans L, majorant J et
telle que

g+e+Us > Ut sur L
Mais alors, g étant surmédiane sur E, cette relation a lieu
sur tout E 3 comme Us et Ut sont continues sur F, l'hypothése
faite sur g entraine que cette inégalité vaut aussi sur F\E,
et la proposition est établie.

COROLLAIRE.- Toute fonction geS est surmédiane par rapport a
la résolvante (Up) sur F .

CONSTRUCTION D'UN SEMI~GROUPE
Dans ce qui suit , nous notons g la régularisée excessive

-

d'une fonction g, surmédiane par rapport & la résolvante (Up).

PROPOSITION 4.~ Soit D l'ensemble des points xeF tels que

e pU > €, 32U Sens vague. Alors D est borélien.
X P psw

I1 existe un semi-groupe (Pt>t>0 de noyaux sousmarkoviens
sur F, unique, possédant les propPiétés suivantes

1) Si feQ(F), et si xeF, la fonction tw>P,f* est continue
3 droite.

2) U = J® e™PPp.at  pour tout p>0
0
On a sxPO = ey si et seulement si xeD . Pour tout xeF la mesu-

re e_P~ est portée par D . Enfin, soit L= lim U le noyau
= "x0 p=>0 D
terminal de la résolvante (Up) ; on a e L=e U pour tout xeD.

DﬁMONSTRATION.— Nous allons commencer par transformer la défi-

nition de D. Si xeD, on a 1lim pU gX = g(x) pour tout geS,
P> 00 P -



- 181 -

ou encore g(x)=g(x) pour tout geS . Inversement, soit (gn)
une suite dense dans § [ une telle sulte existe, car § est
une partie de l'espace métrique séparable g(F)] , €t soit un
xeF tel que gn(x)zén(x) pour tout n ; montrons que X appar-
tient alors & D. En effet, l'ensemble des fonctions feC(F)

telles que f(x) = lim pUpr est évidemment un sous-espace
P> ®

fermé de C(F) s comme il contient les 89 il contient S

puis S-S , et enfin l'adhérence de S-S5 , et cette adherence

est egale a C(F) dtaprés le theoreme de STONE-WEIERSTRASS.

I1 en résulte aussit8t que D est un ensemble borélien. D'au-

tre part, soit fegz(E), et soit xeD 3 If est une fonction

excessive par rapport & la résolvante (Up), égale a/gf sur

E. Nous avons donqA~Lf = limp pUpo = limp pUpr = Uf . Comme

UfeS , nous avons Uf*=Uf* du fait que xeD, et par conséquent

Le¥=uf¥, La mesure I(x,.) étant portée par E, on a e L=e U,

ce qui établit la dernidre phrase de 1'énoncé.
Passons maintenant 3 la construction des noyaux Pt .

1) Soit feS ; la formule ([2,], IX.T52)

ot
=

oy n+l n
(pUE) = ni(-1) (U0 (T-pU)E

B

dp
montre que la fonction %(x)-pUpr de la variable p est com-
pletement monotone bornée sux*ah pour tout xeF 3 elle tend
vers f(x)-h(x) lorsque p—=>0, h désignant la partie invarian-
te de la fonction excessive f. Le théoréme bien connu de
S.BERNSTEIN nous permet d'écrire

F(x) - pU_£¥ = /'°° e PUA at)

Y
oll A, est une mesure positive sur R , de masse égale 3 %(X)
-h(x). Posons maintenant

Ptfx = h(x)+ A (Jt,00[D

Ctest une fonction de t décroissante et continue 3 droite,
qui tend vers f(x) lorsque t=0 . On a
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Y 0
oo} ) - 7 P8
bx) , g A (as) oo —
P 0 2

éa)e—PtI%fx at = 2= L @ e-ptdtﬁa)kx(ds)

169 RN - S - (% Xyy _
o+ ST - EE-pULE) = UeT

2) Etudions la forme linéaire fr—c»Pth sur S-S

2 (%)

a) Si f est surmédiane continue, la fonction gx - U f
de la variable p est complétement monotone . Cette fonc%ion
étant la transformée de Laplace de la fonction continue a
droite t> fX—E%fX, on a Ptfx < £ pour tout t. En parti-

culier, Ptl < 1.

b) Si feS-S est >0 , pr> U % est complétement monotone(§)

Cette fonction étant la transformée de Laplace de t&%»P fx
on a P £ 2 O pour presque tout t, donc pour tout t en Vertu
de la contlnulte a4 droite.

On déduit aussitdt de¢ a) ¢t b) que la forme linéaire
frs ?tfx sur 8-S est bornée ( de nornme <l). Elle se prolon-
ge donc par continuité en une forme linéaire bornée sur g(F),
ctest & dire une mesure, et on vérifie aussitdt que cette
mesure est positive. On voit aussitdt par un argument de con-
vergence uniforme, que la fonction tf€>Pth est encore conti-
nue & droite si feg(F). Nous noterons Pt(x,dy) la mesure
gui vient d'8tre définie.

c¢) Montrons ensuite que (P ) est un noyau sousmarkovien,

autrement dit, que Ptf est une fonction borélienne si feC\F).
Or la fonction X /¢(t)e P fxdt est borélienne pour toute
fonction ¢ continue sur‘&*, tendant vers une limite & 1'infi-
ni, et bornée [ cette propriété est vraie en effet si b est
une constante ou une exponentielle e pt’ et on applique le
the de STONE-WEIERSTRASS sur [O,00] ]. Donc x> ]¢(X)Ptf at

(%) Utiliser la formule

n
d%ﬁ (U9 = ni-DRUMEF (2], TX.T52) .
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est borélienne si ¢ est continue & support compact, et donc
Xr€>I%fX est borélienne [ passage & la limite Justifié par la
continuité 3 droite].

3) Nous allons vérifier la rclation PsPt‘P +t (s20,t20).

a) Montrons dfabord que , pour toute fonction borélienne
positive h, Uh est une fonction surmédiane. Cette propriété
est vraie en effet si heg:(E) (prop.3) , donc aussi, par pas-
sage 3 l'enveloppe inférieure, pour toute fonction h semi-con-

a4 support compact dans E. Soit
alors h une fonction borélienne positive sur F ; on a pour

tinue supérieurement positive
toute fonction j, scs & support compact positive dans E, et
najorée par h|E

pUUJ < Uj £ Un

d'od en passant 3 ltenveloppe supérieure pUpUh < Uh, qui est
le résultat cherché.,

T1 résulte alors du raisonnement du début de la démonstra-
tion que la fonction p+=U Un* est transformée de Laplace

Y
d'unc fonction décroissante.

b) Prenons geC (E), et désignons par H 1l'ensemble des
fonctions borellenneu bornées h telles que tw>P U(hg) soit
continue & droite pour tout xeF. Il est clair que H est un
espace vectoriel fermé pour la convergence uniforme, qui
contient C(F) . D'autre part, soit (hn) une suite croissante
et uniformément bornée d'éléments positifs de H , et soilt

= 1imn h.n s la fonction t&€>P U(h g) admet comme transfor-
mée de Laplace p+> UPU( g), qui est d'aprés a) la transfor-
née de Laplace d'une fonction décroissante. Autrement dit,
tre>I%U(hngicest continue & droite et décroissante, et par
conséquent t§e>I%U(hg) est continue 3 droite , par passage
3 l'enveloppe supérieure. Il résulte alors du théoréme des
classes monotones ([2], chap.I, T20) que H contient toutes
les fonctions boréliennes bornées. Un second passage & l'en-
veloppe supérieure montre alors que tre>E%Uh est décroissante
et continue 3 droite pour toute fonction boréliecnne positive
h sur F.
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c) PTenonsggegZ(E) 3 U g est différence de deux foncticns
de la forme Uh j la fonction tr€>P%Ung est donc continue a
droite. D'autre part, U g est p-surmédiane , donc O-surmédia-
ne par rapport & la résolvante (V )= (Up+q) Le raisonnement
du début de la démonstration montre alors que q&==>V U g est
transformée de Laplace d'une fonction décroissante ; comme
elle est transformée de Laplace de la fonction continue 2
droite tr=>e ptp Up , celle ci est décroissante. Le méme
raisonnement qu'en b) montre alors que tr>e ptE%U Kest
décroissante et continue 2 droite pour toute fonctlgn boréli-
enne positiye h sur F.

d) Pour vérifier que PtPsfxz P, 45, il suffit de traiter
le cas ol feg(F) o Les deux membres étant des fonctions con-
tinues & droite en s, il suffit de vérifier 1'égalité de lamurs

transformées de Laplace en s, soit
- (@ "Ps
PtUpr_ [0 PR ppiias

Mais les deux membres sont des fonctions continues & droite
en t d'aprés c), et il suffit encore une fois de vérifier
1'égalité de leurs transformées de Laplace en t, ce qui re-
vient d vérifier 1l'équation résolvante.

4) Si feS , on a be = %im P%f = lim pUpf = f o Par

->0 p~->m

conséquent, ¢ Po_e si et sculement si f(“):%(x) pour tout
feS , autrement dit si xeD. D'autre part la relation POPOf_
Ibf stécrit P (f-f) O . Corme on a f>f, cela entraine que
toute mesure EXPO est portée par |[f= f} s en faisant parcourir
8 f une suite dense dans S, on voit que sXPb est portée par D.

CONSTRUCTION DE PROCESSUS DE MARKOV

PROPOSITION 5.- Soit u une loi de probabilité sur F. Il exis-
te un processus de Markov (Xt) a4 valeurs dans E??admettant

(Pt> comme semi-groupe de transition et p comme loi initiale,
et dont les trajectoires sont continues & droite et pourvues
de limites & gauche sur l'intervalle ]0,+m [, et admettent

en O une linite 3 droite X,, . On a Xy=Xy, PsS. si et z:g%e—

%) O est un point isolé cdjoint A F, et T =Fuld)
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si p cst portée par D.

DEMONSTRATION.- Construisons, sur un espace probabilisé com-
plet (i, un processus de Markov (Y ) adnettant (P ) conme se-
mi-groupe de tran81tloﬁ”€t p comme loi initiale. Si geS ,
g est surmédiane par rapport au semi-groupec (P ) [ en effet,
la fonctiog tv-€>I%g est décroissante par construction, et
tend vers g < g lorsque t-0 ] 3 le processus (goYt) est donc
une surmartingale, et admet par conséquent des limites & droi-
te et des liwites & gauche le long des rationnels, si l'on
excepte des wef) qui forment un ensemble négligeable. En uti-
lisant une suite d'éléments de S qui sépare les points de F,
on obtient le résultat suivant :

il existe un ensemble négligeable HCQ) tel que, pour tout
w¢H, l'application tme>Yt(w) admette une limite 3 droite Ib$w)

le long des rationnels en tout point te[O,+wm [, une limite &
gauche le long des rationnels en tout point te]O,+wm [.

Une modification triviale des variables aléatoires Yt sur
H permet alors de supposer ces propriétés vraies pour tout
wel .

Soient maintenant f et g deux éléments de S . On a

E[ont°g°Y

£

t+] = lim E[foyt.gOYt'Fe] = l:e.Lm E[fOYt.PGgOY

e->0

E[£oY, .goY

4

Supbosons d'abord t>0. La relation Ptg_ P%Pbg stécrit

P (g—g)_o ou ﬁ[(g-g)oY+]_O , ou finalement ( comme g>g)
goY _goYt p.s. La relation ci-dessus s'écrit donc dans ce
cas E[foY .goY, ]=E[foY .go¥, ]. Par linéarité, puis conver-
gence uniforme, on étend ce résultat au cas oll £ et g sont
deux éléments de g(F) , et i1 en résulte enfin que Yt=Yt+
p.s. pour chaque t>0 ([2], chap.II, n°32).

Supposons que p soit portée par D ; alors g:é L-pp, et le
méme raisonnement que ci-dessus montre que YO=YO+ PsSes Inver-
sement, si Y, =Y, D.s., les égalifés précédentes (avec f=1)
donnent E[goY ]_E[go ], ou <u,g-g>=0, et enfin le fait que

-——-..__—-.._...—-._——.___._-__—_____——_._._._-—-——__—

(%) Comme d'habitude, mu rendle smi-groupe markovien aimyen dupoint » .
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b est portée par D.
I1 ne reste plus qu'a poser
Xy =15 Xy =Y., pour t>0

pour obtenir le processus (Xt) cherché.

Dans la proposition suivante, nous supposons pour simpli-
fier que p est portée par D j; nous pouvons alors supposer que
XO=XO+ identiquenment ( il suffit de définir XO=Y0+ ci-dessus).

PROPOSITION 5.~ Supposons que p soit portée par D.

1) Si f est p-excessive par rapport au semi-groupe (Pt)’
le processus (foXt) est p.s. continu 3 droite.

2) Le processus (Xt) est fortement markovien, et 1l'ensemble
des we) tels que la trajectoire de w rencontre E;D est négli-

,geablé%D
DEMONSTRATION. - a) Soit gegZ(E) 3 on a Ugeg(F), et le proces-
sus (UgoXt) est donc une surmartingale continue 3 droite. Dé-
signons par H l'espace des fonctions boréliennes bornées h

-

sur F telles que le processus (U(hg)oXt) soit p.s. continu 3
droite ;3 H est fermé pour la convergence uniforme, et conti-
ent C(F) . Soit (hn) une suite croissante , uniformément bor-

née, d'éléments positifs de H , et soit h=lim h.n « Les proces-
= n

sus (U(h g)oX,) sont des surmartingales ( débat de 3), Cans
la démonstration de la prop.#)%%%ontinues a4 droite par hypo-
thése, qui convergent en croissant vers le processus (U(hg}xt)

Celui-ci est donc pe.s. continu & droite, d'aprés [7,], chap.VI,
T16.

Soit alors h une fonction borélienne positive sur F, et
soit hnzhj\n 3 soit (gn) une suite croissante d'éléments de
gZ(E), dont l'enveloppe supérieure est ltindicatrice de E.
Les surmartingales p.s. continues & droite ((U(hngn)o t)

tendent en croissant vers le processus (UhoXt), et une nouvel-
le

(%) Noter toutefois que le processus (Xt—) reut rencontrer

E?D.
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application de VI.T1l6 montre que le processus (UhoXt) est
p.s. continu & droite.

b) Prenons p>0, et gegZ(E) 3 Upg est la différence de deux
fonctions de la forme Uh ( h borélienne >0), toutes deux fi-
nies, donc le processus (U_goX, ) et le p;ocessus (e'th goXt)
song?%éﬁtinus a droite. Lepmém; raisonnement que ci—desgus
montre alors que, si h est borélienne positive, le processus
(Uph°Xt) est p.s. continu & droite.

Une nouvelle application de VI.T16 montre que si £ est une
fonction p-excessive , le processus (foXt) est p.s. continu
34 droite ( car f est l'enveloppe supérieure d'une suite de
p-potentiels). Cela stapplique aussi 3 une fonction O-exces-
sive, car une telle fonction est p-excessive pour tout p>0.

c¢) Montrons que les trajectoires de (Xt) ne rencontrent pe.se.
pas FN\D . Il suffit de montrer qu'elles ne rencontrent p.s.
pas {g#g},si g appartient 2 S. Mais les processus (goXt) et

(éoXt) sont tous deux p.s. continus & droite 3 d'autre part,

la relation Up(g-é)=0 et le théor?me de Fubini entralnent que
pour presque tout w on a goXt(w)=goXt(w) pour presque tout t.
La continuité 3 droite entraine alors que pour un tel w on a

goX (w)=goX, (w) pour tout t.

d) Au sujet de la propriété de Markov forte, nous nous bor-
nerons & rappeler un résultat facile : si (X._) est un proces-

sus de Markov continu 8 droite par rapport & une famille croi-
sante de tribus (Et), admettant (P%) comme senmi-groupe de

transition, et tel que pour tout p>0 toute gonction p-exces-
sive ( ou seulement toute fonction Upf, feC ' (F)) soit p.s.

continue 8 droite sur les trajectoires de (Xt)’ alors (Xt)
est fortement markovien par rapport A la famille de tribus
(gt+) (voir par exemple [%]). Cela achdve la démonstration.
CHANGEMENT DE RESOLVANTE

Nous avons supposé dans notre hypothdse (H) du début que
U appliquait gc(E) dans g(F) : le fait d'exiger cela pour UO=

U exprime une propriété deM™ransience'de la résolvante (Up)
sur E, qui n'est pas toujours satisfaite en pratique. Il est
plus naturel de faire 1l'hypothése suivante, pour un p>0 :



- 188 -

a) Pour toute fonction fegc(E), Upf se prolonge (de manidre
) unique) en une fonction continue sur F.
b) Le cbne Sp des fonctions contlnues g sur E, telles que
g|E soit p-surnédiane, sépare les points de F.

Posons alors V:Up, et désignons encore par V le noyau sur
F défini grfice au prolongement par continuité des fonctions
VE ( feC (E)) La famille (V ) = (U ) est une résolvante

D+q
qui satlufalt & l'hypotheése H du début, ce qui nous permet

de définir

- des noyaux Vq

- l'ensenble Dp des xeF tels que sXqVq->eX vaguenent
lorsque g->00

- un senmigroupe sousmarkovien (Q't)’ adnettant (V ) com=-
ne résolvante , tel que la fonction t&€>Qth soit contlnue a
droite pour tout xeF et toute feg(F).

La proposition suivante nmontre, d'abord que l'on sait cons-
truire un bon semi-groupe sous l'hypothése H?, et ensuite que
si lt'on peut faire cette construction pour deux valeurs de p
( nous traitons le cas ol l'une de ces valeurs est O, mais
ltextension est triviale), les deux semi-groupes ainsi cons
truits sont essentiellenent les mémes °.

sur F , satisfaisant 3 (I+qV)Vq=V

PROPOSITION 6.~ a) Le seni-groupe (Qt) associé 3 la résolvante
(Vq) satisfait & p Qtl < 1 pour tout t. Si xeE, on a

]Q)e'rt etht(x,.)dt = Ur(x,., pour tout 1>0
0

b) Supposons que la résolvante (Uq) sur E satisfasse & la fois
3 1l'hypothise (H) du début et & 1'hypothése (H )Je Alors on a

Dp-D, et e P = th pour tout xeD et tout t.
DEMONSTRATION. - a) Soit fegc(E), comnprise centre O et 1
nous avons sur E 1> (p+q)Up+q (p+q)U q , Ou encore
1+q(p+q)U r > (p+q)U f sur E. En introduisant la résol-
P p+q vante

(%) Nous ne traiterons pas ici de la construction des proces-
sus sous l'hypothése (Hp). Il nty a aucune difficulté spéciale.
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(Vq), cela s'écrit
1+ q(p+q)VV f > (p+@)Vf sur E, et donc sur {f>0}.

Le noyau V satisfaisan’t au principe du maximum sur F ( prop.
1), cette inégalité a lieu partout, ce qui s'écrit 1§§p+q)qu,
puis 1 > (p+q)Vql cn passant 8 l'enveloppe supérieure.

Montrons alors que la fonction qv—> 5%6 ~ V'l est compléte-

ment monotone s sa dérivée n-idme est en effet égale, d'apreés
[2], chap.IX, T.52, &

v(_138 __:E__ _ n+1l
n!(-1)" [ oot (Vq) 1]

qui a bien le signe de ( l) d'aprés ce qui précéde. Par con-
séquent, la fonction continue & droite et bornée e -pt Qtl
(xeF) de la variable t a une transformée de Laplace compléte-
ment monotone j; elle est donc positive, et la preniére inéga-
lité est prouvée.

La résolvante du semi-groupe sous-markovien (Qt) est
égale & (Vq) 3 si xeE, on a donc

600 e”9%Q, (x,.)at = (x,.)

P+q

Soit (Pé) le semi-groupe sous-markovien (etht) s si f est
borélienne bornée, si xeE, la fonction

T—> fe"rtE%(X,f)dt

est analytique, et coincide avec U,(x,f) sur ]p,o0 [, donc
pour tout r>0. Cela achdve la démonstration de a).

b) Soit xeD, et soit fegz(E) . Les fonctions U _f et VE

étant égales sur E, on a qu+qu = QUp+quf . D'autre part

QUp+qufX - U X ( car Upf est p-excessive par
9-> rapport & la résolvante U )

QUp+quX N ( car VfeC(F), et xeD)
Par conséquent , V(x,.)=U_(x,.). Nous avons alors

v = VX-qvV £% = U ¥ qu.V =
qfx % _q q U -qU, fx UquUpUp+qfx Up+qfx

( on a utilisé le fait que V(x,.):Up(X,.) sur E).
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Mais alors la relation quUq->eX vaguenent (g->o ) qui

exprime que xeD, et qui est évidemment équivalente & 8Xqu+q
ey entraine sXqVq -> €., et par conséquent Xer.
Inversenent, supposons xer. Soit feg:(E) 3y la fonction
Uf appartient & 8, donc & gp’ et par conséquent elle est sur-
nédiane par rapport & la résolvante (Vq) ( prop«3). D'autre
part , elle est continue et la relation xeD_ entraine que

rVrUfX - Uf*. Ainsi les nesures eXrVrU , qui sont portées

par E, crolssent avec r et admettent e U coume limite vague

sur E. I1 est bien connu que dans ces conditions on a lim o

<eXerU,h>= <eXU,h> pour toute fonction borélienne positive
h sur E ( ou sur F). Comme Ur*dfestdifférence de deux fonctions
de la forme Uh, il en résulte que

rVrUP+q£X—> Up+qfx (r—>m )

Meis d'autre part Up+qf = qu sur E, donc lc premier membre

est aussi égal 2 rVrquX, qui tend vers qux ( pour q=0,

cela résulte du fait que xeD_ : en un point Xer, V coincide
avec 1l'opérateur V, de la résolvante) . Par conséquent, Vq(x,.)

(x,.) pour tout @20 . Alors la relation aXrVr ->g_ vague-

=Up+q x

nent entraine e_rU_. ->¢

xTUpar~Exs donc e, rU ->e_, et finalement xeD.

CONSTRUCTION D'UN COMPLETY ET DfUNE VERSION

Nous utilisons la terminologie du livre [4] de CHUNG ( nou-
velle édition).

E désigne un ensemble dénombrable, et oo un point adjoint
3 E( rien n'emp&che de prendre I=N, et m=+m !) 3 on dési-
gne par (pt(.,.)) une natice de transition standard marko-
vienne sur E - rappelons que le remplacement de ™" markovienne"
par " sousmarkovienne''n'augmente pas la généralité. I1 est

bien connu que les fonctions p (i,j) sont continues surlv’%+ H
L]
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nous poserons, pour tout ng
. Noo) c oy~
uy(1,3) = é pe(i,3)e Plas .

Nous utiliserons les notations des noyaux : E étant muni de

la topologie discréte, et de la tribu associée ( celle de tou--
tes les parties de E), nous désignerons par P ( resp.U_) le
noyau sur B défini par P (1,{j}) = p.(41,3) (Up(i,{j})=
uy(3,3))-

Fixons un p>0, et montrons que les fonctions u_(.,3) , J
parcourant E, séparent E. En effet, si h et k sont deux points
qui ne sont pas séparés par ces fonctions, on a U (h,¢)=Up(kg.l
donc Ur(h,.)=Ur(k,.) pour tout r d'aprés l'équation résolvan-
te, et enfin Pt(h,.)=Pt(k,.) en vertu de l*unicité de la
transformation de Laplace § en faisant tendre t vers O, on en
déduit que h=k.

Posons alors pour tout jeE dj(h,k) = |u (h,j)-up(k,j)l 3
dj est un écart borné sur E, complétons E pour la structure
uniforme définie par la famille d'écarts dj (jeE), et dési-
gnons par F le complété de E. Cela revient encore a appliquer
B dans/&? par ir> (up(i’j))jeE - application continue et
injective -2 identifier E & son image, et & prendre pour F
1'adhérence de E. F est un espace compact métriscble, et
l'injection de E ( discret) dans F est continue. Dfautre part,
E est dense dans F . Enfin, toute fonction up(,,j) s¢ prolon-
ge évidemment en une fonction uniformément continue sur F, et
ces prolongenents séparent F par construction j; comme une
fonction £ appartient a gC(E) si et seulement si elle a un
support fini , U?f se prolonge en une fonction de C(F), et
ces prolongenents séparent F . Autrement dit, 1l'hypothése
(Hp) est satisfaite par le couple (E,F).

Si le seni-groupe est traneient, ce qui revient & dire

que les fonctions u(.,j):uo(.,j) sont bornées, on peut faire
cette construction pour p=0,.
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Comme & la fin du §1, construisons une résolvante (V )

sur F , coincidant avec (UD+q) sur E 3 l'ensemble D_ des

3
xeF tels que ¢ rVr -> g vaguement 3 le semi-groupe (Qt)
r->

tel que tre>Qtf soit continue & droite pour feg(F), et qui

adnet (Vq) comme résolvante. La matrice de transition étant
standard, nous avons ECD D*autre part, nous savons que

le semi-groupe Pt = etht cst sousmarkovien, et que sa ré-
solvante (U&) coincide avec (Uq) sur E.

PROPOSITION 7.- Si ieE, la mesure 8iPt est portée par E pour
tout t30, et on a P (4,{j})=p,(i,]) pour tout jeE.
DEMONSTRATION. - Nous avons

1e™ % (1,§)a6 = u (1,3) =/ ¢ R (1, {5])as
Ltunicité de la transformation de Laplace entralne que
pt(i,j)= t(i,ij}) pour presgue tout t. D'autre part, lfindi-
catrice de {j} est une fonction scs dans F, et par conséquent
tr> P(i,{J}) est scs & droite :

P (i,{j}) > lin sup P, _(i,{3h
T - s->0+ t+s

Comme p (i,Jj) est continue, et égale A& P.(i,{ji) sur un ensem-
ble dense, cela entraine Pt(i,{jf) > pt(i,j) . Mais cette iné-
galité ne peut &tre stricte, car sinon on aurait
1> P (i,{k}
= %;E LA
en contradiction avec le caractére narkovien de la matrice (p

) > )" p i,k
kekE

COROLLAIRE.- Soit p une loi sur F ;5 la loi pP. est alors por-
tée par E pour tout t>0.
DEMONSTRATION. - Comme WU, est portée par E, pPy est portée par
E pour presque tout s 3 choisissons un tel s<t. Nous avons
th(F\E) =) pPS(ﬁDI%_S(i,F\E)z 0]

ieE
d'aprés la proposition précédente. Noter que Pt1=1 sur E 3
donc pP .1 = pP.l, et la masse de pP, est constante. Si n

est portée par D_, on a 1lim pP.1 = 1, donc pP_1 = 1 pour tout
P u u
wO. u=>0
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Ceci étant, donnons nous une loi iniviale p portée par &
( donc par Dp)g et construisons un espace probabilisé complet
(€,F,P) , une famille croissante  (Eg) de
trigus, dont chacune contient les ensembles négligeables ;
un processus (Xb) 8 valeurs dans F, dont les trajectoires
sont continues & droite et pourvues de limites & gauche,
adapté A la famille (Et), narkovien , admettant (Pt) conme
semni-groupe de transition et p comme loi initiale - la possi-
bilité d'une telle construction résulte de la prop.5. Nous avons

vu en outre que les fonctions excessives sont continues &
droite sur les trajectoircs d'un tel processus, et que <Xt)
est fortement markovien - ce qui nous permet en particulier
de rendre la famille (gt) continue & droite. Nous savons donc
construire des versions raisonnables de la chaine, 3 valeurs
dans F .

Cependant, la théorie des frontiéres n'utilise pas le com-
pactifié F, meis le compactifié de MARTIN de E, qui est essen-
ticllement un conpactifié du type envisagé dans la premiére

partie, mais relativement 3 une résolvante duale . Il nous
faut donc construire des versions de la chalne 3 valeurs dans

Ew{oo} douées de propriétés raisonnables ( & partir desquel-

les la théorie des frontidres construira les versions & va-
leurs dans l'espace de Martin).

Nous allons décrire deux telles versions - pour la scconde,
on identifie E 2‘1‘1‘\\1’, ®a +w .

PREMTERE VERSION.- On pose Y, (w)=X () si X (w)eE, Y, (w)=®
si Xt(w)éE.

SECONDE VERSION.- On choisit un ensemble dénombrable S dense

dans B., et on pose Z,(w) = lim inf X_(w)
wt? t s->t+0  °
seS

Cette seconde version est la ''version semi-continue infé-
rieurement' de CHUNG. Elle peut &tre décrite sans intervantion
du symbole lim inf, de la manidre suivante. L'application \



-194 -

tvﬁ>Xt(w) 3 valeurs dans F étant continue 3 droite, 1l‘ensemble
de ses valeurs d'adhérence 2 droite dans le compactifié d'Ale-
xandrov de E , 3 1l'instant t et le long de S, ne peut &tre

égal qu'd un ensemble de la forme {a}, ou {a,m}, ou o |(aeE).
De plus on a alors a:Xt(w) dans les deux premiers cas. On pose

alors Zt(w)za dans les deux premiers cas, Zt(w)zm dans le der-
nier.

Nous convicndrons de poser pt(i,a3)=0 pour tout t et tout
ieE, et de néme pt(oo,i)zo, pt(oo,a>)=1. La matrice de transi-
tion se trouve ainsi prolongée 3 Eujw }. Nous conviendrons de
poser Yco =ZOD =® .

PROPOSITION 8.- a) Les processus (Yt) et (Zt) sont des chalnes
de Markov 3 valeurs dans Eu{o}, admettant (pt) comme matrice
de transition et p comme loi initiale. Le processus (Y.) est
bien-mesurable par rapport 3 la famille (gt), et le processus
(Zt) est progressivement mesurable.

b) Si T est un temps d'arrét, on a Yp=2Zp D.S.

c) S1i T est un temps d'arrét, les processus (YT+t>t>O et

(ZTM;)JG>O sont des chafnes admettant (pt) comme matrice de
transition.

DEMONSTRATION. - Le processus (Xt) étant bien-mesurable (ep
vortu de la continuité & droite des trajectoires) il est im-
médiat que (Yt) est bien-mesurable. Nous n'insisterons pas
sur le fait que (Zt) est progressivement mesurable, dont
nous ne nous servirons pas, et qui est établi dans les tra-
vaux de CHUNG.

Nous avons P{XtcEiszt(E)=l pour tout t>0 ( prop.7), donc
Yt=Xt p.s. pour tout t>0 ( et évidemment aussi pour t=0 puis-
que p est portée par E). Par conséquent, (Yt) est bien une
chaine admettant (pt) comme matrice de tramsition et p comme
loi initiale. De méme, si T est un temps d'arrét, le proces-
sus Gﬁ+t) est un processus de Markov qui admet (P%) comme se-
ni-groupe de transition d‘aprds la propriété de Markov forte,
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et le méme raisonnement montre que XT+t=YT+t Pes. pour chaque
t, sur {T<w}, d'ol il résulte que (YT+t)t>O est une chalne
admettant (pt) comme semi-groupe de transition.

La démonstration de la prop.8 sera achevée si nous mon-
trons que YT=ZT P.S. pour chaque temps dfarrét T . La relation
cst évidente sur {T=co}. Sur {I<w |, la relation Zp(w)eE
entraine XT(w)zzT(w), donc YT(w)zzT(w)a Tout revient donc &
montrer que le relation T<oo, ZT:a) entraline p-.s. YT=93 - ou
encore, que les relations T<w , Yp=iel entrainent p.s. bp=i.

Nous nous bornerons 8 traiter le cas simple ol l'ensemble
dénombrable S est l'ensemble des nombres dyadiques. Soit alors
™ la n-idme approximation dyadique de T ( Tnz(k+l)2'n si
k2~ §T<(k+1)2'n) 3 dtaprds la propriété de Markov forte,

P{Xgp#i| Xp=il= 1 - an_Tu,i) . Comme T"-T ¢ 278, XTn tend

en probabilité vers i sur l'ensemble ol Xp=i, et ¥ posséde

donc la méme propriété. On peut alors trouver une suite ny.

d'entiers telle que Y e converge p.sSe. vers i ( c'est A dire
T

soit p.s. égal 8 i pour tout k assez grand), et cela entraine
que 7-=i p.s. sur {YT=i§.

Nous venons donc d‘*établir le théorime de CHUNG, suivant
lequel il existe une version semi-continue inférieurement de
la chalne, satisfaisant 2 la propriété de Markov forte ([1],
chap.II, 89, the.3). Nous allons maintenant interpréter la
topologie induite par F sur E,

LA TOPOLOGIE FINE DE CHUNG

Posons pour tout h>0 , i et J désignant deux éléments de E

dh(laa) = - log; sup Ps(iaj)
Ogs<h

I1 est clair que si h dinminue dh(i,j) augmente , que dh(j,j):
O et que d'autre part, si i£j, p (1,3)g l-ps(i,i) tend vers

0 avec s, de sorte que dh(i,j)h:ioq) . La relation pu*v(i,k)
z p,(1,3)p,(j,k) entraine 4, ,,,(i,k) < dh(i’j)+dh’(j,k)
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Posons maintenant, pour tout jeE et tout w0

Vy(D) = { 1eB : a4, (d,3)<u |
On a VuF\Vu, = Vﬁf\u" Dfautre part, on a jeVu(j) pour tout
u , et la relation keVu/2(j) entraine Vh/2(kj _ Vﬁ(j)- Par
conséquent, il existe une topologie sur E pour laquelle les
voisinages de JjeBE sont les ensembles qui contiennent Vu(j)
pour u assez petit. Cette topologie est la topologie fine
de CHUNG ( [4 ], p.190)

E étant dénombrable, et tout point de E admettant un sys-
téme fondamental dénombrable de voisinages, la topologie fine
sur E admet une base dénombrable d'ouverts. On peut donc étu-
dier la continuité, la semi-continuité... des fonctions réel-
les sur E au moyen de suites convergentes dans E.

Montrons ( toujours dtapré&s CHUNG) que la topologie fine
est sépsrée. OSolent j et j' deux points distincts de E, q
un nonbre compris entre % et 1. Choisissons h assez petit
pour que p.(j,j) et p.(j',j') soient au moins égales & n sur
ltintervalle [O,h]. On a alors pour tout i ph(i,j) > ps(i,j).
ph_s(j,j) > nps(i,j) pour tout s<h, et par conséquent

p,(1,3)
de néne ph(i,jO

TI-CXP[" h(j-nj)]

neexp[~d, (1, 0]

Conme m> L , on a exp[-d, (i,J)]+exp[- h(i,j')] < % < 2, ce
qui entralne que i1 ne peut pas &tre voisin simultanément de
J et de jte.

2
2

PROPOSITION 9.- a) S8i t>0, jeE, la fonction pi(e,3) est conti-
nue pour la topologie fine. La topologie fine est définie par
la famille dénombrable d'écarts

jeB

(x,5) > |pt(x,j)-pt(y,j)| t rationnel >0

b) Si @0, et si h est une fonction bornée sur
E, la fonction U

qh est continue pour la topologie fine(*g La

(%) La fonction Pth est aussi continue (t>0)
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topologie fine est définie par la famille dénombrable 4' é-
carts ( ol p>0 est fixé )

(#,57) = |u (%, D-w, (7,3 (JeB)
DEMONSTRATION.- a) Soit (X ) une suite qui converge vers iel

au sens de la topologie flne. Alors pour tout h sup Py (x ,1)
O<s<h

tend vers 1 lorsque n->o00. Soient t>0, s<t 3 nous avons

(X 93) Ps(xn’i)pt-s(i’j)
La fonction p.(l,J) étant continue, choisissons h assez
petit pour que s< h entrafne Ipt_s(i,j) - pt(i,j)lge, puis

n assez grand pour qu'il existe s <h tel que DPg (xn,i) >
l-e. Alors n

(X ’J) (1"8)(pt(i,j)'8)

Autrement dit, les fonctions Pt("j) sont semi-continues in-
férieurement pour la topologie fine. Comme leur somme sur j
est la fonction 1, qui est continue, chacune d'elles est con~
tinue.

I1 en résulte que si h est une fonction comprisec entre O
et 1 la fonction Pth est soni-continue inférieurement pour la
topologie fine 3 mais il en est de m&me pour E%(l-h), et la
somne de ces deux fonctions est la fonction continue Pt1=l.
Par conséquent P%h est continue.

Considérons maintenant une suite (xn) d'éléments de F
possédant la propriété suivante

pour tout t rationnel >0, tout jeE, Pt(xn’j)'>pt(i’j)

et montrons que la suite X, converge finement vers i. Cela
entrainera que la tapologie fine est déterminée par la famil-
le d'écarts indiquée. Or soient h un nombre >0, &>0, choisis-
sons t rationnel tel que t<h, et que pt(i,i)>1-e $ on a alors
pt(xn,i) > l-e pour n assez grand, et par conséquent

sup P (x ,i) =>1

O<s<h n n->00
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ce qui exprime que xn€>i finement.

Les fonctions p.(.,J) (t>0) étant continues pour la to-
pologie fine, le théordme de Lebesgue entraine aussitdt que
les fonctions u_(.,J) sont finement continues, et la relation
Ul = 1/q entralne ( comme dans la démonstration faite plus
haut) que Uqh est finement continue.

Fixors maintenant p, et considérons la topologie T défi-
nie par la famille d'écarts lup(x,j)-up(y,j)| 3 T est métri-
sable, meins fine que la topologie fine, et il nous reste &
montrer que toute suite (xn) qui converge/T vers ieE converge
finement vers i, ce qui entrafnera 1l'identité des deux topolo-
gies. Le méme argument que ci-dessus nontre que toute foncti-
on U . h ( h bornée) est continue/g o L'équation résolvante en-
traine alors le méme résultat pour toute fonction Uqﬁ (f
bornée), car une telle fonction est combinaison linéairé de
deux fonctions du type précédent. En particulier, Uquh est
continue/g pour toute fonction bornée h.

Supposons alors que la suite (xn) ne converge pas finement
vers i 3 quitte 3 extraire une suite partielle, nous pouvons
supposer ltexistence d'un h>0, d'un &>0 tels que l'on ait pour

tout n
sup ps(xn,i) < 1l-¢

Ogs<h
Mais alors on a pour tout n et tout h's h
h' _
I 7 eS8, (x ,1) ds < 1-¢
ht 0 son =

Mais ceci est la valeur au point X, de 1la fonction continue/g

J_- - _ph' . . P '
h:[UPIii} e UpPh'I{i}]’ et il en résulte que l'on a pour

tout h'< h P
L Re Py (4,i)ds < 1-¢
h'0 S = _
en contradiction avec le fait que ps(i,i) -> 1 . Cela

s->0
achdve la démonstration.
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COROLLAIRE.- a) La topologie fine est identique 3 la topologie
induite par F sur E.

b) Pour presque tout wel), l'application Z.(w) posside la
propriété suivante

pour tout t tel que Z (w)eE, on a Z (w) = lim fine Z (w)
+t — t s
s->%t+0
seS

DEMONSTRATION.- a) est évidente. Pour établir b), désignons par
H l'ensenble des we2 tels que Zs(w)el(donc Zs(w)zxs(wf3 pour
tout seS 3 on a P(H)=1 d'aprds la prop.8, et l'asscrtion b)

se réduit pour weH 3 la continuité & droite dans F du proces-
sus (Xt).,On a bien entendu un résultat analogue pour la ver-
sion (Yt)' Nous avons rctrouvé ainsi le th.4 du chap.II,§ 11

de CHUNG [4].
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D'autre part, des travaux récents et non publiés de DOOB contiennent
les applications & la théorie des chaines de Markov qui ont été don-
nées ci-dessus. Bien que la compactification utilisée par DOOB soit

la méme que celle qui est utilisée ici, DOOB emploie des méthodes
différentes, et développe beaucoup plus les applications de la compac-
tification dans la direction de la " théorie des frontiéres".

* cL’aPzés ia rematque duw howt de l8 page 194.
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