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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1966/67

LES RESOLVANTES FORTEMENT FELLERIENNES
D'APRES MOKOBODZKI

INTRODUCTION.~ MOKOBODZKI a remarqué récemment qu'un théoréme de GRO-
THENDIECK? suivant lequel le produit de deux opérateurs faiblement
compacts d'un espace C(K) est fortement compact,entraine que le produit
de deux noyaux fortement fellériens est " fortement fellérien au sens
strict" « On en déduit que les noyaux d'une résolvante ou d'un semi-

groupe fortement fellérien sont fortement fellériens au sens strict,
ce qui permet de simplifier beaucoup de démonstrations. MOKOBODZKI
en déduit dtautre part d'importantes conséquences pour les noyaux

" mesures harmoniques™ en théorie du potentiel.

Nous allons donner ici une démonstration de ces propriétés, indé-
pendante du théor2me de GROTHENDIECK cité plus haut - et moins géné-
rale & certains égards, car nous allons utiliser la positivité des
noyaux. Nous commencerons par traiter le cas métrisable, qui est de
beaucoup le plus intéressant en pratique, et nous nous bornerons 3

quelques indications sur le cas non métrisable.

NOTATIONS.- Si E est un espace séparé, nous noterons C(E) l'espace des
fonctions réelles continues bornées sur E, B(E) l'espace des fonctions

e o e s o gvon

réelles boréliennes bornées sur E ; ces deux espaces seront munis de
la norme de la convergence uniforme. Nous noterons M(E) l'espace des
mesures ( abstraites !) bormées, sur E muni de sa tribu borélienne.
Soient E et F deux espaces séparés, V un noyau sousmarkovien de E
dans F ( le mot noyau est pris au sens abstrait). On sait qu'il est
intéressant de définir diverses "propriétés de FELLER"™ pour V :

Ld

Propriété Fl.— Ltapplication x'—>»eXV de E dans M(F) est continue
pour la topologie étroite sur M(V) . Autrement dit, feC(F) => VfeC(E).

Propriété F2.— Lt'application xue>sxV est continue pour la topologie
faible O(E(F),E(F)). Autrement d4dit, feg(F) => VfeC(E).

Propriété FB" xr+>exV est continue pour la norme des mesures.

* GROTHENDIECK : sur les applications linéaires faiblement compactes
d'espaces du type C(K). Canadian J.Math. 5, 1953. Voir surtout DUN-
FORD-SCHWARTZ , Linear Operators I, p.493-494.



- 172 -

Ces trois propriétés s'énoncent habituellement : V est fellérien,
V est fortement fellérien, V est fortement fellérien au sens strict.
Cette terminologie est lourde, et nous dirons simplement VeFi, i=1,2,3.

Voici le théordme de MOKOBODZKI

THEOREME 1.- Soient E,F,G trois espaces métriques séparables , V un
noyau sousmarkovien de E dans F, W un noyau sousmarkovien de F dans G.
Supposons que l'on ait VeFa, WeF, 3 alors on a VW6F3.

La démonstration résulte de deux lemmes, intéressants par eux
némes :

LEMME l.- Soit (gn) une suite d'éléments de la boule unité B1 de B(G).
I1 existe une suite (gﬁ) extraite de (gn), et une fonction geB,, telles
que Wgﬁ converge simplement vers Wg.

DEMONSTRATION. - Soit (y,) une suite dense dans F , et soit A=)_ Z-mey Ww.
m m

Toutes les mesures syW (yeF) sont absolument continues par rapport 2

la mesure positive bornée A : en effet, soit f une fonction positive
bornée A-négligeable 3 la fonction continue Wf est nulle aux points Ty
et donc partout. Extrayons alors de la suite (gn) une suite (gﬁ) , telle
que les gﬁ convergent vers une fonction borélienne geBl pour la topolo-
gie faible G(La)(h),Ll(A)), ce qui est possible du fait que LL (A) est
le dual de l'espace de Banach séparable Ll(h). Les mesures ¢ _W admettant
des densités par rapport & A, qui appartiennent & Ll(A); on a <syW,g> =
lim <eyW,g£ > , et le lemme est établi.

n

LEMME 2.~ Soit (fn) une suite d'éléments de g(F) qui converge simplement,
en restant bornée, vers une fonction feB(F). Alors VE, converge unifor-
mément vers Vf sur tout compact de E.

DEMONSTRATION. - I1 suffit de traiter le cas od £=0. Posons h = sup l£, 13
m>n

comme lanl < Vh, , il suffit de montrer que Vh, -> O uniformément. Mais
hn€>0 en décroissant, donc th ->0 en décroissant § comme theg(E) dta-
prés F,, le lemme de DINI donne le résultat cherché.

Prouvons le théor@me 1. Désignons par Bl la boule unité de g(G), par
U le noyau VW , par K un compact de E, et par Cg l'ensemble des restric-
tions & K des fonctions Uf (feBl) 3 C, est une partie de la boule unité
de C(K), et les lemmes 1 et 2 combinés montrent que de toute suite
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(hn) d'éléments de Gy, on peut extraire une suite qui converge unifor-
mément sur K vers un élément de C;. Par conséquent, d'aprds le théora3-
me 4'ASCOLI , Cl est une partie équicontinue de g(K). Autrement dit,
d désignant la distance sur E

Ve>0, >0 : xeK, yekK, d(x,y)< n = sup |U£5-Uf7| < ¢

= feB; =

Ceci équivaut 2 stU - sjUH < ¢ o Pour obtenir 1'énoncé, il suffit
maintenant de choisir pour K l'ensemble des points d'une suite con-
vergente.

Voici une application du théor2me 1 ( il est sans doute inutile
de détailler 1l'énoncé analogue, relatif & un semi-groupe sousmarko-
vien).

THEOREME 2.~ Soit (Vp) une résolvante sousmarkovienne sur un espace
métrique séparable E 3 si les noyaux Vp poss&dent la propriété F,,
ils poss@dent aussi la propriété F

3.
DEMONSTRATION,- Soient >0, g>p 3 nous avons VP = (q-p)Vq‘VP + Vq .
Ltapplication x> €_V _V_ est continue pour la topologie de la norme

xXqp
des mesures, d'aprgs le th.l et la définition de la propriété F3 H

l'application xr—>-equ converge uniformément vers O sur E lorsque

q->o , car || eV, | g 1/q 3 d'od aussit§t 1'énoncé.

q

LE CAS NON METRISABLE
Nous recommandons vivement d'omettre ce qui suit. Nous alloas

traiter le cas ol E,F,G sont trois compacts non nécessairement mé-
trisablese.

Montrons que le lemme 1 reste vrai dans ces conditions . A tout
ensemble borélien A de G, associons la fonction W(IA)eg(F) 3 pour
toute mesure bornée p sur F ( i.e. tout élément du dual de C(F) ),
l'application Aw> <u,W(IA)> est une mesure réelle sur F . L'ap-
plication Av—> W(IA) est donc une mesure vectorielle & valeurs dans
C(F), au sens de DUNFORD-SCHWARTZ , loc.cit. p. 318, et les théore-
;es classiques sur les mesures vectorielles (D-S , lemme 5, p.321)
entratnent l'existence d'une mesure positive bornée A sur G, telle
que A(A)=0 = W(IA)zo - autrement dit, que toutes les mesures e W

y
soient absolument continues par rapport & A.
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Soit (gn) une suite d'éléments de Bl y et soit T la tribu engendrée
par les fonctions g, : T est une tribu séparable, et l'espace Ll(g,k)
est donc séparable. Extrayons donc de la suite (gn) une suite (gﬁ)
qui converge faiblement vers une fonction I-mesurable g, pour la topo-
logie faible o(Loo(g,A), Ll(g,h)) s mais les mesures eyW ont des densi-
tés par rapport & A sur la tribu T, et il en résulte comme plus haut
que Wgﬁ converge vers Wg! simplement.

I1 n'y a rien 3 modifier au lemme 1, et presque rien & changer &
la démonstration du théordme - seulement le remplacement d'une dig-
tance 4 par un écart d compatible avec la topologie de E.




