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DEPARTEMENT DE MATHEMA TIQUE

STRASBOURG

Séminaire de Probabilités Février 1967

UN THE".ORF.\JME DE LINNIK

(par J. P, Igot)

Yu V., LINNIK a démontré, entre 1956 et 1960, plusieurs théorémes
concernant la décomposition des fonctions caractéristiques indéfiniment

divisibles, Cependant les démonstrations sont souvent longues et délicates (1),

Récemment I, V, OSTROVSKIY a repris la question et montré que
ces théorémes étaient vrais pour une classe plus vaste de fonctions : celle
des fonctions entiéres a créte , ce qui a permis d'obtenir des démonstrations

plus simples,

Le théoréme proposé ici traite de la factorisation de la composition

d'une loi de Laplace-Gauss et d'une loi de Poisson (2).

RAPPELS ET DEFINITIONS ,

Soit X une variable aléatoire (v, a. ) et ‘-f sa fonction caractéristique

(f. c. ); (P est la transformée de Fourier de la loi de probabilité de X,

1.1, - Une f, c, est dite indéfiniment divisible (f, c. i, d, ) si, pour tout
nombre réel positif d, &P (t) est une f, c, ., La loi associée est dite indéfini-

ment divisible (1,1, d, ).
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On a une représentation canonique de telles f. c,, due a Lévyet

Khintchine :

2.2 . ) 2
(1) Lo (t)=i¥t - Tt (eftU g i )1+u d p(w)
g Y " fR 14-u2 > P (u

( ¥ ,0 réels, JA- mesure positive bornée sur R, ne chargeant pas

l'origine ),

},2, - Sil désigne la classe des 1.i.d, , on désigne par I celle des

1.i,d, qui n'ont que des composantes elles-mémes indéfiniment divisibles,

Si Pestlaf,c, d'une telle loi, et sil'ona Y (t) = (Pl (t) ‘-PZ (t) ou
(Pl , (pz sont des f, c,, alors (Pl et ('PZ sont des f, c, i, d, .

On a le

1.3. - Théoréme de Cramer (3).

Les lois normales sont dans Io
et
1.4, - Théoréme de Raikov (3).

Les lois de Poisson sont dans I0

Linnik a établi le théoréme suivant, qui contient les deux précédents :

1,5, - Théoréme de Linnik (1),

La composition d'une loi normale et d'une loi de Poisson est dans Io'

C'est un théoréme un peu plus général, démontré par Ostrovskiy (2), qui

fait 1'objet du présent exposé,
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2, INTRODUCTION DES FONCTIONS DE LA VARIABLE COMPLEXE .,

2.1.- Une f.c. Pdont la série de Taylor au voisinage de l'origine
admet un rayon de convergence R strictement positif, peut se prolonger
analytiquement dans une bande® = R + i (I " voisinage réel de l'origine),
du plan complexe, son expression dans B s'obtenant en remplacant t réel

par t complexe dans l'intégrale de transformation de Fourier,

2.2, - Kpsatisfait dans@) a la propriété de créte :

x+iy€g

Pix+iy) < (iy)
l | < e R

2,3,- Si, de plus 3= C, la f,c. est entiére et 1'on pourra utiliser les
propriétés des fonctions entiéres A créte pour démontrer des thédrémes sur

les £, c.

2.4. - Comme enfin les f, c, entidres se factorisent en f, c, également
entiéres (théoréme de Raikov) Ostrovskiy établit le théoréme suivant, qui

contient le théoréme de Linnik,

2.5, - Théoréme :

Soient \Pl EL\PZ deux fonctions entiéres, 3 crate, telles que

kPl Q) = (pz (0) = 1 et vérifiant :

X(eit-1)+i]3t-25 ¢

(1) \Pl(t) ‘Pz(t) = LP(t) = e A, & positifs
B réel
alors it . 2
— N (e-1)+ip _t-F_t
P =™ mom
'J\m , Kmpositifs
Pm réel
m=1,2

Pour la démonstration de ce théoréme, nous utiliserons deux lemmes sur

les fonctions entiéres, qui ont leur intérat propre,
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2,6, - Lemme

Soit f une fonction holomorphe de z pour x ¢ ArgZ <3 Lelle que

¢
l)|f(z)‘éKelz‘Four‘ o g Arg z5$

10( T
2) 11 (x ek o {e<—P—:T

3) !f (x et ?}) ISK Kest une constante positive

alors f(z) est bornée pour toutz : X £ Argz < B

Démonstration :

a) Soit D le domaine défini par & Argz & B
|z|<R

~
etw ( z, AB, D) la solution du probléme de Dirichlet dans D avec

les conditions limites ~
1 sur l'larc A B

0 sur aD - AAB

~ M~
@W(z,AB, D) est la mesure harmonique, en z, de AB par rapport a D,

On a : T T
~ , (eioaR)/S-d ., B

W(z, AB, D}=7 0 @ = Arg — =
(elo(R) B-o + 2z B-X

(le résultat est immédiat sur le demi-~-cercle correspondant a

eys . . T iIT
o= 0, P=TT etl'on utilise 1' application . L a1
Zz o Z=z P o P

qui transforme le domaine D en un demi-cercle,
b) La fonction sous harmonique Log |f (z) | est, par hypothése, majorée
par m = Log K sur{ oD - AB} et par M = Log K + R sur AB
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¢) La fonction harmoniquec MW + m (1 - W ) est égale & m sur D -AB
et M sur A\B,donc majore Log|f (z) | sur la frontiére de D, D'aprés le prin-

cipe du maximum, elle majore L f (z) | dans tout le domaine D,
p og

d) On voit immédiate ment que, pour R tendant vers l'infini,

il résulte alors de c) que R P-%
r?
Log!f(z)lzo(—-——n) R—> © 2z€D
R P~

par suite f (z) est bornée pour tout z

& < ArgzéP

Corollaire 2,7, -

Soit f (z) une fonction entiére, bornée sur l'axe réel et 4 croissance
Ot—— P—

lente, c,a.d, |f(z)] = 0 lzl Y |z] —9> pour un certain n,

alors f est constante,

Démonstration :

On applique
1) la propriété 2,6, - pour X =0 et P =

puis pour & =TretF= 2T en prenant f< 4.

v

2) le Théoréme de Liouville

2.8, - Lemme

Soit f (z) une fonction entiére, périodique de z, de période T et

satisfaisant a

@) [£(z) | = 0(el ') L positif
12| — %o
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alors le développement de Fourier de f ne comprend qu'un nombre fini de

termes et l'on a :

K =W zﬂ;zk
f(z) = Z ¢ ©
k =-W

Démonstration :

avec W = [ll—l—-l-‘—]

2

a) La période T est complexe, rnais on se raméne a T positif en

prenant fl(z) =f(ze ®)avec T = |T! et . fl est alors entiére périodique

de période IT | et vérifie (2).

b) Pour T >0 et x réel, on a

o 2]1'11‘xk
f(x)=_ ) € et
k =0

T+i0

N

. h'Y
>

On intégre la fonction entiére f (z) e

_zTYixk
ck=——1-j fi{x)e T dx
T

A4 c) Montrons que ¢, est nul pour ]kl yw
2Tizk

pour k fixé sur lc

contour D ci-contre (@ # 0) et, cn tenant compte de la périodicité de f, on

obtient
2MMixk 2TTk9O
1 T - T T
ck=——-f f(x+iQ ) e e dx
T 0
et en vertu de (2)
ol 2T k@
fe I€K LIT + ) T pourle ‘grand
soit alors k>W
2Tk
£ - >
==L+ MN>o

faisons tendre @ vers - o0
|Ck.‘ £<Ke
d'ou

ck=0

L (T+I9|)e- Liele- M -]
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De méme, Supposons i £ -, et posens

2 Tk _
T =-L-7

faisons tendre & vers +60 ,ul vient

ck =0
2z k
d) les fonctions f (2) et Ecl e T sont entiéres et coincident
s
sur l'axe réel, donc
" 2 T\';z Kk
f(z)=zwcke ze C

3 . DEMONSTRATION DU THEOREME 2.5. -

a) Il résulte de (1) que\Ql et (p, n'ont pas de zéros.

(t)
Soit LPl(t) = e 1 ted, ¢1(0)=0

“Posons g(z) = ¥ (-iz) zeC

nous allons établir que :

g(z)=xl(ez- 1)4:-3'1 ZZ+P>12

)\1 ’ Xl positifs

Pl réel

b) soit u(x,y) = Re { g(x + iy)} x , y réels

u (X,Y)=—é- [g (x+iy) + glx - iy)] puisque g est réel
pour z réel

On a (3) 0 € ulx,0) - ulx,y) £ 25\ e sin2 % + 8 y2
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en effet, la propriété de créte permet d'écrire :

9, i) ¥, (e+i) P )
¥, 6rie) ¢, ) YioritT)
. 2 A e-T sinz-a-:- +Z°'2
14{ AR e 2
’(?l(owi'c)
; -T 2 o 2
0{Y¥, (iT -Re ¥ (d+iT) < 2de sin° T + YO
2
On pose alors : =y
T=-x

c) [ulx, 0 & YeX+ ¥ + K [ x|

En effet ‘PZ étant une fonction entiére 3 créte, b(T) = (‘(’Z(i'c )('CGR)
est une fonction convexe de T (th, de Dugué) et b (0) = 0 ; par suite, si

désigne la dérivée de b(® ) a l'origine, on a

b(T ) ) -\l %]

mais W ET)+ Y0 T = AT o+ g P

d'od l\rl G Vg Ae® + 0 T2 lBlITl +l] T

et 1'on pose T =-x
d) I1 résulte de b) et c) que

@4 lueoyl € 3X3&E + ¥ G +y)+K | x|

e) Montrons alors que :
5) lg @)= 0 Uzle R 24 21°) 2] —



-119 -

En effet, la formule de Schwartz (ow [§(<3)

2T . if
g(z+§ )=;—-lﬁ-'£ Re(g(z-l-el‘p))-:-i—\é-t——f— d\e-l-ilm.[g(Z)]

donne, en dérivant par rapport a \i au point § =0,
2N . zZ=XxXtiy
_ 1 . -ilp
g|(z)-—ﬁ-/o u(x+cos‘P ,y+sm(P)e d‘{)(x,yeil{)
|z} — © d'apres (4)

lg‘(Z)'=0(eReZ+ iztz)

1
mais g (z) = zf g' (zt) dt
0

Re =z 3

donc | g (2) l € o(]z]e + lz] [z — o0

f) Posons, pour x complexe, ety réel

ulx,y) == (g (x+iy)+ glx - iy))
2

il résulte alors de (5) que

Rex+Ix’»3) x| —> s

y fixé

(6) ulx,y) =0((x]e

montrons alors que 'X (x) = u(x,0) - u(:t,!.ﬂl (x € (C) est constante

on a X (x) bornée pour x réel d'aprés (3)

v & (x)\ =0 ( Kx§3 ) pour x imaginaire pur, |x| —

|\ (=)= 0 (e%‘x‘ ) (I%|—»0) d'apres (6)

Considérons alors, pour Re x > Q, la fonction

Vi = X
(x+1) >
Dans chacun des domaines 0 Arg xéﬂ- et L £ Arg x< 0, V (x) satisfait
2 2

aux conditions du lemme 2, 6, -
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V (x)est donc bornée pour Rex > 0

on applique le m&me raisonnement, pour Re x £ 0, i la fonction

W (x) = X (x)
(x - 1)
par suite
D‘(X)‘=0(lxl3) {x]———\,oc
mais

’X, (x) bornée pour x réel
)(. est donc constante d'aprés le corollaire 2, 7, -
g) -Z'X(z)‘—‘g(z+2ﬁi)+g(z-2ﬂi)~2g(z) = C

donc la fonction g; (z) =g(z) -g(z-2 m i) - Lz

2T
est entidre, périodique de période 2 11 i , et satisfait & :
lgl (z) [=O(e3‘zl/z) sz——)oo
on peut lui appliquer le lemme 2, 8, :
z

- z -
g (z) —A°+A1e + A, e
mais pour x réel, tendant vers -oc , on a g (®l= 0(IxI 3)

d'aprés (6), il en sera de méme pour g;ydonc A2 =0 et

- z
g(z)-g(z~ZN1)-Bo+Blz+B2e

h) la fonction Bo + iTTBl B1 ZZ Bz
g, (z) = g (2) - ( ) z - - -

2T 4 4T i  2mi

est alors également entiére, périodique, de période 2 T i et satisfait &

31zl/2
le, (2) [ =0 (e ) 1z —> 0
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le lemme 2, 8, - permet donc encore d'écrire

_ z
gz(z)—Co+C1 e

et
- 2 z z
g(z)—Do+Dlz+D2z +Dye tDyze

i) e (z) est réel pour z réel, donc Do’ Dl’ DZ’ 3 D4

sont réels
P g (0) = 0 donc D3 =-D°

_ 2 x x
X)u(x,o)-Do+D1x+D2x -Doe +Dyxe
donc D,=0 d'aprés c)

3 ulx,0)-ulx,y)=D, y2 -ZDOexsinzl

2
alors, pour vy =2[l on déduit de (3) que D, > 0
pour y = w )
x—>00 OR déduit de (3) que Do £ 00
soit alors Moo= D
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