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UN THÉORÈME DE LINNIK

(par J. P. Igot)

r 1

DEPAR TE MENT DE MA THE MA TIQUE
STRASBOURG

Séminaire de Probabilités Février 1967

Yu V, LINNIK a démontré, entre 1956 et 1960, plusieurs théorèmes
concernant la décomposition des fonctions caractéristiques indéfiniment
divisibles, Cependant les démonstrations sont souvent longues et délicates (1).

Récemment I. V. OSTROVSKIY a repris la question et montré que
ces théorèmes étaient vrais pour une classe plus vaste de fonctions : celle
des fonctions entières à crête , ce qui a permis d’obtenir des démonstrations

plus simples.

Le théorème proposé ici traite de la factorisation de la composition
d’une loi de Laplace-Gauss et d’une loi de Poisson (2).

1 . RAPPELS ET DEFINITIONS .

Soit X une variable aléatoire (v, a. ) et sa fonction caractéristique
(f. c. ); ~.~ est la transformée de Fourier de la loi de probabilité deX.

I, 1, - Une f, c, est dite indéfiniment divisible (f. c, i, d, ) si, pour tout
nombre réel positif d, est une f, c.. La loi associée est dite indéfini-
ment divisible (1. i. d, ),
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On a une représentation canonique de telles f, c, , due à Lévy et
Khintchine :

( 1 ) > Log 03C6 ( t ) - i  t - ---- 
+ R ( e - 1- itu 1+u2)1+u2 u2 d  (u)

( y ce réels,  mesure positive bornée sur CR, ne chargeant pas
l’origine ~,

1. 2. - Si 1 désigne la classe des 1, i. d. , on désigne par Io celle des
I, i, d, qui n’ont que des composantes elles-mêmes indéfiniment divisibles,

Si ? est la f. c. d’une telle loi, et si l’on a ~ (t) = ~ 1 (t) ~ 2 (t) où

(D. , t~ sont des f. c. , alors ~. et ~ sont des f, c, i, d, , °

On a le

1, 3. - Théorème de Cramer ~3),

Les lois normales sont dans I
o

et

1, 4, - Théorème de Raikov (3 ).

Les lois de Poisson sont dans 1
o

Linnik a établi le théorème suivant, qui contient les deux précédents :

1, 5. - Théorème de Linnik (l).

La composition d’une loi normale et d’une loi de Poisson est dans Io.

C’est un théorème un peu plus général, démontré par Ostrovskiy (2), qui
fait l’objet du présent exposé.
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2 . INTRODUCTION DES FONCTIONS DE LA VARIABLE COMPLEXE .

2. 1. - Une f. c. 03C6 dont la série de Taylor au voisinage de l’origine
admet un rayon de convergence R strictement poeitif, peut se prolonger
analytiquement dans une bander = !R f voisinage réel de l’origine),
du plan complexe, son expression dans B s’obtenant en remplaçant t réel

par t complexe dans l’intégrale de transformation de Fourier.

2. 2. - 03C6 satisfait dans B à la propriété de crête :

}~(x+iy) { ~ 
y ~ R

2.3. - Si, de plus D= (C, la f. c. est entière et l’on pourra utiliser les

propriétés des fonctions entières à crête pour démontrer des théorèmes sur
les f. c.

2.4. - Comme enfin les f. c. entières se factorisent en f. c. également
entières (théorème de Ra.ikov) Ostrovskiy établit le théorème suivant, qui
contient le théorème de Linnik.

2.5. - Théorème :

Soient deux fonctions entières, à crête, telles ue
~ (0) =~ (0) = 1 et vérifiant : 

-’,- --" , -. -- --’----- "

(D~l(t)~(t)=~(t)= e 
t~ 

positifs
S réel

~ +i~ ~ ~ t-~ t~

03B2m réel
m = 1,2

Pour la démonstration de ce théorème, nous utiliserons deux lemmes sur
les fonctions entières, qui ont leur intérêt propre.
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2. 6, - Lemme

Soit f une fonction holomorphe de Z pour 03B1  Argz  03B2 telle que

1) 03B1  Arg z  03B2

2) |f(x ei03B1)|K où {P  03C0 03B2 - 03B13) {f (x ei 03B2) |K K est une constante positive

alors f(z) est bornée pour tout z : ~~ Arg z  

Démonstr.ation :

a) Soit D le domaine défini par 03B1  Arg z  03B2

/~B

et 03C9 ( z, AB, D) la solution du problème de Dirichlet dans D avec

les conditions limites
rB

1 sur l’arc AB

03C9 ={0 sur ~D - AB
~B ~~

CJ(z,AB, D) est la mesure harmonique, en z, de AB par rapport à D.

On a: TT 
(e

i 03B1R) 03C0 03B2 -03B1 - z 03C0 03B2 - 03B1

OJ(z, AB, Qt 0 = Arg 

/ ei03B1R)03B2-03B1 + z 

(le résultat est immédiat sur le demi-cercle correspondant à

o( = 0, 03B2 = TT et l’on utilise 1 ’ application : 
z ~ Z = z ’ 03C003B2-03B1 e 

-i03B103C003B2-03B1
qui transforme le domaine D en un demi-cercle.

b) La fonction sous harmonique Log |f (z) ) | est, par hypothèse, majorée
par m = Log K sur{~D - AB} et par M = Log K + R sur AB.
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c) La fonction harmonique M 03C9 + m (1 - W ) est égale à m sur ÔD -AB
et M sur A B donc majore Log|f (z) } sur la frontière de D. D’après le prin-

cipe du maximum, elle majore Log I f (z) ( dans tout le domaine D.

d) On voit immédiate ment que, pour R tendant vers l’infini,

il résulte alors de c) que R ~

Log 1 f z> 1 = o 
(R R 03C003B2-03B1) 

R - ùo z é D

par suite f (z) est bornée pour tout z :

Argz~

Corollaire 2. 7. -

Soit f (z) une fonction entière, bornée sur l’axe réel et à croissance

lente, c. à, d, ~ f (z) ~ 1 = 0 ( ~ z ~ n ) pour un certain n,

~ alors f est constante. 
’

Démonstration :

On applique _

1 ) la propriété 2. 6. - pour 4 = 0 et ~ = ~ ~
puis pour 203C0 en prenant P  1.

2) le Théorème de Liouville

2. 8. - Lemme

Soit f (z) une fonction entière, périodique de z, de période T et
satisfaisant à : : 

~ ’

(2) (f (z) ( = 0 Z ~ ) L positif
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alors le développement de Fourier de f ne comprend qu’un nombre fini de
termes et l’on a : : 

f(z) = 03A3 k =03C9 k=-03C9cke203C0izk T avec 03C9 = [|T|L 203C0]
Démonstration :

a) La période T est complexe, mais on se ramène à T positif en

prenant f.(z) = f (ze ~ ) avec T = e~ . f. est alors entière périodique
de période !T ! 1 et vérifie (Z). 

’

b) Pour T > 0 et x réel, on a

f (x) = 03A3+~ k=-~ ck e 203C0ixk T 
et ck 

= 1 T T0 f (x) " e qF dx
~ 

k = 0 , j_1, j_ 2, .......

i0 ~ T + iû

B/ 
~-~ c) Montrons que est nul pour )kj ~ U

-203C0izk T

On intègre la fonction entière f (z) e 
-- 

2014T20142014 " 
pour k fixé sur le

contour D ci-contre (9~0) et, en tenant compte de la périodicité de f, on

obtient

c, 
= 20142014 i / f 

" 
f (x + i0 ) > e * 

203C0ixk T 

e 
T ° 

dx

et en vertu de (2)
2~0

c~)Ke~T+~~ e 
T ’ 

soit alors k >CJ

~=L+T) 1>0

~ 

~= ,
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J)e supposons h  -03C9,

~-r~-=- 
faisons tendre  vers +00 , il vient

~= ’

d) les fonctions f (z) et ck e 
203C0 z k T 

sont entières et coincident

sur l’axe réel, donc 

~ 
’~- 

’

f (z) =~c~ e 
~ 

z &#x26; C

-03C9

3 . D E MONS TRA TION DU THÉORÈME 2. 5. -

a) Il résulte de (1) et 03C62 n’ont pas de zéros.

Soit03C61(t)=e03C61(t) t, 
03C61(0)=0

= ~(-1 ~ ~~C

nous allons établir que :

g(z)= ~ (e~- 1)+ ~~ ~+ ~~

X ~, ~ i positifs

? réel

b) soit u(x, y) = Re f g(x + iy)j x , y réels

u(x,y)=2014 rg(x+iy) + puisque g est réel

pour z réel

0~ (3) > 0~u(x,0)-u(x,y)~ 2B + ~ y~
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en effet, la propriété de crête permet d’écrire :

~(iC) > 
= 
~ (T+i’C) > , 

) 03C62 (i03C4) f(r+iT)

1 |03C61 (i 03C4) 03C61(03C3+i03C4) | . e 

2 Â e 

- ’1: 
sin 

2 

" + Õ (j 2

0  03C81 (i03C4) - Re 03C81(03C3+i03C4)  203BBe-03C4 sin 203C3 2 + 03C32
On pose alors: 03C3 * y

T=-x

C)t-u(x,0~4~e"+~x~ + K (x)

En effet ~P- étant une fonction entière à crête, ’ b(*C) = (C(R)
est une fonction convexe de T (th. de Dugué) et b (0) = 0 ; par suite, si o

désigne la dérivée de b ( T ) à l’origine, on a

b ( T ) ~ -~’ t~ ’

mais ~(it:)+ ~(i t)= ~(e’~ - 1)+ 

~e-~ + 3~ ~~ +t~ 1 ~~ ~ ~’ 1 

et l’on pose T =-x

d) Il résulte de b) et c) que

(4) 3 À e" +~ (x~+ y~)+K [x~ i

e) Montrons alors que :

(5) g(z)j= 0 tz~ ) 
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En effet, la formule de Schwartz (où (~~3)

g (z +  ) > =2014 d 03C8 + i 

donne, en dérivant par rapport à  au point 5 = 0,

g’ (z) = 1 03C0 u x + C°S&#x26; > Y g’ (z) = u (x t y + sin 03C6) e - 
1 

d 4p BX, y Ë iR

1 g’ (z) i = 0 (e Re z + > |z| ~ ~ d’après (4)

mais g (z) = 
0

donc 1 g ~Z) ~ ~ ~ ~ ~ z ( e Re Z 2014~ ~

f) Posons, pour x complexe, et y réel

u(x,y) = 1 (g (x + i y) + g(x - i y))
2

il résulte alors de (5) que

(6) = 0 ( (xl + ( xl 3 ~ > I x ~ ~ ---~ °~’

y fixé

montrons alors que X (x) = u (x, 0) - est constante

on a X (x) bornée pour x réel d’après (3)

(x) B = 0 ( Ixl3 ) pour x imaginaire pur, --~ a’

~’i~,(x)~= 0 ~e’~~x~, d’après (6)

Considérons alors, pour Re x ~ Q. la fonction

v (x) = 
‘~C cXi

cX+ ~ > 3
Dans chacun des domaines 0  Arg et -L- ~ Arg x 0 , V (x) satisfait

aux conditions du lemme 2. 6. - 
2 2
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V (x)est donc bornée pour 0

on applique le même raisonnement, pour Re x  0, à la fonction

w(x) =-2Lj~
(x- 1~

par suite

)~(x)i= 0(!xf~) {x~20142014~ ~

mais

A~(x) bornée pour x réel

)C est donc constante d’après le corollaire 2.7. -

==g (z+2 TTi)+ g (z - 2TTi)-2g(z) = C

donc la fonction g.(z)= g(z)-g(z-2Îf i) - 2014~ ~

203C0i

est entière, périodique de période 2TT i , et satisfait à :

|g1 (z) t= 0(e3|Z|/2) |z| ~ ~
on peut lui appliquer le lemme 2. 8. :

g1 (z) = Ao + A1 e z + A2 e -z

mais pour x réel~ tendant vers -no , on a ) 1 g (x)t= 0( ( ~x)~)
d’après (6), il en sera de même pour g. donc A = 0 et

g(z)- g (z - 2TTi)= B + B, z+ 

h) la fonction 
_, B 

o 
B

g2 (z) = g (z) - (Bo + i 03C0B1 203C0i) z - b1 z2 403C0i - b2 203C0i . z e z

est alors également entière, périodique, de période 2 03C0 i et satisfait à

, ~2 (z)t=0(e f = 0 3~/2 ) }z(__~~o
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le lemme 2.8. - permet donc encore d’écrire

ëz ~)= C,+ C~ e ~

et o ~ 

~D~ e + D z e

1) ~ g (z) est réel pour z réel, doncD , D., D~, D~, D~
sont réels

~ 

~ u(x,0)=D~+ D~ x+ D~ x~- D~ e~+ 

donc D. = 0 d’après c)

S) u(x,0)- y 2

alors, pour y = 203C0 on déduit de (3) que 0

pour y= 

_~~ 
on déduit de (3) que D 

o 
 0

soit alors ~. 
i 
==- D

’ 1 ’ "1

~ ~ °2
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