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Université de Strasbourg Séninaire de Probabilités
1966-67 11/12 Janvier 1967
INTEGRALES STOCHASTIQUES II
Nous avons introduit les intégrales stochastiques dans le
premier exposé ; nous allons exposer maintenant diverses géné-
ralisations de ces intégrales, des procédés de calcul, aprés
quoi nous donnerons une forme générale de la "formule de change-
ment de variables™.
Nous conservons les notations de l'exposé I : en particulier,
les * processus" considérés sont tous supposés adaptés & la fa-

mille (gt). Soulignons que les processus appartenant & M ou & A
sont supposés nuls 3 l'instant O.

Les intégrales stochastiques par rapport & une martingale qui
n'est pas de carré intégrable ont été étudiées récemment par P.W.
MIILAR. La méthode de MILLAR repose essentiellement sur un " passa-
ge du discret au continu®, & partir de résultats de BURKHOIDER sur
les martingales discrdtes ( voir réf. & la fin de l'exposé).

I. MARTINGALES LOCALES ; EXTENSION DE
L'INTEGRATION STOCHASTIQUE AUX MARTINGALES LOCALES.

DEFINITION. - Un processus M ( & valeurs réelles finies), continu
& droite, est une ggrtingale locale s'il existe une suite crois-
Sante (T ) de temps d'arrét , telle que 1%@ T, =+o et que les

processus (MtAT ) soient des martingales unlformément intégra-
bles.

Par exemple, toute martingale est une martingale locale
(prendre T =n). Si 1l'on peut de plus choisir les T, de fagon que
les martlngales (Mt,\_T ) satisfassent 8 su E[MtAm J<o , nous
dirons que M est loca~lement de carré 1ntggrab1e .~ Par exemple,
toute martingale de carré intégrable est localement de carré in-
tégrable ( prendre encore Tnzn). Nous désignerons par L 1'ensem-
ble des martingales locales nulles pour t=0, par gloc celui des

martingales locales, localement de carré intégrable, nulles pour
t=0.

Voici quelques propriétés simples des martingales locales.
Pour simplifier le langage, nous dirons que le temps d'arrét T

réduit le processus continu & droite M si le processus (MtAT)
est une martingale uniformément intégrable.
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PROPOSITION l.- a) Si T réduit M, tout temps d'arrét S<T réduit
M. La somme de deux martingales locales est une mmtiné%le]ncale.
Si M est une martingale locale, et si T est un temps dtarrét, le
processus (MtAT) est une martingale locale.

b) Si deux temps d'arrét S et T réduisent M, SVT réduit M.

kc) Soit M un processus continu & droite. S'il existe une suite
croissante (S,) de temps d'arrét, telle gue 1%m S, = © et _que

les processus (MtAS ) soient des martingales locales , alors M

est une martingale locale.

DEMONSTRATION.~ a) est une application immédiate du théordme
d'arrét de DOOB. Pour établir b), posons R=SVT et remarquons

d'abord que l'on a 'MtARl < ‘MtAS'+lMtATI’ de sorte que les

variables aléatoires MtAR sont uniformément intégrables. Nous

allons traiter ici le cas ol S et T sont finis § pour passer

au cas général, on appliquera cela aux temps d'arrét SAn, TAn,
et on fera tendre n vers +m . Tout revient donc 3 montrer que

(1) .EA«[MRI{Rx}l F.] = M| pot)
Or nous avons
(2) BT gyl Bl = BIMGT sonvey | B 4B nog mosl Bed -

Soit (Y ) la martingale uniformément intégrable (MSAS) 1tévé-
nement {S>Tvt} appartenant éJEmm,]3~prem1ére espérance condition-
nelle au second membre s'écrit

B[ Tisonve} [ Bed = BLeo o 1By B )sBTnveT {sorvs) | Ee)

et le premier membre de (2) s'écrit donc

Bl nvtyT {s>mve) 1 Bo) + BT ot npsy [ E6] =
BlMpe T sonveit Mplymog, s 1 Be] =

BT iy + Yol (oot nct) (Eo

Cette dernidre expression s'écrit aussi, en désignant par (ZS)
la martingale uniformément intégrable (MsAT)
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Bl Timst} 1 Be * Melisor net) = 260 mot) Ml 5ot 1<t}
= Mgl {mstjuiret, >0 = Mol {svrst)

La formule (1) est donc établie . Passons 3 c¢c) : pour chagque n,
soit (Tnm>mQH, une suite croissante de temps d'arrét réduisant

le processus (XtAS ) , qui converge vers +m 3 rangeons tous les
temps d'arrét T D en une seule suite (H), et posons T] =
HiVH2"'VHn 3 ces temps d'arrét tendent en croissant vers +w ,
et réduisent X d'aprés b), d'old le résultat.

REMARQUE.- Soit M une martingale locale : on peut montrer qu'un
temps d'arrét T réduit M si et seulement si le processus (MtAT)
appartient 3 la classe (D)

DEFINITION.- Nous désignerons par V 1l'ensemble des processus nuls pour
=0, continus 3 droite, dont les trajectoires sont & variation bornée
sur tout intervalle borné. Si AeV , nous noterons {A} le proces-

sus défini par {A.} = étIdAsl ; évidemment {A}eV. Nous désigne-
rons par éloc l'ensemble des éléments A de g tels qu'il existe

une suite croissante (Tn) de temps d'arrét satisfaisant aux

conditions lgm T =t® , giiA}Tn] <+®

On a évidemment ‘zfcc_ éloc s Lcc I_V_:Iloc ) ¢+ par exemple, si
Aegc , les temps d'arrét T, = inf {t : {At}zn } satisfont 2 1la
définition ci-dessus.

Un élément A de V sera dit naturel si.AAT=O pour tout temps
dtarrét totalement inaccessible T, et retors si les temps d'ar-
rét Smn qui portent les discontinuités de A (exposé I,‘p.4) sont
totalement inaccessibles : A est & la fois naturel et retors si
et seulement s'il est continu. Un processus naturel AeV ne peut
appartenir 2 2 que s'il est nul ( noter d'abord que A est natu-
rel et retoré?”donc continu, et donc appartient 2 éloc $ on
introduit alors des temps d'arrét T, >+ tels que le processus
(AtATn) appartienne 2 gr\é?, donc soit nul). On montre sans

(%) Comme dans le premier exposé, le ¢ sert a désigner les pro-
cessus & trajectoires continues.

(»x) Les discontinuités de Ael sont portées par des temps d'arrét to-
talement inaccessibles.
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peine que tout Aeh, . est associé & un processus naturel Xééloc’
unique ( i.e., le processus A-A est une martingale locale).
L'intérét des martingales locales vient surtout du théordme
suivant, A8 & ITO et WATANABE : toute surmartingale positive
continue & droite X se met de manidre unique sous la forme X=
M-A, od M est une martingale locale, et A un processus croissant
naturel appartenant 3 A7 . (cf. Ann.Inst. Fourier, t.15,1965).

Intégrales stochastiques par rapport a Mel\__l_lloc

Soit MelM, . , et soient S et T deux temps d'arrét tels que
S<T, et que les martingales M = MtAS , Mg = MtAT soient te%les
que sup E[M%2] » SUP E[M ©] soient finis. Le processus M"< -

t ~

<M" ,M"> est une martingale uniformément intégrable ; en l'arré
tant 8 1l'instant S, on voit que le processus (Mi2-<M",M'': o)
est une martingale 3 il résulte alors du théordme d'unicité de
la décomposition de DOOB que <M',M'>t = <M",1\11">tAS o En utilisant
alors des temps d'arrét Tn,croissant vers +m , et satisfaisant aux
propriétés de T ci-dessus, on établit l'existence d'un processus
croissant continu unique <M,M>, tel que M2-<M,M> soit une martin-
gale locale. On définit alors <M,N> pour Nc%loc’ comme dans 1'ex-
pose I.

Considérons maintenant un processus trés-bien-mesurable Y tel
que l'on ait, pour tout ¢

{ Y2 Al M < +o
Désignons par S, le temps d'arrétz, inf des deux temps d'arrét
T, ( ci-dessus) et inf {t : /[ Y d<M,M>_ > n}. Soit M" la mar-
tingale obtenue en ar?étant M a l'instant S, ; elle appar-
tient & M, et on a YeL2(Mn) 3 on peut donc définir 1'intégrale
stochasthue Y.M2 : on vérifie ensuite facilement que (Y.Mn)t=
(Y.Mn"'l)t,\S . I1 en résulte qu'il existe un processus (noté Y.M)
n

appartenant & gloc’ tel que (Y‘Mn)t=(Y'M)tAS pour tout n. Nous
dirons que Y.M est l'intégrale stochastique 8 Y par rapport a M,
Dans le cas ol MeM, cette définition coincide avec celle des inté-
grales stochastiques ' en probabilité" , introduites par ITO et

COURRRGE [1](*). Comme dans le cas ol MeM, Y.M est caractérisé
Voir la bibliographie & la fin de 1l'exposé I.
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par la relation <Y.M,N> = Y.<M,N> ( Nel:_\l_lloc

)

. on ne peut pas utiliser le processus croissant <M,M> (il n'est

pas & valeurs finies), mais nous allons voir en revanche que le
processus [M,M] est encore utilisable.

PROPOSITION 2.~ Soit Mel uwe martingale locale. Il existe une sui-
te (Rn) de temps d'arrét, qui tend en croissant vers +m , telle
que les propriétés suivantes soient satisfaites pour chaqgue n

a) La martingale N'obtenue en arrétant M & 1'instant E’.!1 est
uniformément intégrable.

n n,mYn " .

b) N'est de la forme H+(Z-%2 ), ol H'est une martingale arré-
tée & 1l'instant R, ,pcontinue 3 1'instant Ry , telle que spp IH;I
appartienne 3 tout L~ (p<w ) ; ol Z%é est le processus retors

ZL‘: AMRnI{bRn} y Ol Tz'é‘é est continu, et od le processus H’-\-“Zm

est borné.

DEMONSTRATION.- Nous commengons par choisir une suite croissante

(Tn) de temps d'arrét croissant vers +00, finis, tels que les processus

(MtAT ) soient des martingales uniformément intégrables. Dési-
gnons'par (J%) une version continue 3 droite de la martingale
(“E”'[%nl |E.] , et par S, le temps d'arrét

. n
S, =@nf {t : JZ 2 p, })AT,
od p, est choisi assez grand pour que P {8/ <T - %} < 2™B;qrapras

le lemme de Borel-Cantelli, S,>+® p.s., et 5 réduit M d'a-

prés la proposition 1. Posons ensuite Rn = inf Sk : Rn tend p.s.
n

vers +00 en croissant, et réduit M . D'autre=part, la martingale

(QIIM ||E;]) est majorée par la martingale (},B\DMT [1E,1), car

M, | SEHMT | |F, ] du fait que R<T 5 la premidre martingale
By = TIn '= = .

est donc majorée par p, sur [O,Rn[. Nous allons voir que les

(%) Je n'ai pas d'exemples de cette situation, mais je pense
que c'est plutét la r3gle que l'exception !
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Rn ainsi construits répondent & la question.
Plus généralement, considérons un temps d'arrét fini R possédant
les propriétés suivantes : R réduit M, et la martingale (§[|MR| lgt])

est bornée sur [O,R[ par une constante K. Désignons alors par N (resp.
N¥*,F7) la martingale (E[MRIFt]) ( resp. M + ,M7), par Z ( resp. z*,27)
le processus (ANR ibﬁf) ( resp. AN - le saut de N* en R~ ANR) ,
et enfin par H 1la =~ martingale N-(Z-Z).

Raisonnons par exemple sur N 2 le processus Yt"‘ N} Ii £ <R}

N;I{ th’ AN;{ =0} est une surmartingale positive bornée, puisque Nt est

arrétée 3 R, bornée sur [O,R[, et qu'on a modifié apré&s R les trajec-

toires qui sautaient & cet instant en leur donnant la valeur O. Soit

J t intégrabl J..NI Y=
le processus croissan grable R {t>R ANR £0} 3 on a

-J de sorte que Y admet la décomposition de DOOB Y-(N -J+J ) - J
mais on sait ([3], chap.VII, n°59) que dans la décomposition de DOOB
d'une surmartingale positive bornée, le processus croissant et la mar-
tiongale sont majorés par une variable aléato:Lre qui appartient &
tout IP (p<a>) « En particulier, on a J elP’. Soit k une constante

qui majore N sur [O,R[ 3 on voit de meme que si K est le processus
N

croissant retors Kt" k’I{tzR ANRﬁéol 00 appartient & tout P (p
fini). Or IAN | < (NR"'k)IiAN £0} donc éa)IdZ | < J + K appartient

a tout LP (p<w ) On a le meme résultat en remplagant + par -, et donc
finalement aussi /°° IdZ | e IP.

Ecrivons maintenant que N=H+Z 3 sur [O,R[, on a H=N+Z. Or N est
bornée sur [O,R[, et sup IZsleLP , donc sg IHSIeLP , et on peut rem-
s

placer s<R par s<w , car H est srrétée & l'instant R, et continue &
cet instant. N
Enfin, H~Z est bornée sur [O,R[, continue & l'instant R, arrétée

a R, donc bornée sur toute la demi-droite, et cela ach&ve la démonstra-
tion.

Nous allons déduire de cebte proposition un premier résultat sur
les martingales locales . Voici d'abord une définitionm.
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DEFINITION.- On dit que Meg est une somme compensée de sauts si
le processus MN est une martingale locale pour toute martingale
locale continue N(x).

Nous dirons que deux éléments M et N de L sont orthogonaux si
leur produit MN est une martingale locale.—Lorsque M et N appar-
tiennent & M , il est facile de vérifier que 1l'on retrouve ainsi
la définition de 1'exposé I. Nous désignerons par L 1t'ensemble
des martingales locales continues, nulles pour t=0 ( LC_Mloc) ,
et par Ld l'ensemble des sommes compensées de sauts : il est
facile de voir que ;cn L = {O}.

PROPOSITION 3.-a)floute martingale locale MeL se décompose de ma-
niére unique en une somme d'une martlngale locale continue M®
et d'une somme compensée de sauts Md

eLd.

b) Si M est une somme compensée de sauts, M est orthogonale 2
toute martingale bornée n'ayant pas de saut commun avec M.

c) Soit M une somme compensée de sauts, et soit T un temps
d'arrét ; la martingale locale (Mg ,p) est _alors une somme com-
pensée de sauts.

d) Pour gue MelL soit une somme compensée de sauts, il faut et
il suffit que les martingales 5 de la prop.2 soient des sommes
compensées de sauts , au sens de 1'exposé I.

-

DEMONSTRATION.- Nous nous bornerons 3 établir ( de manidre assez
schématique) a) et d), et nous laisserons b) et ¢) au lecteur,
comme des conséquences faciles. Reprenons les notations de 1la
prop.2 : on décompose la martingale i ( qui appartient & M) en
sa partie continue H=¢ y et sa partie discontinue ( somme compen-
sée de sauts) gRd , et on écrit :

¥ - B¢ 4 (gdyzn)
nd

H™ et gn sont des martingales uniformément intégrables, sams
discontinuités communes, orthogonales & toute martingale conti-
nue bornée, et plus généralement & toute martingale bornée sans
discontinuité commune avec M. Posons N°° = HC yd o Hnd+Zn
(%) I1 est aisé de vérifier qu'il suffit de supposer cela pour
toute martingale continue bornée.
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On montre alors sans aucune peine l'existence de deux martinga-

les locales MC et Md, telles qu'on ait pour tout n
c c nd _ .4
Ny~ = Uorr » Mo = Moar

Mors M® et Md satisfont aux conditions de 1l'énoncé.

Nous passons maintenant & la définition du processus crois=
sant [M,M] pour une martingale locale M quelconque.

PROPOSITION 4.~ Soit Mel, admettant la décomposition M=uC
(prop.3) 5 on pose

C \C 2
(MM ] = <M ,M>, + JTAM]
s§t

Le processus croissant [M,M] appartient alors a ¥+ ( autrement
dit, on a p.s. [M,M]; <o pour tout t), et le processus M™-[M,M]
est une martingale locale.

DEMONSTRATION. - Reprenons les notations de la prop.2 3 on a
évidemment pour tout t

[M’M]t/\Rn = [Nn’Nn]tAIg [1—111’Hn]t/\1;{n +AM§DIH2Rn} < +00

puisque la martingale i appartient 8 M. Le second point est
plus délicat . Il suffira de montrer que (Nn)a—[Nn,Nn] est une
martingale uniformément intégrable pour tout n . Nous omettrons
partout n dans la suite decla démonstration.
Nous avons N=H+Z'Z~f H+Z , donc ( pour t<oo)
N‘t? = H’t} - Zt + ANRI‘th}
donc
~> 2 ~o
N = (Hy - Zy) +2(Hi~Z JANRT ooyt AN%IQQR}
= R
d'sutre part, [N,N].= [H,H], +ANAI t5R) * Comme B-Z est borns

en valeur absolue par une constante k, comme ‘ANR et [H,H],
sont intégrables, la variable aléatoire IN%-[N,N]tI < K% +
2k|bﬂh| est intégrable. On a d'autre part

N,%-[N,N]t = (H-%'[H,H]t) + (§127 _2Htgt+2(Ht-t)ANRI{t§R}) '
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Le processus H® -[H,H] étant une martingale uniformément intégra-
ble, il suffit de montrer que la seconde parenthdse en est une
aussi. Ecrivons la

(1) %2 - oH 2, + 2f (H -2 )dz_
t t t *
On peut remplacer H -Z par H Z _ s car H est continu 3 1lt'ins-

s
tant de 1'unique saut de zZ, et Z est continu. Le Processus trés-

blen-mesurable U =Hg Zs- étant borné, et Z et Z étant associés,
U.Z et U, Z sont aus51 associés ( exposé I, Prop.2) 3 le processus
(1) ne diffare donc du processus

(2) Z§-2H 2 +2l (8g_-Z )dZ = zﬁ-aﬂtzt+2/ (B -2 )dZ

que par la martlngale unlformement 1ntégrable [ (Z-Z) Comme %
est continu, on a Z% 2f Z dZ g+ €t 11 reste simplement

(3) -2( HfZ - / Hg dZ )

Comme sup IH | et ! IdZ | appartiennent a I° , on peut appliquer

le théoréme 15 du chap VII de [3], qui montre que (3) est bien
une martingale ( uniformément intégrable).

Nous allons esquisser maintenant la théorie des intégrales
stochastiques par rapport 3 une martingale locale Meg. Soit X
un processus bien-mesurable ; pour simplifier, nous supposerons
que X est borné. Reprenons les notations de la Prop. 2 . Soit ?

le processus
Y2 = X, AM

t R, Rn {tzR} 3

b appartient & A, car MRn et Mp - sont intégrables. Posons
- n
c
Ut = X,HY + YR
U2 est une martingale uniformément intégrable. D'autre part, on a

Un*l = Ug ( ces deux martingales ont en effet la méme partie con-

TAR,

tinue et les mémes sauts). I1 en résulte aussitdét qu'il existe ume

martingale locale ( notée X.M) unique, telle que (X'M)tARn = U
Nous dirons encore que X.M est 1l'intégrale stochastique

par rapport & M.
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Nous n'insisterons pas sur les propriétés de 1l'intégrale
stochastique X.M qui vient d'&tre définie.

II.- FORMULES D'INTEGRATION PAR PARTIES.

THEOREME 1.- Soit Meg, et soit Veg ( i.e., un processus continu
8 droite dont les traaect01res sont des fonctions 8 variation
bornée) tel que E[/ V _4d<M,M> ] < +m pour tout t. Le processus

( —l M dV ) est alors une martingale, égale & l'intégrale sto-

chastlgue (I v, _dM )

DEMONSTRATION.— Remarquons d'abord ( les trajectoires de M étant
bornées sur tout intervalle borné) que /[ IMS||dVS| est fini
pour tout t. Désignons par Tn le temps anrrét

inf {t : {V.} 2n s
et par ™ 1e processus (/ I[O D [(s)dV ) e V , dont la valeur

absolue {Vn} est bornée par n. Supposons établi le théoréme pour
Vn : le processus % = (6 VS_dMs) converge pe.S. vers I=

(j V _am ), car I® et I coincident jusqu'ad 1'instant T , et

T > oo . D'autre part, VnM -/ M dV converge vers VtMt-It M 4V,
d'oﬁ 1tégalité annoncée. ©o

Nous allons donc supposer maintenant que le processus {V}
est borné par une constante K. Nous allons démontrer le théoréme
en trois étapes. c
a) M est de la forme A, avec AeA ; alors [ V dM est égale a
1t'intégrale de Stieltjes ordlnalrgeé VS
et le théordme est la formule ordinaire d'lntegratlon par par-
ties ([3], chap.VII, th.22).
b) M est continue. L'intégrale é Vy,_ dM  est limite en norme de

dA par rapport a AeA

(x) Les deux intégrales coincident en effet sur les processus
"étagés " trds-bien-mesurables, donc sur tous les processus trés-
bien~-mesurables bornés
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t
sommes de la forme §:Vt (Mt -M, ), l'intégrale / M AV,
i i+l i 0
est limite p.s. des sommes 3 My (V.
i+l
de faire une ' transformation d'Abel®,
c) Passons au cas général. Il résulte de l'exposé I ( th.6
p.12, et inégalité de DOOB, bas de la p.5) qu'il existe une sui-
te de martingales M= possédant les propriétés suivantes :
1) M est la somme d'une martingale continue et d'une mar-
tingale de la forme A®, AcA.
2) MneI_\I_I H MM dans M lorsque n>m .

3) sup"IMg-Msl ->0 p.s. lorsque n->mw .
sgt

-V, ). I1 suffit alors
i+l i

Le théoré;e, vrai pour chacune des martingales Mn, se démontre
alors pour M grice 3 un passage 3 la limite.

REMARQUE.- Le théordme s'étend en réalité 2 Vel et Meg sans autre
restriction, & condition de remplacer dans l'énoncé * martingale"
par ® martingale locale' . En effet, reprenons les notations de
la prop.2, en choisissant de plus les temps d'arrét Rn tels que
chaque variable aléatoire {V}Rn_ soit bornée. Appliquons alors

le théoréme précédent 3 = I[O Rn].V et 2 la martingale HneM :
, =

tAR tAR
n T2 = = n N

O] Vg dHg = VtARn AR, - é HgdVg

et d'autre part, d'aprés la formule habituelle d'intégration par

parties

tARp °n _
/ vV, dZg =

Y]
0 S s

v Il
TAR, "tAR,
Autrement dit, en ajoutant

t
] Afp Vs_dMS = VtAR M
0] n

t
tARn" é " Msdvs
I1 ne reste plus qu'ad noter que le premier membre est une mar-
tingale uniformément intégrable, et 3 faire tendre n vers +m .

Le théordme 1 est une forme particulidre ( un peu plus pré-
cise) de la formule générale du changement de variables qu'on ver-
ra au §III. Il en est de méme du théordme 2 ci-dessous.
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Voici une application facile du th.l, qui nous servira dans le
prochain exposé : soit (Xt) un processus de HUNT, admettant un
semi-groupe de transition (P,), une résolvante (UP), et soit g
une fonction borélienne bornée qui appartient au domaine du géné-
rateur infinitésimal A . Posons f=Ag : f est bornée, et g =
U (pg-f) pour tout p>0. Le processus

My = goXy - goXy - é foX ds

est une martingale bornée continue 3 droite. On a alors si p>0

t -ps -pt ) t

é e PPaAM, = e goXy - goX, +é (pg-f)oX ds .
En effet, le premier membre vaut aussi, d‘iaprds le théor2me 1
t
e'PtMt + J/ pe Py as .
0 s

On transforme alors cette expression par des calculs trés sim-

ples, mais fatigants & écrire.

THEOREME 2e~ 801ent M et N deux éléments de L 3 on a

é Ms_dNS + é N dM = Mth [M, th
DﬁMONSTRATION.- Nous ne ferons que 1l'‘esquisser. Nous pourrons
nous limiter, par arrét ( 3 la manidre de la prop.2) au cas ol

M et N sont uniformément intégrables, arrétées & un temps 4d'ar-
rét R, bornées sur [O,R[. Il y 2 deux cas & distinguer :

a) M et N sont continues : il s'agit alors d'un cas particu-
lier de la formule du changement de variables pour les martinga-
les continues, que nous verrons plus loin.

b) M est une somme compcnsée de sauts . On se ramé@ne alors
au cas od M est de la forme X , avec Aed , et étMs-st + [M,N],.=

é MSdNS ( intégrale de Stieltjes ordinaire sur les trajectoires).

On retombe alors sur le th.l.

Remarque.- Lorsque M et N appartiennent 2 gloc’ on a aussi la
formule % intégration par parties

6 M, AN, + ] NAM, = M N, - <M,N > .
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En effet, compte tenu du théoréme 2, cette formule st'écrit

2

JO(N N daM, = [M,N]p - <My VT

Or soit Aed; . 1le processus croissant Ay = IZZMM AN, : les

deux membres sont égaux & A.

I1T. SEMIMARTINGALES ET CHANGEMENT DE VARIABLES

La notion de semimartingale a été introduite par FISK(*) sous
le nom de "quasimartingale'" ( le mot semimartingale signifiait

"sousmartingale’ dans le livre de DOOB, mais il n'est plus utilisé

en ce sens).

DéFINITION.- On dit qu'un processus continu 3 droite X est une
semimartingale ( resp. une semimartingale locale) si X peut s'é-
crire X=M+A, ol M est une martingale et A appartient & A ( resp.
ol M est une martingale locale et A appartient 3 éloc)'

Remarque.- Dans cet ordre d'idées, il est intéressant d'intro-

duire aussi la notion de semimartingale locale faible, cbtenue ;ugp;; Mo

en renplagant A, e Par v 01—dessus. Par exemple, soit MeL ™3 o =
nous avons vu que [M, MJeV et que M2 -[M,M] ¢ L , donc M° est une
semimartingale locale faible , mais non pas une semimartingale
locale, sans doute. Nous laisserons cependant cette notion de
c8té dans ce qui suit.

Soit X une semimartingale ; nous pouvons écrire X, = O+Mt+ At+
At’ ol M est une martingale nulle pour t=0, oll AR €A est naturel
( c'est la somme de la partie continue et des sauts accessibles
de A), et ol AreA est purement discontinu et retors ( c'est la
somme des sauts totalement inaccessibles de A). Ecrivons alors
X-XO+(M + A;§+ (A +A ) 3 nous voyons que X s'écrit ( cette fois
de maniére unique) comme somme de X5y d'une martingale nulle pour
t=0, d'un élément naturel de A. On en déduit aussit8t, par arrét,
que toute surmartingale locale X se décompose uniquement en Xb,

(%) D.L. FISK a obtenu des résultats intéressants sur les semimar-
tingales continues. Voir son article ®Quasimartingales™ ( Prans. Amer.
Math. Soce ’ 1965) .
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un élément de L, et un élément naturel de éloc' On n'a pas de
résultat analogue pour les semimartingales locales faibles, sem-
ble t'il.

Soit X=X0+M+An une semimartingale locale, et soit Y un proces-
sus bien-mesurable : il est naturel de désigner par J stXs ou

1Y
(Y.X)t 1'intégrale stochastique é stMs + é YSdAg ,Oé condition

que ces deux intégrales existent séparément. De méme, il est na-

- 2
turel de noter [X,X]t( resp. <X,X>) la limite de z:(Xti+1-Xti)
( resp. de I:AQI(Xt. 'Xt,)2|§t,]’ si ces sommes ont un sens) le
long du filtre des o3 * subdivisions de [0,t], c'est &

dive [M,M]. + :Z,SEAAISI)Z ( resp. <M,M>t+)S:S;§ AAD)P).

Voici mainteaant le premier théoréme_de changement de varia-
bles dans les intégrales stochastiques 3 il est relatif aux
semimartingales X=XO+M+A 3 trajectoires continues . On notera
qu'alors ( les discontinuités de M étant totalement inaccessibles
et celles de A accessibles), M et A sont nécessairement continus.

THﬁORﬁME 3.~ Salent n_semimartingales locales continues

I R SRS DU i C i ,¢
X :XO + M + .A. (1-—1,000’n, M en__l{loc, A eéloc)
et _soit X le processus (Xl)i_1
-— ’.C.,

n 3 valeurs dans g?. Soit F
une fonction définie sur E?, admettant des dérivées partielles

continues d'ordres 1 et 2. Le processus (FoXt) est alors une semi-
martingale locale continue, admettant la décomposition

n t . .
FoX, = FoXgy + Zé D'FoX_ AM +

i=1

zn [fotrox, anl + Iy— P i i3 (%)
R oXg dhg + 52,/ plpdp.x_ a< MI>
i=1 i3 S

t

DEMONSTRATION. - Nous nous bornerons au cas ol n=l. Par arrdt 3
des temps d'arrét convenables, on se raméne aussitdt au cas ol

(%) 8i n=1, il est commode d'écrire formellement d(FoXs) =
1
e eXsd.Xs +2F'oxsds .
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X,M,{A} sont bornés en valeur absolue par une constante K. On
peut alors supposer que F a son support dans [-2K,+2K] . Il suf-
fit d'autre part de traiter le cas ol F admet des dérivées con-
tinues des trois premiers ordres ( on effectue ensuite un passa-
ge & la limite). Alors, si b et a sont deux éléments de [-2K,2K],
la formule de Taylor donne

F(b)-F(a) =(b-a)F'(a) + »(b-a)°F"(a) + r(a,b)

avec |r(a,b)| < Clb-a|3. Dans ces conditions, prenons une sub-
division (t;) de [0,t] ; nous avons
FX)-F(X,) = X )~F(X )] = Z Fr (X, )X X, ) +
t o) = 1LF 27 A Tt by
1 2
+ = Fr(X, )X =X, ) + r(X, ,X )
B LRI B L ¥ 054
Le premier terme de la somme ne pose pas de probldme :
(X, )M -M_ ) ( resp. ( -A, )) converge en norme
)_:F RPN o475
( resp. p.s.) vers j F'oXSdMS ( resp. dAS).

Passons au second terme. Soit H une constante qui majore |F"| ;

les sommes F"(X (A -A ) Fn X (M X qA
2z T » L Ot Ati+1

étant majorées respectivement en valeur absolue par
Ho{A},. sup | -A, | et H.{A}, . sup|M -M, | , sommes qui
¢ o417 t tie1 by

tendent p.s. vers O en vertu de la continuité des trajectoires
de M et de A, il suffit d'étudier la limite de p) EWO'E‘ -M )2
Or soit H l'espace des processus contlnus a2 gauche 1+1 l
et bornés Y , tels que J Y (Mt --Mt ) tende en probabilité

i i+l

t
vers 6 st<M,M>s lorsque les subdivisions deviennent arbitraire-
ment fines ; il résulte de l'appendice de l'exposé I que E est
fermé pour la convergence uniforme y €t contient tous les pro-
cessus étagés de la forme Y (w) =2 Y (w)I]S s. ](s)
1'7i+l

contient donc aussi le processus contlnu et borné (F"oXs).
Reste & étudier le dernier terme. Soit C une borne de 1la
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dérivée troisidme F'" 3 ce terme est majoré par

2
.y 1%, X, 13 < C.osuplX X, |. (X, X))
Tig By i+l Y3 isl Ui

2
< 2C. supl|X X, | [ (ug =g ) +(A -A. )
= Tiq1 P )R i+l Ui T4l O3 ]

2
< 2C. sup|X —X ey Qo M)
Tie1 O i+l O

+2Co SupIX "X Io SuplA - |0{Al
Tiv1 b ti41 By t

Ce dernier terme tend évidemment vers O p.s. 3 celui qui le pré-
céde tend vers O en norme dans Ll, car nous avons vu dans ltap-

pendice de l'exposé I que les variables aléatoires I:(Mt -M )2

i+l Vi
sont uniformément intégrables, tandis que sup|X, =X, | tend
i+l

p.s. vers O en restant borné. i

Extension . On peut remplacer les bornes O et t par S et T, ol
S et T sont des temps d'arréts, et S<T . On se raméne aussitdt

3 établir cela pour des bornes de la forme O et T, et cela se
fait en approchant T par une suite décroissante de temps d'arrét
étagés.

Application.- Le théordme suivant est dfi & Paul LéVY 3 la démons
tration est celle de KUNITA-WATANABE ( on comparera 3 la démons-
tration classique, donnée dans le livre de DOOB, p.384).

PROPOSITION 5.- Soit X un processus a valeurékdans E?, tel que
XO=O, dont les composantes x1 sont des martingales continues

telles que < Xi,Xj>t = Sijt . Alors X est un mouvement brownien
issu de O.

DEMONSTRATION.- Posons F(x).—:eiu'x ( ue.x est le produit scalaire
des vecteurs u et x danslgn). La formule du changement de varia-
bles nous donne, si r<t
i
E[FoX, -FoX_|E.] = E[2 3y j D DJFoX a<xt X3> IE.]
: 2,
=E"_—ihl| £FOXSdSI£r] .

Soit AeE, , et soit pour w20 f(w) = £F°Xr+mﬂ£z' Cette formule
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s'écrit
£(w)-£(0) = -12|u|26“’f(s)as

d'od f(w)= £(0).exp(~ %Iulaw), et enfin
iu.Xy iuX i -
,:?J:e e I‘Igr] - elu.Xrex_p(_ tzrlu'Z)

ou . t-r.. 2
B exp(iu. (XX ) IE.] = exp(- ==[ul®).

Cela exprime que X est un mouvement brownien.

La formule générale du changement de variables.

Nous donnons ici cette formule sous une forme un peu diffé-
rente de celle de KUNITA-WATANABE, qui a l'avantage de s'appli-
quer aux martingales locales les plus générales ( alors que
celle de KUNITA-WATANABE concerne les martingales locales défi-
nies sur l'espace canonique d'un processus de HUNT ; nous 1t'étu-
dierons plus tard). Nous laisserons de c8té les processus & va-
leurs vectorielles, pour ne pas compliquer les notations ( mais
ceux-ci n'offrent aucune véritable difficulté supplémentaire).

On notera que la décomposition indiquée n'est pas canonique :
elle comporte un élément de A retors. Bien entendu, rien ne se-
rait plus facile que de la rendre canonique ( formellement) en
compensant ce processus, mais ce serait un simple jeu d'écriture
Au contraire, dans le cas des martingales liées aux processus de
HUNT, un calcul plus explicite est possible, grfce au " systéme
de LEVY'" du processus, et on obtient alors la formule de KUNITA
et WATANABE.

THEOREME 4.- Soit X une semimartingale locale, admettant la
décomposition canonique

X=Xy +M+As=Xy+u 4 Md + A% + a9

ol MeL ( et u° et M® sont respectivement continue, et une somme

compensée de sauts), od A est un élément naturel de 4, .( et A°
et Ad sont respectivement la partie continue et la partie dis-
continue de A). Soit F une fonction définie SUI'fb admettant
des dérivées des deux premiers ordres continues et bornées.

]
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Le processus (FoXs) est alors une semimartingale locale, admet-
tant la décomposition

T
FoX, = FoXy + é F1oX,_ aM
t c
+ é F'°XS..d‘As

+ ét % " oX__ adi® Mo
F(X_)-F(X
+S%§£[ (X )-F(X )]
Au 0
+ I [F(X)-P(X,_)-F' (X, )(X X, )]

Sst
Aum #0

S

(%)

DEMONSTRATION.~ Par arrét 3 des temps d'arrdt R, >, on peut se
ramener ( grice & la prop.2) a démontrer la formule dans le cas
ol il existe un temps d'arrét R tel que :

- {A}g est intégrable, A est arrété 3 1l'instant R,
{A} est borné sur l‘'intervalle [O,R[ 3

- M est une martingale uniformément intégrable, arré-
tée 3 l'instant R, bornée sur [O,R[ , de la forme H+? (HeM 3
cf. la prop.2).

Quitte & faire une transformation de 1'ensemble des temps,
nous pourrons supposer cue les processus sont définis et continus
a gauche pour la valeur +o du temps, et prendre t=®m : cela sim-
plifiera les notatiomns.

Ecrivons maintenant H=H'+H" , oQl H" est la somme compensée
des sauts de H d'amplitude <e , de sorte que H'eg n'a que des
sauts d'amplitude € ( et les trajectoires de H' n'ont donc qu!
un nombre fini de sauts sur [0,c0]) 3 posons de méme A=A'+A"™ ,
odl A" est la somme des sauts de A d'amplitude <e¢ ( ainsi A' n'a
p.S. qu'un nombre fini de sauts sur [0, ]). Posons enfin X'=X0+

+H'+%+A', X" = H"+ A" 3 je dis qu'il suffira d4'établir la

(%) Nous désignerons les termes du second membre, pris dans cet
ordre, par T; (1lgig6). On peut évidemment remplacer X, par X,
dans les expressions de T3et TH .
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formule pour X'. En effet , choisissons une suite €n ->0, de
telle sorte que les trajectoires de X' convergent p.s. unifor-
mément vers celles de X ( inégalité de DOOB, exposé I, bas de
la p.5) . Alors FoX' ->F°X . Au second membre, aucun probléme

%
pour Py ( Xg=X4)- j F'oX @M =/ ProX!_au! +/(F'oX _-FoX} )aH!
£9 0

+/ (F'OX -F'oX' )d% + / F*oX dH". Le second terme au 2e membre

tend vers O dans L ( utiliser le théordme de Lebesgue, en tenant
compte du fait que F' est bornée) j; le troisidme terme tend vers

O dans L7, et le 4e & nouveau dans L2 :cela régle la question

de T,. Pour T4, la discussion est plus aisée , car M® est commune
a X et 38 X' : il suffit de noter que F"oXé_ converge p.S. uni-

formément vers F'' oX_ _, d'ol la convergence p.s. (ou dans Ll,
F'' étant bornée). Méme raisonnement pour T3' (%)
Passons & T. . Notons d‘’abord que ce terme appartient & 4,
car on a , si A$S#O
|P(X)-F(X, )| 5 K. [0Ag]
ol K est une borne de F' , et 3 |MA] < {A} , est intégrable.
On a alors

T O[FEX-F(X, )] = Y [F(XD-FXL ] +

BA_#O DA L£O
+ T [F(X)-FEL-F(X  )+FEL )+ [F(X)-F(X, )] -
DA £O DAY £O

Le second terme au second membre tend vers O p.s., du fait que
pour chaque w il s'agit du somme finie , et qu'il y a convergence
vers O de chaque terme 3 le troisiéme terme lui aussi tend vers
O, car il est majoré en valeur absolue par K.{A"}a).

Passons enfin 3 Ty, et montrons comme ci-dessus , pour com-
mencer, que ce terme appartient a A (*). I1 faut distinguer 1le

c ¢
saut & l'instant R, qQue nous majorerons en module par 2K|ZR-ZR_|

( K désignant toujours une borne de F'), variable aléatoire qui
est intégrable, et, d'autre part, la contribution des sauts

(x) A éloc si on ne fait pas les hypothd@ses simplificatrices
du début.
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antérieurs & R. Or on a, L désignant une borne de F"

Y| P(R)-F(X)-F(X )X X )| g
AMS#O
s<R
2 1 2
Eﬁgﬁ 40 (XS-XS_) = 51%5(HS-HS-)

s<R

dont l'espérance est au plus —LMLH2 ] « Pour étudier le compor-

tement de T¢ dans le passage 3 la limite, on procé&de alors comme
plus haut : contribution du saut & l'instant R, commun 3 X et X!
( convergence p.s.) 3 contribution des sauts de H' ( il n'y en
a qu'un nombre fini , et il y a convergence de chaque terme com-
me ci-dessus dans 1'étude de Ty ) 3 contribution dans T, ( relatif
8 X) des sauts de H" ; on la maaore par 1L:I:(H"-H")g, qui
tend vers O dans Ll.

I1 nous reste donc seulement & établir la formule pour X'.
Pogons alors

Ce processus appartient & A , est purement discontinu et retors.
c
On a Xt = X, + B® + B' + A + A

od B! et A' n'ont qu'un nombre fini de sauts sur [0,c0 ]J. Nous
reviendrons aux notations initiales, en omettant tous les ' et
en posent HC=MC , B'=B, A'=A%, B = u%, MCauau, a%+ad-ps

4]
X=Xy +M+A=X +H +B+a®+ ad

Soient UO=O, et Ul’U2"' les instants des sauts successifs de X :
pour chaque w, on a U (w)—a: pour n assez grand. La semimartinga-
le X est continue sur 1‘1nterva11e LU Ui+1[’ ol elle se réduit

a Xy +M°-B + A® 3 on peut donc écrire, en appliquant la formule
du i changement de variables des sem’martingales continues (avec
translation de l'origine des temps & l'instant U; 3§ cf [3],chap.
1V, n°° 55 et 58)
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. U,
F(Xy, )-F(Xy ) = J Ui+l prox au + / i+l prox_an’
i+l i U, U, S
i i
U.
i+1 1
+ {I . ZP" oX a®,u%
Ul ~
-/ i+l Fr1.X 4B
T. s s
i
Sommons sur i, ce qui est légitime car il n'y a p.s. qu'un nombre
fini de termes pour chaque w 3 il vient

@ c @®_ . c 1 C C
F(log)= FUkp) = [P F1oX, @ + J¥Rrox, s+ Jonox o uts,

00 N
-(/) FroX  dB_ + Z[F(XUJ)-F(XUJ_)]
Ecrivons cette somme ) [F(X )-F(X__)] , et partageons la en
S

deux : celle qui correspond aux sauts de A, que nous ne modifie-
~S

rons pas, et celle qui correspond aux sauts de Md =B-B , que

nous écrirons

T~ ProX (X -X_ ) + 3 [F(X)-F(X_ )-FloX_ (X_.-X_)] .
AMS#O S S s Ams*o S S S S s

On obtient alors la formule annoncée en remarquant que

FroX (X =X j‘tF'Xd"ﬁ —IOOF'X dB B
P °s(s's—)'o *Ts="s T g oXg_ ( g~4Bg)

A M_£O .

d
é F'OXS_dMS -
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APPENDICE.~UN RESULTAT DE D.AUSTIN

D.G. AUSTIN a montré récemment ( A sample function property of mar-
tingales, Ann. Math. Stat. 37, 1966, 1396-1397) que si X, est une
martingale telle que sgp §|Xn| <00 , la variable aléatoire g(xn-rl')g:\)e

est p.s. finie. Ce résultat suggdre l'énoncé analogue suivant, pour
des processus 3 temps continu : si X“(Xt)tcR est une martingale

continue 3 droite bornée dans ! ( i.e. telle que spp E[IX | J<o0 ) 1la

variable aléatoire I:ZSXS est p.s. finie. Nous établirons ce résultat
s

par la méthode qui nous a conduits & la prop. 2, mais nous permettrons
ici 2 la famille de tribus d'avoir des temps de discontinuité.

Nous établirons en fait un énoncé un peu différent . Remarquons
d'abord que la somme de deux martingales possédant la propriété de
1'énoncé la possdde encore ( inégalité de Schwarz) ; ensuite, que toute
martingale bornée dans L1 est différence de deux martingales positives
("décomposition de KRICKEBERG"). Il suffit donc de traiter le cas ol

X est positive, et nous poserons alors Xa: %i:boxt. Soit a(t)= I—E

pour te[0,1[, et soit M =X  y pour te[0,1[, M =X = pour t>l. Le pro-

cessus (M ) est alors une martingale locale(x%t 1'énoncé résulte du
théoréme suivant H
THEOREME . - Soit M-(Mt) une martingale locale continue 3 droite. Si

t<w , la variable aléatoire Z:ILM est p.s. finie.
s<t

DEMONSTRATION.- En appliquant la définition des martingales locales,
on se ramdne aussitdt au cas ol M est une martingale uniformément in-
tégrable puis, par différence, au cas od M est une mertingale unifor-
mément intégrable positive. Posons alors , K étant un nombre >0

= KA (inf {s s M_3K})

Comme on a PeSBe Rgt dds que K est assez grand, il nous suffira de dé-
montrer le résultat pour la martingale (Nt) =(MRAt)’ autrement dit de

(X) Par exemple, parce que c'est une surmartingale positive, et que
le processus croissent associé est nul.
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prouver que
8i N est une martingale uniformément :Lntégrable positive, ar-
rétée 3 1'instant R, bornée par K sur [O,R[, on a ZAN < 00

Posons Z ..ANR.I {t>R>O} 3 comme N est mtégrable Np_ bornée, 2
est la différence de deux processus croissants intégrables. Nous al-
lons montrer que sup IZ | e 12, Posons Y = {t<R§ ¢ Y est une sur-
martingale positive bornée. Le processus Jt..N I {1:>R} est un processus
croissant intégrable, et Y admet la décomposition Y=(H—J+J )-J o Comme

o~
Y est bornée, on a Io eL2. Posons L,G = Np I{t>R>0} $ on voit de méme
o/
que 'i'oo eL°. Gomme Z=J-L, on a Y=a-1 , donc [°° le | < Joo +LmeL2,
d'ol enfin le résultat cherché.

c
Posons maintenant H=N-% $ comme on & ZAZi, puisque les trajectoi-
res de % sont 2 variation bornée, il suffira de montrer que ZAH§<® .

I1 suffira pour cela, d'aprds une propriété bien connue des martinga-
les de carré intégrable, de montrer que supIHs- OleLa. Or cette va-
)
riable aléatoire est majorée par la somme de sup IHS-HOI et de |AHp|.
O<s<R

Sur [O,R[, on a Z=0 H=N+2, donc su |H -HE.| < 2K + su I%’ | e 12
» 5Ly =Y, 4= ’ 0<S£R sl € SP 8 .

D'autre part, on a ANp= 4%, , donc AH = iy R» Bajoré en module par
~
2sup|Zs| e L2 o Cela ach2ve la démonstration.
8



