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INTÉGRALES STOCHASTIQUES II

Université de Strasbourg
1966-67

Séminaire de Probabilités
11/12 Janvier 1967

Nous avons introduit les intégrales stochastiques dans le

premier exposé ; nous allons exposer maintenant diverses géné-
ralisations de ces intégrales, des procédés de calcul, âpres
quoi nous donnerons une forme générale de la "formule de change-
ment de variables".

Nous conservons les notations de l’exposé I : en particulier,
les ’ processus" considérés sont tous supposés adaptés à la fa-
mille (Et). Soulignons que les processus appartenant à M ou à A
sont supposés nuls à l’instant 0.

Les intégrales stochastiques par rapport à une martingale qui
n’est pas de carré intégrable ont été étudiées récemment par P.W.
MIILAR. La méthode de MILLAR repose essentiellement sur un " passa-

ge du discret au continu", à partir de résultats de BURKHOLDER sur

les martingales discrètes ( voir réf. à la fin de l’exposé).

I. MARTINGALES LOCALES ; EXTENSION DE
L’INTÉGRATION STOCHASTIQUE AUX MARTINGALES LOCALES.

DÉFINITION.- Un proces’sus M ( à valeurs réelles finies), continu
à droite, est une martingale locale s’il existe une suite crois-

sante (T ) de temps d’arrêt , telle que lim T =+oo et que les

processus soient des martingales uniformément intégra-
bles. 

Par exemple, toute martingale est une martingale locale

(prendre Tn=n). Si l’on peut de plus choisir les T de façon que
les martingales satisfassent à nous

dirons que M est loca n lement de carré integrable. Par exemple,
toute martingale de carré intégrable est localement de carré in-

tégrable ( prendre encore Tn=n). Nous désignerons par L l’ensem-
ble des martingales locales nulles pour t=0, par Mloc celui des
martingales locales, localement de carré intégrable, nulles pour
t=0.

Voici quelques propriétés simples des martingales locales.

Pour simplifier le langage, nous dirons que le temps d’arrêt T

réduit le processus continu à droite M si le processus 
est une martingale uniformément intégrable.
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PROPOSITION 1.- a) Si T réduit M, tout temps d’arrêt S~T réduit
M. La somme de deux martingales locales est une martingale locale*

Si M est une martingale locale, et si T est un temps d’arrêt. le

processus est une martingale locale.

b) Si deux temps d’arrêt S et T réduisent M, SVT réduit M.

c) Soit M un processus continu à droite. S’il existe une suite

croissante (S ) de temps d’arrêt, telle que lim S~ = oo et que

les processus (Mt^Sn). soient des martingales locales, alors M
est une martingale locale.

DÉMONSTRATION.- a) est une application immédiate du théorème
d’arrêt de DOOB. Pour établir b), posons R=SVT et remarquons
d’abord que l’on a sorte que les

variables aléatoires MtAR sont uniformément intégrables. Nous
allons traiter ici le cas où S et T sont finis ; pour passer

au cas général, on appliquera cela aux temps d’arrêt T~i,

et on fera tendre n vers +0153. Tout revient donc à montrer que

(D = 

Or nous avons

(2) 

Soit (Y ) la martingale uniformément intégrable l’évé-

nement }S>Tvt} appartenant à la première espérance condition-

nelle au second membre s’écrit

et le premier membre de (2) s’écrit donc

~ =

~ =

Cette dernière expression s’écrit aussi, en désignant par (Zg)
la martingale uniformément intégrable 
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= 

] 
= 

La formule (1) est donc établie. Passons à c) : pour chaque n,
soit une suite croissante de temps d’arrêt réduisant

~A~

le processus qui converge vers +0153 ; rangeons tous les

temps d’arrêt en une seule suite (H~)~ et posons T~ =
ces temps d’arrêt tendent en croissant vers +0153 ,

et réduisent X d’après b), d’où le résultat.

REMARQUA- Soit M une martingale locale : on peut montrer qu’un

temps réduit M si et seulement si le processus 

appartient à la classe (D)
DÉFINITION. - Nous désignerons par V l’ensemble des processus nuls pour
t=0, continus à droite, dont les trajectoires sont à variation bornée
sur tout intervalle borné. Si AeY , nous noterons }A~ le roces-

sus défini par }AJ 1 = évidemment {A{eV. Nous désigne-
rons par l’ensemble des éléments A de V tels qu’il existe
une suite croissante de temps d’arrêt satisfaisant aux
conditions lim +0153 .
2014201420142014201420142014 n ~ n

On a évidemment ~ par exemple, si

les temps d’arrêt Tn = inf {t : J satisfont à la

définition ci-dessus.

Un élément A de V sera dit naturel si 0394AT=O pour tout temps
d’arrêt totalement inaccessible T, et retors si les temps d’ar-

rêt S qui portent les discontinuités de A (exposé I, p.4) sont
totalement inaccessibles : A est à la fois naturel et retors si

et seulement s’il est continu. Un processus naturel AeV ne peut

appartenir à L que s’-il est nul ( noter d’abord que A est natu-
rel et retors(**), donc continu, et donc appartient à on

introduit alors des temps d’arrêt tels que le processus

appartienne à donc soit nul). On montre sans

(*) Comme dans le premier exposé, le c sert à désigner les pro-
cessus à trajectoires continues.

(~~) Les discontinuités de AeL sont portées par des temps d’arrêt to-
talement inaccessibles. 
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peine que tout AEA est associé à un processus naturel ÃAloc,
unique ( i. e. , le processus A-A est une martingale locale).

L’intérêt des martingales locales vient surtout du théorème

suivant, dû à ITO et WATANABE : toute surmartingale positive
continue à droite X se.met de manière unique sous la forme X=

M-A, où M est une martingale locale, et A un processus croissant

naturel appartenant à (cf. Ann.Inst. Fourier, t.15,1965).
Intégrales stochastiques par rapport à

Soit MEMloc , et soient S et T deux temps d’arrêt tels que
et que les martingales Mt = Mt = soient telles

que sup sup soient finis. Le processus M"2 -
M" ,M" > est une martingale uniformément intégrable ; en l’arrê-
tant à l’instant S, on voit que le processus (M1~-M’BM’’:>. q)
est une martingale ; il résulte alors du théorème d’unicité de

la décomposition de DOOB que En utilisant

alors des temps d t arrêt Tn, croissant vers +~ , et satisfaisant aux
propriétés de T ci-dessus, on établit l’existence d’un processus
croissant continu unique M,M>, ~ tel que soit une martin-

gale locale. On définit alors pour comme dans l’ex-

pose I.

Considérons maintenant un processus trés-bien-mesurable Y tel

que l’on ait, pour tout t

/ Ys  +~

Désignons par Sn le temps d’arrêt, inf des deux temps d’arrêt
Tn ( ci-dessus) et inf {t : ,Î YS Soit M~ la mar-
tingale obtenue en arrêtant , 0 M à l’instant elle appar-

tient à M, et on a on peut donc définir l’intégrale
stochastique Y.Mn : on vérifie ensuite facilement que 

Il en résulte qu’il existe un processus (noté Y.M)
appartenant à tel que pour tout n. Nous

dirons que Y.M est l’intégrale stochastique Se Y par rapport à M.
Dans le cas où MeM, cette définition coincide avec celle des inté-

grales stochastiques " en proüab1lité" , introduites par ITO et
COURRÈGE 1 ~~). Comme dans le cas où MeM, Y.M est caractérisé

(~) voir la bibliographie à la fin de l’exposé I.
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par la relation Y.M,N> = Y.M,N> ( 

Intégrales stochastiques par rapport à une martingale locale.
! Lorsque M est une martingale locale qui n’appartient pas à Mloc(*),
... 
on ne peut pas utiliser le processus croissant M ,M> (il n’est
pas à valeurs finies), mais nous allons voir en revanche que le
processus [M,M] est encore utilisable.

PROPOSITION 2.- Soit MeL une martingale locale. Il existe une sui-
te de temps dl arrêt, qui tend en croissant vers +0153 . telle

que les propriétés suivantes soient satisfaites pour chaque n 
°

a) La martingale Nn obtenue en arrêtant M à l’instant IL est
uniformément intégrable.

b) N est de la forme Hn est une martingale arrê-
tée à l’instant continue à l’instant telle que sup )H~
appartienne à tout où Z~A est le processus retors

~ù est continu, et où le processus H-Z

est borné.

DÉMONSTRATION.- Nous commençons par choisir une suite croissante
de temps d’arrêt croissant vers +~, finis, tels que les processus

soient des martingales uniformément intégrables. Dési-

gnons par (Jnt) une version continue à droite de la martingale
par Sn le temps d’arrêt

Sn = (inf {t : Jnt ~ Pn 
où p~ est choisi assez grand pour que P 
le lemme de Borel-Cantelli, p*s., et Sn réduit M d’a-

près la proposition 1. Posons ensuite Rn = inf S. : R tend p.s.
vers +00 en croissant, et réduit M . D’autre=part, la martingale

est majorée par la martingale car

1 ] du fait que la première martingale
est donc majorée ~ par p~ sur [0,R~[. Nous allons voir que les

(~) Je n’ai pas d’exemples de cette situation, mais je pense
que c’est plutôt la règle que l’exception :
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R ainsi construits répondent &#x26; la question.
Plus généralement, considérons un temps d’arrêt fini R possédant

les propriétés suivantes : R réduit M, et la martingale 

est bornée sur [0,R[ par une constante K. Désignons alors par N (resp.
N~,N") la martingale ( resp. par Z ( resp. Z~.Z")
le processus AN~ - le saut de N~ en R- 
et enfin par H la 

" 

martingale N-(Z-Z) .
Raisonnons par exemple sur N~ : le processus 

0394N+R=0} est une surmartingale positive bornée, puisque N+ est

arrêtée &#x26; R, bornée sur [0,R[, et qu’on a modifié après R les trajec-
toires qui sautaient à cet instant en leur donnant la valeur 0. Soit
J le processus croissant intégrable A~+ on a T=

N~-J, de sorte que Y admet la décomposition de DOOB Y=(N~-J+J) - J ;
mais on sait ([3], chap.VII, n°59) que dans la décomposition de DOOB
d’une surmartingale positive bornée, le processus croissant et la mar-

tiongale sont majorés par une variable aléatoire qui appartient à
tout L~ (poo ) ~ En particulier, on a J~ Soit k une constante

qui majore N+ sur [0,R[ ; on voit de même que si K est le processus

croissant retors 3L tout L- ( p

fini). Or |0394N+R| ~ (N+R+k)I{0394N+R~0}, donc ~0|Z+s| ~ J~ + K~ appartient

à tout LP (p0153 ). On a le même résultat en remplaçant + par -, et donc
finalement aussi /~ j e L~~

0 

Ecrivons maintenant que N=H+Z ; sur [0,R[, on a Or N est

bornée sur [0,R[, et sup donc sup et on peut rem-
s " 

sR

placer sR par soo , car H est arrêtée à l’instant R, et continue à
cet instant.

Enfin, H-Z est bornée sur [0,R[, continue à l’instant R, arrêtée
à R, donc bornée sur toute la demi-droite, et cela achève la démonstra-
tion.

Nous allons déduire de cette proposition un premier résultat sur

les martingales locales . Voici d’abord une définition.
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DEFINITION.- On dit que MeL est une somme compensée de sauts si
le processus MN est une martingale locale pour toute martingale
locale continue N~~.

Nous dirons que deux éléments M et N de L sont orthogonaux si
leur produit MN est une martingale locale. Lorsque M et N appar-
tiennent à M , il est facile de vérifier que l’on retrouve ainsi

la définition de l’exposé I. Nous désignerons par cl’ensemble
des martingales locales continues, nulles pour 1=0 ( 
et par L l’ensemble des sommes compensées de sauts : il est

facile de voir que L~ L = {0{.
PROPOSITION 3.-ajoute martingale locale MeL se décompose de ma-
nière unique en une somme d’une martingale locale continue Mc,et d’une somme compensée de sauts 

b) Si M est une somme compensée de sauts, M est orthogonale à
toute martingale bornée n’ayant pas de saut commun avec M.

c) Soit M une somme compensée de sauts, et soit T un temps
d’arrêt ; la martingale locale (M..m) est alors une somme com-
pensée de sauts.

d) Pour que MeL soit une somme compensée de sauts, il faut et

il suffit que les martingales Hn de la prop.2 soient des sommes
compensées de sauts , au sens de l’exposé I.

DEMONSTRATION.- Nous nous bornerons à établir ( de manière assez
schématique) a) et d), et nous laisserons b) et c) au lecteur,
comme des conséquences faciles. Reprenons les notations de la
prop.2 : on décompose la martingale H~ ( qui appartient à M) en
sa partie continue Hnc, et sa partie discontinue ( somme compen-
sée de sauts) et on écrit :

Nn = Hnc + 

H et Z sont des martingales uniformément intégrables, sans
discontinuités communes, orthogonales à toute martingale conti-
nue bornée, et plus généralement à toute martingale bornée sans
discontinuité commune avec M. Posons N~ = N~ = 
(~) Il est aisé de vérifier qu’il suffit de supposer cela pour
toute martingale continue bornée.



- 102 -

On montre alors sans aucune peine Inexistence de deux martinga-
les locales M c et telles qu’on ait pour tout n

Nnct = Mct^Rn , Nndt = Mdt^Rn ,

Alors M~ et M satisfont aux conditions de l’énoncé.

Nous passons maintenant à la définition du processus crois-

sant [M,M] pour une martingale locale M quelconque.

PROPOSITION 4.- Soit admettant la décomposition 
(prop.3) ; on pose

[ M,M ] =  

s~t
Le processus croissant [M,M] appartient alors à V~ ( autrement

dit, on a p.s. [M,M]t 0153 pour tout t), et le 

est une martingale locale.

DÉMONSTRATION.- Reprenons les notations de la prop.2 ; on a
évidemment pour tout t

[M,M]t^Rn = [Nn,Nn]t^Rn= [Hn,Hn]t^Rn + 0394M2RnI{t~Rn}  +~

puisque la martingale Hn appartient à M. Le second point est
plus délicat. Il suffira de montrer que est une

martingale uniformément intégrable pour tout n . Nous omettrons

partout n dans la suite de la démonstration.
Nous avons N=H+Z-Z = H+Z, donc ( pour too)

donc N2t = 

(Ht - Zt)2 + 2(Ht-Zt)0394NRI{t~R}+ 0394N2RI{t~R}
part, Comme H-Z est borné

en valeur absolue par une constante k, comme ANp et 
sont intégrables, la variable aléatoire !N~-[N,N].t ~ k +
2k|0394NR| 1 est intégrable. On a d’autre part

N2t-[N,N]t = (H 2t-[H,H]t) + ( Z2t -2HtZt+2(Ht+2(Ht Zt+2(Ht-Zt)0394NRI{t~R}).
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Le processus H2-[H,H] étant une martingale uniformément intégra-
ble, il suffit de montrer que la seconde parenthèse en est une
aussi. Ecrivons la

(1) Z2t - 2HtZt + 2t(HS-ZS)dZS .
On peut remplacer par car H est continu à l ’ ins-
tant de l’unique saut de Z, et Z’ est continu. Le processus três-
bien-mesurable Ug=Hg_-Zg_ étant borné, et Z et S étant associés,
U.Z et U.Z sont aussi associés ( exposé I, prop.2) ; le processus
(1) ne diffère donc du processus

(2) ~-2H~2~(H,_-~)d~ = ~-2H~2AH,-Z,)d~ _que par la martingale uniformément intégrable U.(Z-~). Comme ~
est continu, on = et il reste simplement
(3) -2( H.Z. - 
Comme [ 1 appartiennent à L2, on peut appliquer
le théorème 15 du chap.VII de [3], qui montre que (3) est bien
une martingale ( uniformément intégrable)~

Nous allons esquisser maintenant la théorie des intégrales
stochastiques par rapport à une martingale locale MeL. Soit X
un processus bien-mesurable ; pour simplifier, nous supposerons
que X est borné. Reprenons les notations de la prop. 2 . Soit Yn
le processus

Ynt = XRn0394MRnI{t~Rn} ;

Yn appartient à A, car MRn et sont intégrables. Posons

Un = + ?n ;

un est une martingale uniformément intégrable. D’autre part, on a

= Unt ( ces deux martingales ont en effet la même partie con-

tinue et les mêmes sauts). Il en résulte aussitôt qu’il existe une
martingale locale ( notée X.M) unique, telle que s= U~ .
Nous dirons encore que X.M est l’intégrale stochastique de X

par rapport à M~
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Nous n’insisterons pas sur les propriétés de l’intégrale

stochastique X.M qui vient d’être définie.

II.- FORMULES D’INTEGRATION PAR PARTIES.

THÉORÈME 1.- Soit MeM, et soit VeV ( i.e., un processus continu

à droite dont les trajectoires sont des fonctions à variation

bornée) tel que E[/  +0153 pour tout t. Le processus

est alors une martingale, égale à l’intégrale sto-
chastique (/ 
DEMONSTRATION.- Remarquons d’abord ( les trajectoires de M étant

bornées sur tout intervalle borné) que t est fini

pour tout t. Désignons par T le temps dQ arrêt

inf l t : } ~n {,

et par Vn le processus e V , dont la valeur

absolue est bornée par n. Supposons établi le théorème pour
V~ : le processus 1~ = converge p.s~ vers 1=

car In et 1 coïncident jusqu’à l’instant T , et

converge vers 

d’où l’égalité annoncée.
Nous allons donc supposer maintenant que le processus {V{

est borné par une constante K. Nous allons démontrer le théorème

en trois étapes. c +. u

a) M est de la forme A, avec alors l est égale à

l’intégrale de Stieltjes ordinaire(*)  tVs- dAs par rapport à AeA,
et le théorème est la formule ordinaire d’intégration par par-
ties ([3], chap.VII, th.22). t
b) M est continue. L’intégrale 0 / Vs dM s est limite en norme de

(*) Les deux intégrales coïncident en effet sur les processus

"étages" três-bien-mesurables, donc sur tous les processus très-

bien-mesurables bornés
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sommes de la forme l’intégrale 

est limite p.s. des sommes V Mt (V. -V. ). Il suffit alors
1+1 1

de faire une " transformation 

c) Passons au cas général. Il résulte de l’exposé 1 ( th.6

p.12, et inégalité de DOOB, bas de la p.5) qu’il existe une sui-
te de martingales M~ possédant les propriétés suivantes :

1) M est la somme d’une martingale continue et d’une mar-
tingale de la forme AC, AeA.

2) dans M lorsque n->(D .

3) sup |Mns-Ms| [ ->0 p.;. lorsque n->oo .
sst 

~ ~

Le théorème, vrai pour chacune des martingales M~B se démontre

alors pour M grâce à un passage à la limite.

REMARQUE.- Le théorème s’étend en réalité à VeV et MeL sans autre

restriction, à condition de remplacer dans l’énoncé " martingale"
par. martingale locale" . En effet, reprenons les notations de
la prop.2, en choisissant de plus les temps d’arrêt R tels que
chaque variable aléatoire soit bornée. Appliquons alors

le théorème précédent à Vn = et à la martingale 

0t^RnVs-dHns = Vt^RnHnt^Rn - 0t^Rn HnsdVs
et d’autre part, d’après la formule habituelle d’intégration par
parties

t^Rn Vs- dZns = Vt^Rn Znt^Rn-0t^Rn ZnsdVs

Autrement dit, en ajoutant

~ 
" 

= 
" 

Il ne reste plus qu’à noter que le premier membre est une mar-

tingale uniformément intégrable, et à faire tendre n vers +00 

Le théorème 1 est une forme particulière ( un peu plus pré-
cise) de la formule générale du changement de variables qu’on ver-
ra au §III. Il en est de même du théorème 2 ci-dessous.
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Voici une application facile du th.l, qui nous servira dans le

prochain exposé : soit un processus de HUNT, admettant un

semi-groupe de transition (P~-)~ une résolvante (U~)~ et soit g

une fonction borélienne bornée qui appartient au domaine du géné-
rateur infinitésimal A . Posons f=Ag : f est bornée, et g =

pour tout p>0. Le processus

est une martingale bornée continue à droite. On a alors si p>0

En effet, le premier membre vaut aussi, diaprés le théorème 1

On transforme alors cette expression par des calculs très sim-

ples, mais fatigants à écrire.

THÉORÈME 2.- Soient M et N deux éléments de L ; on a

0
t

Ms-dNs + t0Ns-dMs = MtNt - [M,N]t
DEMONSTRATION.- Nous ne ferons que 1~esquisser. Nous pourrons

nous limiter, par arrêt ( à la manière de la prop.2) au cas où
M et N sont uniformément intégrables, arrêtées à un temps d’ar-

rêt R, bornées sur [0,R[. Il y a deux cas à distinguer :

a) M et N sont continues : il s’agit alors d’un cas particu-
lier de la formule du changement de variables pour les martinga-
les continues, que nous verrons plus loin.

b) M est une somme compensée de sauts. On se ramène alors

au cas où M est de la forme A , avec et + 

M sdNs ( intégrale de Stieltjes ordinaire sur les trajectoires).
On retombe alors sur le th.l.

Remarque.- Lorsque M et N appartiennent à on a aussi la

formule d’intégration par parties
Ms-dNs + = MtNt -  M,N >t .
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En effet, compte tenu du théorème 2, cette formule s’écrit

= ~~t " ... ’ ’" ~ " ’..-

Or soit AAloc le processus croissant At = les

deux membres sont égaux à A. 

III. SEMIMARTINGALES ET CHANGEMENT DE VARIABLES

La notion de semimartingale a été introduite par FISK" ~ sous
le nom de "quasimartingale" ( le mot semimartingale signifiait
"sousmartingale~dans le livre de DOOB, mais il n’est plus utilisé
en ce sens).

/

DEFINITION.- On dit qu’un processus continu à droite X est une

semimartingale ( resp. une semimartingale locale) si X peut s’é-
crire X=M+A, où M est une martingale et A appartient à A ( resp.
où M est une martingale locale et A appartient à 

Remarque.- Dans cet ordre d’idées, il est intéressant d’intro-

duire aussi la notion de semimartingale locale faible, obtenue ’ ~ ." ~
en remplaçant par V ci-dessus. Par exemple, soit ’ "

nous avons vu que [M,M]eV et que M -[M, M] e L , donc M est une

semimartingale locale faible, mais non pas une semimartingale
locale, sans doute. Nous laisserons cependant cette notion de
côté dans ce qui suit.

Soit X une semimartingale ; nous pouvons écrire A~+
A~ où M est une martingale nulle pour t=0, où Ane est naturel
( c’est la somme de la partie continue et des sauts accessibles
de A), et où est purement discontinu et retors ( c’est la
somme des sauts totalement inaccessibles de A). Ecrivons alors

+ A~)+ (A~+A~) ; nous voyons que X s’écrit ( cette fois
de manière unique) comme somme de XQ, d’une martingale nulle pour
1=0, d’un élément naturel de A. On en déduit aussitôt, par arrêt,
que toute surmartingale locale X se décompose uniquement en X~,

(*) D.L. FISK a obtenu des résultats intéressants sur les semimar-

tingales continues. Voir son article "Quasimartingales" ( Trans. Amer.
Math. Soc., 1965)~
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un élément de L, et un élément naturel de A-.. On n’a pas de
résultat analogue pour les semimartingales locales faibles, sem-
ble t ’il.

Soit une semimartingale locale, et soit Y un proces-
sus bien-mesurable : il est naturel de désigner par 
(Y.X).. l’intégrale stochastique + / YsdAns à condition

u /~ ~ S Q S S

que ces deux intégrales existent séparément. De même, il est na-

turel de noter 
resp. X,X>) 

la limite de 03A3(Xti+1-Xti )2
( resp. de 03A3 B[(X.. -X.. ) ], si ces sommes ont un sens) le
long du filtre des subdivisions de [0,t], c’est à

dire + ( resp. 
" 

st s~t
Voici maintenant le premier théorème de changement de varia-

bles dans les intégrales stochastiques ; il est relatif aux

semimartingales à trajectoires continues . On notera

qu’alors ( les discontinuités de M étant totalement inaccessibles

et celles de A accessibles), M et A sont nécessairement continus.

THEOREME n semimartingales locales continues

X"-=X~ + M~ + A~ (i=l,~,n, M~M~, A~~)
et soit X le processus (Xi)i=1,...,n à valeurs dans Rn. Soit F
une fonction définie sur admettant des dérivées partielles
continues d’ordres 1 et 2. Le processus est alors une semi-

martingale locale continue, admettant la décomposition

= FoXQ + 03A3 / dMis +
i=l

+ t0DiF.Xs dAis + 1 2t0DiDjF.Xs dMi,Mj>s(*)

DÉMONSTRATION.- Nous nous bornerons au cas où n=l. Par arrêt à
des temps d’arrêt convenables , on se ramène aussitôt au cas où

(*) Si n=1, il est commode d’écrire formellement 
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X,M,{A} sont bornés en valeur absolue par une constante K. On

peut alors supposer que F a son support dans [-2K,+2K] . Il suf-
fit d’autre part de traiter le cas où F admet des dérivées con-
tinues des trois premiers ordres ( on effectue ensuite un passa-

ge à la limite). Alors, si b et a sont deux éléments de [-2K.2K],
la formule de Taylor donne

F(b)-F(a) =(b-a)F’(a) + ~(b-a)~(a) + r(a,b)
avec Dans ces conditions, prenons une sub-
division de [0,1] ; nous avons

)-.F(X~)] =r;F’(X~)(X~ -X~)~

+ ~ F..(X~)(X~~-X~)~ . 
Le premier terme de la somme ne pose pas de problème :

-M. ) ( resp. -A.. )) converge en norme
( resp. 1 vers 1 t F’.XsdMs 

1+1 (resp. dAs).0 s s s

Passons au second terme. Soit H une constante qui majore )F"J ;
les 

étant majorées respectivement en valeur absolue par
sup -Ati | 1 et sup|Mti+1 -Mti ( , sommes qui

tendent p.s. vers 0 en vertu de la continuité des trajectoires
de M et de A, il suffit d’étudier la limite de -M~ )~
Or soit g l’espace des processus continus à gauche B ~~ ~*

et bornés Y , tels que tende en probabilité

vers lorsque les subdivisions deviennent arbitraire-

ment fines ; il résulte de l’appendice de l’exposé 1 que H est
fermé pour la convergence uniforme, et contient tous les pro-
cessus étagés de la forme Ys(03C9) = 03A3 Ysi(03C9)I]si,si+1] (s); H
contient donc aussi le processus continu et borné (F" oX s ).

Reste à étudier le dernier terme. Soit C une borne de la
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dérivée troisième F’~ ; ce terme est majoré par

c.03A3 |Xt -X. )3  c. i+1-Xti)2
~ 20. sup|Xti+1 -Xti |. 03A3 [ (Mti+1 -Mti )2+(Ati+1 -Ati )2]
2C. ]r 

+2C. sup|Xt-X. j. sup|Ati+1-Ati
Ce dernier terme tend évidemment vers 0 p. s. ; celui qui le pré-
cède tend vers 0 en norme dans L , car nous avons vu dans l’ap-

pendice de l’exposé 1 que les variables aléatoires 03A3(Mt-M.)
sont uniformément int égrabl es , tandis que -X. ) [ tend

vers 0 en restant borné. 
i+1 i

Extension . On peut remplacer les bornes 0 et t par S et T, où
S et T sont des temps d’arrêts, et ST . On se ramène aussitôt
à établir cela pour des bornes de la forme 0 et T, et cela se

fait en approchant T par une suite décroissante de temps d’arrêt

étages.

Application.- Le théorème suivant est dû à Paul LEVY ; la démons-
tration est celle de KUNITA-WATANABE ( on comparera à la démons-

tration classique, donnée dans le livre de DOOB, p.384).

PROPOSITION 5.- Soit X un processus à valeurs dans R~, tel que
X0=0, dont les composantes X sont des martingales continues

telles que  == $..1 . Alors X est un mouvement brownien
issu de 0.

DÉMONSTRATION.- Posons F(x)=eiu.x ( u.x est le produit scalaire

des vecteurs u et x dans Rn). La formule du changement de varia-
bles nous donne, si rt 

= ~ I: ~ )~]

Soit AeF et soit pour w>0 f(w) = /FoX Cette formule
- r - 

~ n+w ~vv
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s’écrit i. ,pw
f(w)-f(0) = -1 2|u|2WO f(s)ds

d’où f(w)= ~)uj~w), et enfin

E[eiu.Xt-eiu.Xr|Fr] = eiu.Xrexp(- t-r 2|u|2)
ou 

E[ exp(iu.(Xt-Xr))|Fr] = exp(- 

Cela exprime que X est un mouvement brownien.

La formule générale du changement de variables.
Nous donnons ici cette formule sous une forme un peu diffé-

rente de celle de KUNITA-WATANABE, qui a l’avantage de s ’ appli-

quer aux martingales locales les plus générales ( alors que
celle de KUNITA-WATANABE concerne les martingales locales défi-

nies sur l’espace canonique d’un processus de nous 1’étu-

dierons plus tard). Nous laisserons de côté les processus à va-

leurs vectorielles, pour ne pas compliquer les notations ( mais

ceux-ci n’offrent aucune véritable difficulté supplémentaire).
On notera que la décomposition indiquée n’est pas canonique :

elle comporte un élément de A retors. Bien entendu, rien ne se-

rait plus facile que de la rendre canonique ( formellement) en

compensant ce processus, mais ce serait un simple jeu d’écriture.

Au contraire, dans le cas des martingales liées aux processus de

HUNT, un calcul plus explicite est possible, grâce au 
" système

de LÉVY" du processus, et on obtient alors la formule de KUNITA

et WATANABE.

THÉORÈME 4.- Soit X une semimartingale locale, admettant la

décomposition canonique~ 

X = X~ + M + A = X~ + M~ + M~ + A~ + A~ ,
où MeL ( et M~ et M~ sont respectivement continue, et une somme

compensée de sauts), où A est un élément naturel de 
et A~ sont respectivement la partie continue et la partie dis-
continue de A). Soit F une fonction définie sur ~, admettant
des dérivées des deux premiers ordres continues et bornées.
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Le processus est alors une semimartinale locale, admet-
tant la décomposition

, 

FoXt = FoX0 + dM s

+ 0t 1 2F" oXs- d>Mc ,Mc>s
+ 03A3 [F(Xs)-F(Xx-)]
s~t 

° 

(.)
~ 31 

s~t

DEMONSTRATION.- Par arrêt à des temps d’arrêt on peut se

ramener ( grâce à la prop.2) à démontrer la formule dans le cas
où il existe un temps d’arrêt R tel que :

- est intégrable, A est arrêté à l’instant R,

{A} est borné sur l’intervalle [O~R[ ;
- M est une martingale uniformément intégrable, arrê-

tée à l’instant R, bornée sur [0,R[ ~ de la forme H+Z (HeM ;
cf. la prop.2).

Quitte à faire une transformation de l’ensemble des temps,

nous pourrons supposer que les processus sont définis et continus

à gauche pour la valeur +0153 du temps, et prendre t=OD : i cela sim-

plifiera les notations.
Ecrivons maintenant H=H’+H" , où H" est la somme compensée

des sauts de H d’amplitude e , de sorte que H’eM n’a que des

sauts d’amplitude >e ( et les trajectoires de H’ n’ont donc qu’

un nombre fini de sauts sur [0,0153] ) ; posons de même A=A’+A" ,
où A" est la somme des sauts de A d’amplitude e ( ainsi A’ n’a

p.s. qu’un nombre fini de sauts sur Posons enfin 

+H’+H+A’, X" = H" + A" ; je dis qu’il suffira d’établir la

(*) Nous désignerons les termes du second membre, pris dans cet

ordre, par T~ (l~i~6). On peut évidemment remplacer X~ par X~
dans les expressions de T3 et 
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formule pour X’. En effet, choisissons une suite en ->0, de
telle sorte que les trajectoires de X’ convergent p.s. unifor-

mément vers celles de X ( inégalité de DOOB, exposé I, bas de

la p.5) * Alors Au second membre , aucun problème

pour T. = dM’ 

+tO(F’.s-F’.X’s-)dZs + tO F’.Xs- dH"s. Le second terme au 2e membre

tend vers 0 dans L p ( utiliser le théorème de Lebesgue, en tenant

compte du fait que F’ est bornée) : le troisième terme tend vers
0 dans et le 4e à nouveau dans L :cela règle la question
de T? Pour T~ la discussion est plus aisée, car M~ est commune
à X et à X’ : il suffit de noter que F" oX- converge p.s. uni-

fermement vers F" oX , d’où la convergence p.s. (ou dans LB
F" étant bornée). Même raisonnement pour T~. ~~

Passons à T~ . Notons d’abord que ce terme appartient à A,
car on a , si 

où K est une borne de F’ , et ~1 {A{ 00 est intégrable.
On a alors

~ = ~ +

+ I: 

Le second terme au second membre tend vers 0 p.s~, du fait que

pour chaque w il s’agit du somme finie y et qu’il y a convergence
vers 0 de chaque terme ; le troisième terme lui aussi tend vers

0, car il est majoré en valeur absolue par K.{A~ oJ .

Passons enfin à Tg, et montrons comme ci-dessus , pour com-
mencer, que ce terme appartient à A (*). Il faut distinguer le
saut à l’instant R, que nous majorerons en module par 2K|ZR-ZR-|
( K désignant toujours une borne de F’), variable aléatoire qui
est intégrable, et, d’autre part, la contribution des sauts

(~) A si on ne fait pas les hypothèses simplificatrices
du début.
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antérieurs à R. Or on a, L désignant une borne de F"

I: ! 1 
.

sR

1 203A3 (Xs -Xs- )2 = 1 2L03A3(Hs -Hs- )2

dont l’ espérance est au plus ’=LEJ[H’] . Pour étudier le compor-
tement de T~ dans le passage à la limite, on procède alors comme
plus haut : contribution du saut à l’instant R, commun à X et X’

( convergence p.s.) ; contribution des sauts de H’ ( il n’y en
a qu’un nombre fini, et il y a convergence de chaque terme com-

me ci-dessus dans l’étude de Te) ; contribution dans T ( relatif
à X) des sauts de H" ; on la majore par qui
tend vers 0 dans L . 

2 S-

Il nous reste donc seulement à établir la formule pour X’.

Posons alors

B’t = + Zt

Ce processus appartient à A , est purement discontinu et retors.

+ ~’ + A~ + A’
où B’ et A’ n’ont qu’un nombre fini de sauts sur [0,0153]. Nous
reviendrons aux notations initiales, en omettant tous les ’ et

en posant H~==M~ , B’=B, A’=A~ B = M~, A~+A~=A:

X = Xo + M + A = 

Soient et U~.Up... les instants des sauts successifs de X :
pour chaque co, on a pour n assez grand. La semimartinga-

le X est continue sur l ’ intervalle où elle se réduit

à + on peut donc écrire, en appliquant la formule

du ]. changement de variables des sem martingales continues (avec
translation de l’origine des temps à l’instant cf [3],chap.
IV, n~ 55 et 58)
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F(XUi+1-)-F(XUi) = Ui Ui+1 F’oXs-dMcs + UiUi+1 F’oXsdAcs

+ UUi+1 1 2F" oXsdMc, Mc>s
-Ui Uii+1 F’ oXs dBs

Sommons sur i, ce qui est légitime car il n’y a p.s. qu’un nombre
fini de termes pour chaque M ; il vient

F(Xo) = + 

Cy~ ~ 
___

- / + I:P’’(Xu )-F(Xu .)]0 j J J
Ecrivons cette somme ~ [F(Xg)-F(Xg_)] , et partageons la en

s 
~ 

deux : celle qui correspond aux sauts de A, que nous ne modifie-
rons pas, et celle qui correspond aux sauts de M =B-B, que
nous écrirons

H F’~s-~s-~ + H 
~M_~0 

On obtient alors la formule annoncée en remarquant que

03A3 F’oXs(Xs-Xs-)-tF’oXs-dBs = ~F’oXs- (dBs-dBs)
0394 Ms~O

= ~ F’.X dMds .0 ~’ ~
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APq/NDICB. -uN RÉSULTAT DE D.AUSTIN

D.G. AUSTIN a montré récemment ( A sample function property of mar-

tingales, Ann. Math. Stat. 37, 1966, 1396-1397) que si X~ est une
martingale telle que sup E|Xn| oo , la variable aléatoire 
est p.s. finie. Ce résultat suggère l’énoncé analogue suivant, pour
des processus à temps continu : si est une martingale

continue à droite bornée dans L ( i.e. telle que sup la

variable aléatoire est p.s. finie* Nous établirons ce résultat
s

par la méthode qui nous a conduits à la prop. 2, mais nous permettrons
ici à la famille de tribus d’avoir des temps de discontinuité*

Nous établirons en fait un énoncé un peu différent * Remarquons
d’abord que la somme de deux martingales possédant la propriété de

l’énoncé la possède encore ( inégalité de Schwarz) ; ensuite, que toute

martingale bornée dans L est différence de deux martingales positives
("décomposition de KRIOKEBERGft). Il suffit donc de traiter le cas où

X est positive, et nous poserons alors X = lim X~. Soit a(t)= y2014c°~ 
t->oo 

pour te[0,l[, et soit pour te[0,l[, pour t>l. Le pro-

cessus (Mt) est alors une martingale locale, ( ) et l’énoncé résulte du
théorème suivant : 

°

THÉORÈME.- Soit une martingale locale continue à droite. Si
too, la variable aléatoire VAM est p.s. finie.

°’ °’"

DÉMONSTRATION.- En appliquant la définition des martingales locales,
on se ramène aussitôt au cas où M est une martingale uniformément in-

tégrable puis, par différence, au cas où M est une martingale unifor-

mément intégrable positive. Posons alors , K étant un nombre >0

R = KA(inf {s : 

Comme on a p.s. R~t dès que K est assez grand, il nous suffira de dé-

montrer le résultat pour la martingale autrement dit de

(x) Par exemple, parce que c’est une surmartingale positive, et que

le processus croissant associé est nul.
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prouver que:

si N est une martingale uniformément intégrable positive. ar-
rêtée à l’instant R, bornée par K sur fO.Rr. on a  oo.

s

Posons comme NR est intégrable, NR- bornée, Z
est la différence de deux processus croissants intégrables. Nous al-
Ions montrer que sup )Z ) 1 c L . Posons T = T est une sur-

martingale positive bornée. Le processus processus

croissant intégrable, et T admet la décomposition Comme
~ oY est bornée, on a J eL2. Posons L. = on voit de même

que L_ eL2. Comme Z==J-L, on a ZssJ-L , donc |dZs| 1  J ~ +L~ cL
d’où enfin le résultat cherchée

C ~2Posons maintenant E==N-Z ; comme on a puisque les tra.jectoi-
res de Z sont! variation bornée, il suffira de montrer que 03A30394H2s~.
II suffira pour cela, d’après une propriété bien connue des martinga-
les de carré intégrable, de montrer que sup|Hs-H0|eL2. Or cette va-

s

riable aléatoire est majorée par la somme de sup |Hs-H0| et de 

Sur [0,R[, on a Z=0, S=N+Z, donc sup )H -H~( ~ 2E + sup )Z ( c L .
0sR " " " 

s 
°

D’autre part, on Az~ , donc AH~ = ~~R~ majoré en module par
2sup|Zs| e L2. Cela achève la démonstration.

s 
"


