PHILIPPE COURREGE

Noyaux de convolution singuliers opérant sur les fonctions
holdériennes et noyaux de convolution régularisants

Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 1 (1967), p. 34-51
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1967__1__ 34_0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1967, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http:/portail.mathdoc.
fr/'SemProba/) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.
numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est consti-
tutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SPS_1967__1__34_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

- 34 -

2
UNIVERSITE DE STRASBOURG

Département de Mathématique

Novembre 1966

I 4
SEMINAIRE DE PROBABILITES

Noyau:x de convolution singuliers opérant sur les fonctions Hdldériennes

et Noyaux de convolution régularisants
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§ 1 - Notations ; espaces de fonctions HBldériennes .

1.1, - Etant donné un entier n > 1, on désigne par cP() (p entier >0,

Q ouvert de R") l'espace des fonctions a valeurs complexes définies sur 0}
et ayant des dérivées jusqu'a l'ordre p continues, et par Ci(ﬂ) (resp. C%(Q))
le sous-espace de CP(Q) formé des fonctions de CF(Q) & support compact
(resp. & support contenu dans le compact K). On pose C(q) = C%q),

C (@) = cl‘:(m et cl‘:’(o) = 2 ci(m .

On pose en outre ,

D.f= 3 _(y [1sisn , fecl@ ]
1 1
3%
pPf = alﬁ,f [(B=1(8 B )e N" Isl=r§ B fecld @]
Bl BZ Bn 100" n 9 i=l il °

3%, " 3%, 4uu 3%,

1.2, - Normes et espaces de fonctions Holdériennes ., Si 0<X < 1, on pose,

[f]O’A = Sup |£(x") - flx') (fzc(®R™)

x'eR™, x"eR™ [x"- x A

xl # x"

[£] = 5 [DBf}o,)\ (fe CP(R"),p entier20) .

PoA g =p

On désigne par CP’A(Rn) le sous-espace de CP(R®) formé des

fonctions f ¢ CP(R™) ayant toutes leurs dérivées jusqu'd l'ordre p bornées

t tell f < .
et telles que [ Jp,l + o0
Pour f¢ cPA@RY) , on pose

Iilpn = o5, ,Spnnﬁfu +A, )

1 .
(") si fe C(R™) est bornée, on pose [|f|| = Sup [f(x)] .
x€ R®
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On désigne par Ci’A(Rn) (resp. C%’A(Rn)) le sous-espace de Cp’l(Rn)
formé des fonctions 3 support compact (resp, & support compact contenu dans

le compact K), et par Cllz';c)t @) (Q ouvertde R™) le sous-espace de CP(Q)

formé des fonctions f telles que of e CE’}‘(RH) pour tout ¢ € C;o Q).
On a alors, en vertu de la formule de Taylor ,
(1.1) cPtli) < cPi? )
loc

(p entier >0, 0 <A< 1)
(1.2) P RN cPAR™ < P RY)

Les espaces cPMRD) et CI;{’)‘(Rn) seront toujours munis de la topo-

logie associée a la norme || ”p \ qui en fait des espaces de Banach ,
?

o ciz n _ n -
1,3. - On note z la sphére unité de R (Zn = {z|z€R et |z| =11]) et o,
la mesure Riemanienne sur 2n associée a la métrique Riemanienne induite
par-la métrique euclidienne sur R® ("mesure superficielle'") . Posant
w =0 (T ), on rappelle que,

Ty = J'dy =™h  (en particulier Wy = 2)
lyl=1

On rappelle en outre la formule de désintégration de la mesure de Lebesgue

n £ .
sur R en coordonnées polaires,

(1.3) Jf(y) dy = f+°°p“'l dp { f(p6) o (de) (fe ck‘(Rn) ) .
R" 0

n
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§2- Ogérateur de convolution associé i un noyau singulier .

2,1, - Un noyau singulier (sur R™) sera ici une fonction k € C (Rn\{O}) positi-

vement homogéne de degré - n
2.1 k(tz) = t7" k(z) (z€ R\ {0} ,t>0) .

Pour un tel noyau, on pose, pour ¢ >0,

(2. 2) ke(z) =1 (z) k(z) (z ¢ R™) (2) ; ou encore ,

R™\B (0)
€
ke(z)=k(z) si |z|2¢ et ke(z)'-:o si ]z|<e .

Alors k_€ ,glloc (R™), et définit un opérateur de convolution f-k_% f appli-

quant Ck(Rn) dans C(R™). On va étudier

lim kek f(x) = lim k(z) f(x-z)dz .

etO elo]ZIZe

PROPOSITION , - Soient k un noyau singulier, et 0<As 1,

(1) Si lim kex‘f(x) existe pour tout f¢ C.;’A(Rn) et x¢€ RrR® , alors ,
el O

(2.3) jk(e)on(d9)=0 .

Zn

(2) Inversement, si (2,3) est satisfaite, lim k % f(x) existe pour tout
ei0
fe CI‘:’)‘(Rn) et x¢€ RrR" , la convergence ayant lieu uniformément en x ¢ Rn.

(1) Be(x)= {z| z€ R® et [z-x]<e} :si WcR", lw(z)=1 si ze W et lw(z)=0
si z¢gW,
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En effet, R étant un nombre> 0, ona, pour f¢ Ci’)‘ (R?) et
e<R,

[ x2) fx-2)az = | K(2)[£x-2)-5(x)] dz + [K(2)(x-2)dz + f(x)10g§ [xted (a0,

|z ]2 R>|z|=2¢ |z]|=R z,

ainsi qu'il résulte de (1.3) et de 1'homogénéité (2,1) de k.,

On conclut alors en remarquant d'une part que la fonction

z—> 1 ) (z) k(z) [ f(x-2z) - f(x) ] est sommable dans R™ puisque ,

B (0
(2,4) |k(z) [f(x-2)-f(x)] | < sup |k(B)|. [£1, \ ,z,l-n :
BET, !

et d'autre part que, pour x € R" ,

lim | k(z)[ f(x-z)-f(x)]dz = _[ k(z)[ f(x-g)-£(x)]dz ,
€40 Ry |z2e [2]2e

la limite étant atteinte uniformément en x , en vertu de ce que, d'aprés (2,4)
et (1,3),

w
]f k(z)[ f(x-z)-f(x)]dz]| < esu;; | k()] [fjo,)\ }\n (6}2- ell) .
eZ>’ZIZel € n

c.q.f.d,

2.2, - Ainsi, i un noyau singulier k d'intégrale nulle sur la sphére unité

[ propriété (2.3)], on associe une application linéaire k de c1°(”‘ R®R™M(0<r < 1)

dans C(R™) en posant,

(2.5) Kf(x) = lim k *f(x) = lim I k(z)f(x-2z)dz ,
el0 € !0 l2|2€

et on a aussi, pour chaque R >0

(2.6) Ri(x) = fk(z)[f(x-z)-f(x)] dz + fk(z)f(x-z) dz
|z] <R |2| =R n
(x € R", £€ GMR™) .
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En outre, si, pour chaque f¢ C (R )} ; on pose
(2.7) < Vpk,f> = Ki(0) = lim fk(z)f(z)dz ( ,

€lo 'zl
on définit une distribution Vpk sur rR" appelée la distribution valeur prin-

cipale de k . Eton a,

(2.8) Vpk * £=kf pour tout fe Co'* (R™)

Cette relation est vraie, pour f eC (R ) par définition de Vpk (relation (2.7)).
Si fGCO)‘(R ), on a, pour CPGCOO(R ),

(Vpk * £) % ¢ (0) = Vpk % (f * ¢) (0)

<Vpkx f,p>
= k(fx ¢)(0) , puisque fal*cpec ©OR"™)

= lim k x(f*cp)(O) 11m<k * f,9>
€l0 el0

= <Xkf,p> puisque lim ke*f='1:f
€l

uniformément d'aprés la proposition 2,1, D'od (2,8), ¢ étant arbitraire,

2,3, - Exemple classique de l'opérateur de Hilbert ,

Cas n=1 - k(z)=-i— (zeR , z#0)

l(n+ D

Cas n>1 - k(z)—z' (z=(zi)€Rn,z#0,lsjsn).

§ 3 - Noyaux singuliers de Calderdn - Zygmund de classe coH*

3.1, - On appellera noyau singulier de Calderdn - Zygmund de classe corH

(0 <u < 1) un noyau singulier k (n° 2,1) tel que

(3.1) ke CH(RY - {0}
(3.2) fk(e)on(de)= 0o .
21‘1

v
(l) f(x) = f(-x) ; toujours sous 1'hypothése (2,3) sur k.,



Pour un tel noyau, on posera,

|k(6") - k(g")]

(3.3) ”k”o 5. = sup | k(8)| +'sup | .
n eEZH ¢} Ezn,e GEn 'en_ el,“’
9' # e"

En vertude (3,1), ”k”o b < +00 ; inversement, si k est .un noyau sin-
n

gulier tel que ||kl <+, alors k¢ c;’;g (R®\ {0}) , ainsi qu'il ré-

,u,zn
sulte du lemme suivant :

LEMME ,- Pour 0<pu<1l e O0<a<1, onpose,

n
M =2 + Sup s -1 {onaM_ <+o0) ,
@b l-gss<l+o |81 [P @,

Alors, si k est un noyau singulier sur R" (n° 2.1) ,

, . -(n+u)
Get) ) - Ml < M, Nl 5 [='-2]* 2]

pour tout z € R™\ {0}, z' € R™\ {0} tels que |z'-z|sca|z|.

En effet, posant [z| =p, |z2'| =p', z) = p‘l z et z'l -_.pt‘lz' ,

on a , d'une part ,

|k (z') - k(z)|

i

[pr~" k(z}) - p~" k(z )|

A

P (=) -« lz))] (a7 - 1 )

A

-l | u ! =«
Tl z (5 5y 1 1T )
D'autre part, puisque |[p'-p| s |z'-2z] ,

== =1l = g lzeal 40 - il s 207l [zl

Enfin, |z'-z| s« |z| entrafne que (l-a@)p <p's (l+a)p .

-n
D'ol le lemme, puisque sup ]S——-:-l-l <+o00 .
l-ass<lta |s-1|¥

c .q.f.d,
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Puisque CHRPM\{0})c Ci’;‘é (R™\{0}) (0 <ws<1), toutnoyau
singulier k d'intégrale nulle sur la sphére unité (relation (3.2) ) etde
classe C! sur R® \{0} est un noyau de Calderdn - Zygmund de classe coH,

Il en est ainsi, en particulier,de l'opérateur de Hilbert (n° 2,3),

3,2 - THEOREME I,- Soient A et u deux nombres réels tels que
O0<A<ps1l , et k unnoyau singulier de Calderdn - Zygmund de
classe C%'H | Alors ,

{1) il existe une constante C)\ " >0 (1) telle que, pour tout feCE’A(Rn),
’

(3.5) [kf], , <G, Ikl

f
’ b looutzn [ ]oyl

K

1
>0
Asph )

(2) pour chaque compact K de R", il existe une constante C
telle que, pour tout f¢ C%’;‘(Rn), kfe CO’A(Rn) et

(5.6) el =€)kl 5 W,y -

Pour établir (3.5), on considére une fonction f ¢ C;(’)‘(Rn) et deux
points x et x' de R", et on pose |x'-x] =d>0 ,

En vertu de (2.6), on a, pour R assez grand,

kf(x') = f k(x'-y)[ fly)-£(x')]dy + jk(x'-y)[f(y)-f(x')]ay ,
BZd(x) BR(x') \BZd(X)

puisque, f étant & supportdans K, |k(x'-y)f(y)dy =0 dés que BR(x') DK,
R \BR(x')
De méme,
Tf(x) = j K(x-y)[ £(y)-£(x)]dy + j K(x-y)[ £(y)-£(x)] dy
B, 4(x) B (x)\ B, ,(x)
= [ Ky ) £y)-£01dy + [ Klxay) £ly)-£0x)] gy
B, () Bp(x) \ B, 4{x)

puisque f k(x-y) dy = 0 d'aprés l'hypothése (3.2).
Bp(x) \ B, 4(x)

(1) dépendant aussi de n , mais pas de k ,
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Ainsi, pour R assez grand,

(3.7) Ef(x'") - Kf(x) = I, -1, + 13(R) + 14(R) - IS(R) , ol

2

I, = fk(x'-y)[f(y)-f(X')] dy , I, = fk(x-y)[f(y)-f(X)]dy
B,q(x) B, 4(x)

I(R) = [[k(x'-y)-kix-y)][ fly)-£(x")]dy
BR(x')ﬂBR(x)\BZd(x)

14(R) = fk(x'-y)[f(y)-f(x')]dy et IS(R) = fk(x-y)[ f(y)-f(x')]dy .
Bg (x")\(Bg (x'NB (x)) Bg (x)\(Bp (x"NB (x))

On majore alors séparément chacun de ces termes :

dy d

0= Wl (D0, | o <Iklo,y,z [0 | oo 2
n ly-x/<2d " v
ly-x"s3d

puisque |y-x| <2d => |y-x'| £3d ; d'od

3d w
A=l A
(3.8) 'Ill < “kHO,p.,En[f]O,k v, f p dp = ”kHO,u.ZnHJO.A A 3 d)\ !
0

d'aprés (1,3); et, de méme ,

w
(3.9 IIZI < Hk”o’u,zn [f_']o,)L -{-’- 2'a* | Ensuite ,
IR s [ [ke'-y)-klx-y)| | £y)-£(x)] dy

n
R \Bzd(x)

d
M k £ gk f
< 1/2’“ ” ”0’“"2;1[ ]0,)\ Y-x,n'i'p,-l

[y-x| 22d

en vertu du lemme 3,1, ci-dessus,

+°°}\-p.-l
s My ko, 5 [0, wp & f p dp ; d'od
2 n 5a



- 43 -

. ¢ 2% a0
G.10 LRI s My K, 5 (o, ®a T -
Enfin
[1®R)] < [ [txt=y) [ely)-£x") dy < [[k] Ity [ —=
4 . . oyuizn 0,x Y-X"n
Bp (x'N\Bp _4(x") Bp(x'\Bg _4(x)

-1 R )
= Nkl!o,u,z Nl o, fao dp = Hkllo,u,zn €] w, logg—g
n R-d

d'od lim |I4(R)| =0 ; et de méme , lim ,IS(R)I =0,
R-o00 R- o

D'ou la majoration (3,5), en vertu de (3.8), (3,9), (3.10), en faisant tendre

R vers l'infini dans (3.7).

La majoration (3,6) n'offre alors pas de difficulté : prenant f¢ C?{’)‘(Rn),

on a, d'aprés (2,6) (avec R=1),

~ dz dz
kf(x)] < |k L [f —=Z _ 4 |k f ;

k26 < Ixllg, >[4, j{z,,,_l Il Il | o

|2|< |z =1

z€x-K

w
< Il ,,z_ Mo,y {5+ .
c.q.f.d,

(1) On note ici l'importance de 1'hypothése X <u .,



3,3.- THEOREME II .- Soient A st u deux nombres réels tels que
0<A<ps1l, et k un noyau singulier de Calderdn - Zygmund de
classe C%’* (n° 3,1), Alors l'opérateur de convolution i: associé
3 k (n° 2,2) applique continiment Ci’l (R™) dans cP’*(Rr™)

(K compactde R", p entier »0); etona,

BH) D &n = %oPH  wecPr®R™M, o<|p|sp)

En langage de la Théorie des distributions, la relation (3,11)
résulte immédiatement du Théoréme I: si f¢ C%A(Rn) , on a (en notant D!

la dérivation au sens des distributions) ,
DB (Vpkx )= Vpk* D3t = VpkxDPf ¢ Cc¥r ®D)
pour 0< |[g|<p.D'od VpkxfecCP* R, et (3.11).

On peut aussi procéder directement & partir des noyaux ke :si fe Ci’}‘(Rn),

on a, pour ¢ >0
k %1€ CPR™) et DP (ke*f)=keakDBf

(0 < |g| < p) par simple dérivation sous le signe somme (voir 1'appendice
ci-dessous) ; on conclut alors grace i la convergence uniforme de k X

vers kf lorsque ¢ tend vers 0 (proposition 2,1).

La continuité de k de C%’)‘ (R™) dans CP’M(R™) résulte alors de
(3.11), de la continuité de k de C2'MR®) dans C°}(RP)
[majoration (3,6), Théordme I] , et de ce que la topologie de CP’A(R™) est
engindree par les applications g —> DBg (0<|g] <p) de cPA(R™) dans
@A RY)

c.q.f,d,
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§ 4 - Dérivation sous le signe somme pour un noyau homogéne de degré l-n -

Noyaux de convolution régularisants .

4,1 - Une classe importante de noyaux de Calderdn - Zygmund est introduite

par la proposition suivante :

r positivement
PROPOSITION , - Smt h une fonction de C (R \{0}) ,/homogéne de

degré 1- n(h(tz)—t h(z) t>0, ZER \{0}).
Alors, pour l1<is<n, k, = Dih est un noyau singulier d'intégrale nulle
sur la sphére unité (propriété (2,3), n° 2.1).

En effet, k, € C (R®\{0}), et il est élémentaire que k, est homogéne
de degré 1-n-1=-n, Il reste donc & montrer que fk (6)0 (de) = 0. Pour

1 1 RN )
cela (°), soit pcC (R) telle que, Supppc[1,2] et f -Lt-- dt =1, Une

0
intégration par parties donne ,

dx .,

| D;btx) p(fx)ax = - [ nix)e'(x])
R" R"

D'ou, en calculant les deux membres en coordonnées polaires,

+oo( ) + o
pir! = . .
] B ar [Diho) o (de) = - [ o) ar [hte)ojo (d0)
0 Ty 0 z,
+00 ( +o0
et le résultat, puisque Iﬁ.;..). dr =1 et fp'(r) dr = 0 .
0 0

C. qo f. do

(1) Cette démonstration est empruntée 3 AGMON dans ''Lectures on elliptic boun-
dary Problems'" (van Nostrand Math, Studies) page 152 ,
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4,2 - Si m estunnombreréel>1, etsi he¢ Cl(Rn\ {0}) est homogéne
de degré m -n, h appartient a slloc (R™) ; donc hx* f € C(R™) pour tout

fe C(R™) . Deplus, si m>1, D;h est homogeéne de degré m-1-n> -n,
donc D;h appartient aussi a £110c(Rn) (1 <i<n), On va chercher i calculer

Di(h % f) (o0 f est a priori non dérivable) en dérivant sous le signe somme

dans l'intégrale jh(x-y)f(y)dy, bien que le Théoréme classique a ce sujet
Rn
(voir 1'appendice) ne soit pas applicable 3 cause de la singularité de h &
1'origine , Quoi qu'il en soit :
B ’ \ . . l..n positivement
THEOREME III ,- Soit h une fonction de C'(R \{0} homogéne de
degré m-n, avec m2>1 (h(tz) = t=y(2) ,t>0, z¢€ Rn\{o}) . Alors,

(1) si m> 1, pour tout f¢€ Ck(Rn) , hxfeg Cl(Rn), et

(4. 1) D;(h * f) = (D;h) % £ (lsi<n)

(2) si m=1, pour tout f¢€ Cﬁ’A(Rn-) (0<a<l), h¥fe Cl(Rn), et
(4. 2)‘ D,(h % f) = (Vp D;b) £+ C,(h) £ ), o
(4.3) c,h) = jzh(e) 8, o,,(d0) (lsisn),

[ n

La démonstration repose sur le lemme suivant :

LEMME , - Etant donnée une fonction g€ Ck(Rn) et ¢ >0, on pose,

ge(x) = fg(y)dy (x € R%) . Alors, g, € Cl(Rn) , et
ly-%| 2¢
(4, 4) Dige(x) = -en-l fz g{x+eo) Gicn(de) (xeR", 1<isn),
n

(l) voir les n®°® 4,1 et 2,2 ci-dessus .
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En effet, posant Xe =1 (Xe(y) =0 si |y]<e et Xe(y) = 1 si [y|ze),

R™\B_(0)
ona g = Xe % g . Il en résulte par dérivation sous le signe somme (voir

1'appendice) que, si g€ Cllé (RY , g, € Cl(Rn) , et Dige = Xe % Dig ; c'est-

i-dire, Dige(x) = fDig(x+y)dy =" fDig(X+ez) dz ; d'ou (4,4) en intégrant par
lyl =¢ |z[=1
parties sur la variété a bord Rn\Bl(O) = M selon la formule fdiv Z dt= IZ. ndg

M oM
od Z estle champ de vecteurs défini par Zj =0 {j#i), et Z,(2) = glxt+ez)

(z € R"\Bl(on(f

On passe ensuite au cas général (g€ Ck) en considérant une suite (gn)

de fonctions de Cll( convergeant uniformément vers g,

c.q.f. d,

On établit alors comme suit le théoréme III : on désigne par { une fonc-

tion de Ck(Rn), et, pour €¢>0 , on pose,

X =1 comme ci-dessus, et
€ Rn\Be(O)
(4.5) 8 (x,2) = f X (x-y)h(z-y)fly)dy (xe R, z¢ R") , et
Rn
(4.6) 9. (x) =8 _(x,x) = [hix-y)ily)y.
ly-|ze

On va montrer que la fonction ¢ _ est de classe Cl sur {(x,z)|[x-z|<e/2},

En effet, d'abord, pour x fixé, Qe(x,o) est de classe C  sur {z|]z-x|<¢/2},

etonc,
(4.7) 3—2-1— i’e(x, z) = f nXQ_.:(x-y)Dih(z«-y)f(y)dy ([z-x|<e/2) ,

R

(l) ceci pour n 22 ; pourn =1, le lemme résulte d'un calcul dircct élémentaire .



par dérivation sous le signe somme [le théoréme rappelé dans l'appendice jus-
tifie une telle dérivation car la fonction (z,y) —> Xe(x-y)Dih(Z-Y)f(y) est bornée
pour [z-x] <€/2 et y¢€ R"].

Par ailleurs, désignant par Y, une fonction numérique de classe C
sur R", nulle au voisinage de 0 et égale & 1 hors de B€/2(0) , on a, pour

z fixé et !x-z] <el2

Qe(x, z) = Xe(x-y) Ye(z-yﬂz-y)f(y)dy ce qui montre que, en

vertu du lemme , @e(- ,2) est de classe cl sur {x| |x-2z|< e/2 }, et que, pour

[x-2| <el2,

(4. 8) 5%7 @e(x. z) =-en'1 fh(z-x-ee) f(x+€0) eion(de) .

Conjuguant alors (4, 7) et (4,8) , on obtient que P est de classe Cl

sur R" , et que, pour x ¢ R ,

D, (x) = [D.h(x-y)ty)dy - ¢™ ! [h(-co)ilx+eo)o o (do) |,

[y-x| ¢ z,
(4.9)
= fDih(x-y)f(y)dy § el fh(e)f(x-ee)eion(de)
[y-%| 2¢ z,

en vertu de I'homogénéité de h,

Faisant tendre alors ¢ vers zéro dans (4,9), on voit que, le premier
terme au sccond membre tend vers D. h ¥ f(x) si m> 1, etvers (vp D, h) * f(x)
si m=1 et f¢ C A (RD) (proposxtxon 2,1), etle second terme vers 0 sim> 1
et vers C. (h) f(x) si m =1, et ceci uniformément sur R" ., D'od le théorédme,

puisque 11m P (x) = h x f(x) ,
et 0

C' qo f. d.
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4,3 - Noyaux de convolution m fois régularisants . Soient m un entier >1,
m,.n - pomuverp%ﬂ‘t‘ﬂﬁﬁ'o?éne
et v € C (R \{0}) une fonction/de degré m-n, Alors, pour 0 < [Bl]<m-l,

pPy ¢ Cm-’BI(Rn\{O}) est homogéne de degré m - |g| - n> -n, donc

DPv e .S,',lloc(Rn) » et par application répétée du Théoréme III (propriété (1)),
on obtient,
pour tout f¢ Ck(Rn) , v¥fe Cm-l(Rn) et

(4. 10) DPvxf)= DPuks  (0<fg|sm-1) .

En outre, si [g| = m-1, phy ¢ Cl(Rn\{O}) est homogéne de degré 1l-n ; donc,
d'aprés le théoréme III (propriété (2)), pour tout f e Ci’h(Rn) (0<A 1),
v * fe CPRY) , et

(4.11) D,DP(v * £) = vp D.DPy) % £ + c Py .

Enfin, en conjuguant ce résultat avec lc Théoréme II (n° 3,3), on obtient :

THEOREME IV .- Soient A et u deux nombres réels tels que

m,“,
O<A<pusl , et \’ecloc

m-n (m entier >41), Alors, 1'opérateur de convolution f——b y %f

(R™\{0}) une fonction homogénec de degré

associé & y applique continiment CPK’)‘(Rn) dans Cp+m,)\(Rn)
(p entier > 0, K compact de R") .

4,4 - Application au noyau Newtonien ,

Supposant n >3 , on pose

- 1 2-n n
v (2) (——-———n_z)wn | 2| (z € R\ {0}),

Alors (Théoréme IV) :

—

PROPOSITION - Soit A un nombre réel tel que 0<) < 1

(1) Pour tout £€ COMR™ , vxfeC? MR et

(4'12) A(\)*f)="fo

(2) Pour tout compact K de R™ et tput entier p > 0, il existe une
constante CX_ > 0 telle que, pour tout f ¢ C%’A(Rn) ,

PsA
4, [ K
( 13; v * f“1@+2,)\ = Cp,x ”f“p,x
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Un contre-exemple , Le noyau newtonien ,, n'applique pas Ck(Rn) dans CZ(Rn):

ontinue
On désigne par § une fonction’numérique de variable réelle telle que,

g(u) =0 pour us<0

glu) = 11 pour 0 <u<g (0<a<l)

log 3

g(u) = 0 pour u > 1 .

On désigne, d'autre part, par § une fonction de C;o (R") égalea 1

au voisinage de 0 ; et on pose

n
f(x) = ¥ 00 - B xZ)
j=2 J
Alors, f¢ Ck(Rn) , et v* f n'a pas de dérivée seconde par rapport a X, a

1'origine ,

Appendice , -~ Un théoréme de dérivation sous le signe somme .

THEOREME .- Soient I=[a,b] un intervalle compactde R, 1 la
mesure de Lebesgue sur 1, Y un espace mesurable, et T une mesure
g-finie sur Y, On désigne par F : (t,y) - F(t,y) une fonction mesu-

rable sur I x Y ayant les propriétés suivantes :

(a) pour tout ye Y, F(+,y) estde classe C1 sur 1; on pose
(1) F't,y) = -‘l-lF(s,y) (tel,yeY).
ds g=¢

b

(b) f dt I r(dy) |F'(t,y)l < +00
a Y

(c) la fonction t—-f F'(t,y)r(dy) [ définie presque partout sur I

d'aprés (b)] est continue sur I,

(d) il existe t_€ I tclque Flt_,+)€ Ly, ).

Alors, F(t, .)€ LI(Y,T ) pour tout t€ I, la fonction

t - &(t) = [F(t,y) r(dy) est de classe cl sur 1 , eton a,
Y

(2} g(t) = LF'(t,y) T(dy) pour tout tel,

L
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En effet, supposant, par exemple, que t,=a (hypothése (d)) ,

on pose

t
(3) ¢lt) = fds fF'(s,yn(dy) (te 1)
Y

a

¥(t) est bien défini, pour chaque t¢€ I, en vertu de (b) , et, en vertu de (c),

¥ est de classe C1 sur I et

(4) ¥'(t) = fF'(t,y)T(dy) pour tout te€1l .,
Y

Par ailleurs, d'une part en vertude (a), on a

t
(5) IF'(s,y)ds = F(t,y) - F(a,y) pour t€l ,ye Y;
a

d'autre part, en vertu de (b), l'application

t
y —> jaF'(s,y) ds est dans LI(Y,‘T), donc aussi, d'aprés (3).
l'application F(t,)(t€l)puisque F(a,-) ¢ LI(Y,T) en vertu de (d) .

Finalement, le théoréme de Fubini appliqué au second membre

de (3) donne, compte tenu de (5),
(6) ve) = [Flt,y)riay) - [ Fla, y) rlay)
Y Y

D'ou le théoréme en rapprochant (4) ct (6)

c.q.f.d,



