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SEMI-GROUPES DE TRANSITION ET FONCTIONS EXCESSIVES

(Exposé de R. Cairoli)

Dans cet exposé il est question de semi-groupes de transition et
de fonctions excessives. E désignera un espace localement compact
4 base dénombrable, wh sa tribu borélienne. Un noyau sur E est
une application N: (x,T) — N(x,T) de E)(&h dans R+, mesurable

en x pour I fixé et complétement additive en T pour x fixé. On
dit que N est sous-markovien si N(x,E) S 1 pour tout x. P étant
une mesure et f une fonction mesurable bornée, on notera pN la
mesure r—aqu(x,r)p(dx) et Nf la fonction x-—ﬂ/N(x,dy)f(y). On
dit que N est fortement fellérien si, pour toute f mesurable
bornée, Nf est une fonction continue (on en déduit alors que Nf
est continue pour toute fonction CD&%;N-mesurable bornée, en
particulier pour toute fonction universellement mesurable bornée).
Le noyau composé de deux noyavx A et B sera noté AB: AB(x,T) =
=‘/h(x,dy)B(y,r). On appelle semi-groupe de transition sur E une
famille (Pt)t » o de noyaux sous-markoviens sur E telle que

P = PSPt pour tout s >0, t >o0. On dit que (Pt) est faiblement

s+t

continu si, pour toute forction f continue et & support compact,
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on a lim Ptf(x) = £(x) (i1 s'ensuit que 1l'application t——*Ptf(x)
est cggzgnue &4 droite en tout t>o0). Dans ce qui suit, on sup-
posera toujours que les semi-groupes sont faiblement continus.
On appelle résolvante de (Pt) la famille de noyaux (Up)p>O
définie par la relation suivante: Upf(x) =./é'ptPtf(x)dt, ol f
est continue et & support compact. Semi-groupes et résolvantes
sont dits fortement fellériens si chaque noyau qul les composent
a cette propriété. Si le semi-groupe est fortement fellérien, sa
résolvante l'est aussi. La réciproque n'est pas vraie (contre-
exemple: semi-groupe de translation uniforme sur la droite). Une
fonetion universellement mesurable positive f est dite surmédiane
si pUpf £ £ pour tout p. On dit que f est excessive si elle est
surmédiane et si 1lim pUpf = f. Pour que f soit excessive il faut

p—no

et 11 suffit que Ptf S f pour tout t et que %1m Pf=1f.81°¢
=0

t
est surmédiane, la limite % = lim pUpf existe et définit une

fonction excessive, appelée lap;;gularisée de . Si la résolvante
est fortement fellérienne, les fonctions excessives sont s.c.i. .
Un ensemble est dit de potentiel nul s'il est contenu dans un
ensemble universellement mesurable T tel que Up(x,r) = 0 pour
tout x et tout p (on seulement pour une valeur de p). Si f est
une fonection surmédiane, f ne différe de sa régularisée ? que

sur un ensemble de potentiel nul. On dit qu'un semi-groupe vérifie

1'hypothése (L) de P.A. Meyer s'il existe une mesure finie sur E
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(mesure fondamentale) dont les ensembles négligeables sont
les ensembles de potentiel nul. L'hypotheése (L) est vérifiéde
si les fonctions excessives sont s.c¢.i. donec, en particulier,

si la résolvante de (Pt) est fortement fellérienne.

Lemme 1. (P.A. Meyer) - Soient (Pt) un semi-groupe vérifiant
(L) et & une famille de fonctions surmédianes uniformément
majorées. On peut alors extraire de & une suite (fn) telle que

A
inf £ 2 4inf £ 2 inf £_.
n n fe&

ot tn
Idée de la démonstration: On suppose, sans restreindre la géné-
ralité, que si f, ge¥, alors inf(f,g)e ¥ et on choisit une suite
décroissante (fn) telle que iﬁf'(fn) = %Egp(f), oll p désigne une

mesure fondamentale. On vérifie alors que E;;\?; minore tout
n

élément de F.

En particulier, 1l'enveloppe inférieure de ¥ ne différe d'une

fonction excessive qui la minore que sur un ensemble de poten-
tiel nul. Dans le cas ol (Pt) est un semi-groupe de Hunt, cet
ensemble est, plus precisément, semi-polaire, pourvu que chaque

f €3 soit excessive (cela découle d'un résultat de Doob).
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Soit A un espace métrisable, p une mesure finie sur sa tribu
borélienne. Supposons que toute famille d'ensembles ouverts
formant un recouvrement de A contienne une famille dénombrable
de ces ensembles dont la réunion ne différe de A que d'un
ensemble négligeable (A est presqu'un espace de Lindeldf).
Appelons partition de A de norme @ toute suite (Ai) d'ensembles
de mesure positive, deux & deux sans point commun et dont la
borne supérieure des diamétres soit o, telle que p([ﬂ}A ) = p(n).
Construisons par récurrence la sulte (JP ) de partitions sul-
vante: jz est constituée par 1l'espace A et 9L+l est la partition
engendrée par les ensembles de 3; et par les ensembles d'une par-
tition de norme< 1/(n+l). Plus précisement: soient Ag, AR, ...
les ensembles constituant J;. Considérons en chaque point Ae A
la boule ouverte {A': dist(A,A') <1/2(n+l)} . De 1a famille de
ces boules extrayons une suite (B ) telle que p(l_}B ) = p(nr).
Les ensembles AlnBl, A2n131 cees AlnBlnB , AgnBlnB
AlrwBlrwB rij, AR rwBlr\B ﬁB3 esey +e. SOnt deux & deux dis-
Joints et la mesure de leur réunion est p(A). Ceux de mesure

n+l

positive rangés en une suite (A ) constituent les ensembles

de ®

n+l°’
On notera S (f) la somme de Riemann relative & la fonetion

f2o0eta (R): 8 (r)= Z,inf{f(x)- xeAl }p(aD),
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Lemme 2. - Si f >0 est une fonction réelle s.c.i., alors
r11.Hnmsn(f) =ffdp .

Si G désigne un ouvert de A, alors i{ﬂnsn(lG) = p(G) (*),
puisque Sn(lG) est égal a la mesure de la réunion des ensembles
de 5; contenus dans G et puisque ces réunions croissent vers un
ensemble G' tel que p(G') = p(G), lorsque n—=, comme il est
facile de le vérifier. En outre, les fonctions positives pour
lesquelles la conclusion du lemme est vraie forment un cSne
convexe C et si (gn) est une suite croissante d'éléments de C
dont 1'enveloppe supérieure est g, alors geC. En effet,
jén(k)p(dl) = lim Sm(gn) < lim inf Sm(g), ce qui entrafine

m-—»oo m—>» o«

fg(x)p(dx) < lim inf S,(g) 2 1lim sup S (g) ;fg(A)P(dk), done

MN—>» o
ge C. Les ensembles {f>~§;} étant ouverts, pour chaque n,

n2n
e =L > 1
2 i=1 {r>—=1
2n

appartient, en vertu de (*), & C. La fonction f donc aussi,

puilsque fnf f lorsque n—r=.

Théoréme 1. - Soit (Pt) un semi-groupe [de Hunt ] vérifiant (L).

Soit f: (x,A)—f(x,1) une fonction dans EXA, s.c.i. en A

pour x fixé et surmédiane [excessive] en x pour A fixé. Alors
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la fonection g: x-esz(x,k)p(dk) ne différe d'une fonction
excessive que sur un ensemble de potentiel nul [ensemble
semi-polaire. Si, un plus, f est s.c.i. en x pour A fixé,

alors g est une fonction excessive].

On peut supposer que f est bornée. Le cas général en résulte
en considérant d'abord inf(f,n) et en faisant tendre ensuite
n vers 1l'infini. D'aprés le lemme 2, pour tout x

1im (Zinf (£(x,1): AeATIp(al)) =/f(x,x)p(dx) .
Noew i=1

En vertu du lemme 1, chaque fonction inf {f(x,A): AeA;I} ne
diffeére d'une fonction excessive qui la minore que sur un
ensemble de potentiel nul [ensemble semi-polaire] . Le terme
général de la sulte du membre de gauche de la derniére égalité
posséde donc cette méme propriété. Le membre de drolte la posse&de
donc aussi, puisque la suite est croissante. [Si, en plus, f est
s.c.1. en x, alors, d'aprés le lemme de Fatou, g est s.c.1i., donec
finement s.c.i1. . Soit g' une fonction excessive telle que g' < g
et que g' = g sauf aux points d'un ensemble semi-polaire. La
fonction g - g' est positive, finement s.c.i. et nulle aux points
d'un ensemble finement dense dans E. Elle est donc nulle partout,

ce qui prouve que g est excessive].
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Soient E et F deux espaces localement compacts & base dénom-
brable, A et B deux noyaux sous-markoviens respectivement sur
E et F. L'application ((x,y), T )—»(eXAOEYB)(I’) de (EXF)XwEXF
dans R, est un noyau sous-markovien sur EXF: on 1l'appellera

noyau produit de A et B et on le notera A ® B.

Théoréme 2. - Soit f une fonction réelle bornée dans EXF

telle que 1'intégrale itérée g(x,y) =_/A(x,du)/B(y,dv)f(u,v)
existe pour tout (x,y)e EXF. Si A et B sont fortement fellériens,

alors la fonction (x,y)—g(x,y) est continue.

D'aprés le caractére fortement fellérien de A, pour tout 7yeF,

1'application partielle x— gy(x) = g(x,y) est continue. On dé-

montrera que, pour tout yoe F, gy converge uniformément vers
n

g dans toute partie compacte de E, lorsque Y tend vers /S

Yo
dans F. Cela achévera la démonstration (e¢f. Bourbaki, Topologie

générale, chap. 10, § 3, théordme 3). Désignons par hy la fonction

u—>fB(y,dv)f(u,v). En vertu du caractére fortement fellérien de

B, on a limh = h_ . Posons
’ Nn—>ow yn Yo

h'! =inf h_, h" =sup h_ .
n ménym n m;nym
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] n ’ 1
On a hnT hYo’ h.n,lhy,O et, par conséquent, Ahn1‘Ahyo,

Ah;'l‘l,Ahy . Les fonctions intervenant dans ces deux derniéres
o

limites étant continues, la convergence a lieu uniformément

dans tbute partie compacte de E. Les inégalités

1] i}
Ahn £ Ahyh A Ahn
entrainent finalement que Ahy converge vers Ahy uniformément
n o)
dans toute partie compacte de E, ce qui achéve la démonstration,
isque = Ah_.
bulsq gy v

Corollaire. - Si les noyaux A et B sont fortement fellériens,

le noyau produit A ® B l'est aussi.

Soient (Pt) et (Qt) deux semi-groupes de transition respective-
ment sur E et F. La famille de noyaux (P'c ® Q‘c) est un semi-groupe
de transition sur EXF: on l'appellera semi-groupe produit de (Pt)
et (Qt) et on le notera (Rt)' Les résolvantes de (Pt)’ (Qt) et
(Rt) seront respectivement designées par (Up), (Vp) et (wp). Une
fonetion f: (x,y) —f(x,y) dans EXPF sera dite séparément exces-
sive si elle est excessive en x pour y fixé et excessive en y

pour x fixé. De méme on définit une fonction séparément surmédiane.
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Théoréme 3. - Si les résolvantes (Up) et (Vp) sont fortement
fellériennes, toute fonction séparément excessive f est s.c.i.

et excessive pour le semi-groupe produit (R'c)'

Démontrons d'abord que f est s.c.i. . En vertu du lemme de Fatou,
la fonection u—->quq(y,dv)f/\n(u,v) est s.c.i. . L'intégrale itérée
g(x,y) =/pUp(x,du)quq(y,dv)fAn(u,v) a donc un sens, ce qui en-
traine que la fonetion (x,y)— g(x,y) est continue (théoréme 2)

et, par conséquent, que 1l'application

(x,3) = [ou, (x,au) fa¥ (3,dv)1 (u,v)

est s.c.1., pour tout p>o, q >o. La semi-continuité de f en
résulte, si on fait tendre d'abord q et ensuit p vers l'infini.
Il reste donc seulement & démontrer que f est excessive. On a
d'abord Rtf(x,y) =fPt(x,du)fQ,c(Y,dv)f(u,v) < £(x,y). En outre,
(x,5) étant fixé, fPs(x,du)th(y,dv)f(u,v) est une fonction dé-
croissante de s et de t, ce qui entrailne %EnoRtf(x,y) =

= ;é_j;inofPs(x,du)(%j;r’nont(y,dv)f(u,v)) = £(x,¥), ce qui achéve la

démonstration.

Lemme 3. - Toute fonction surmédiane s.c.i. est excessive.
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Soit f une fonction surmédiane s.c.i. . Alors f est 1'enveloppe
supérieure d'une suite croissante (fn) de fonctions continues

et a support compact. En outre, pour tout n, on a

lim pUpfn(x) = fn(x), ce qui entrafne lim pUpf(x) 2 f(x). L'iné-

P> P
galité inverse résulte de ce que f est surmédiane.

Théoréme 4. - Supposons que (Up) et (Vb) soient fortement fellé-

riennes. Soit f: (X,y)=f(X,y) une fonction séparément surmédiane.
Alors:
1) 1la régularisée s.c.i. g de f est séparément excessive (donc
excessive pour le semi-groupe produit (Rt));
2) si, en plus, f est s.c.i. en y pour chaque x, g ne différe
de f qu'aux points d'un ensemble dont les coupes suivant y

sont de potentiel nul.

Pour démontrer 1), on utilisera uniquement le fait que chaque
noyau des deux résolvantes applique 1'espace des fonctions
continues & support compact dans 1l'espace des fonctions continues
(résolvantes fellériennes). Fixons par exemple y. Il suffira de
montrer, d'aprés le lemme 3, que‘/bUp(x,du)g(u,y) < g(x,y) pour
tout x, ou encore, queg/%Up(x,du)h(u,y) < g(x,y), pour toute
fonction continue et & support compact h 2 8. Or, on a h < f,
r(x,y)

et par conséquent, par définition de la régularisée s.c.i., il

donc le premier membre est majoré par‘/bUp(x,du)f(u,y)

A
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suffit de montrer que la fonction (x,y)—az[Up(x,du)h(u,y) est
continue pour toute fonction h continue et & support compact.
C'est vrai si h est de la forme particulidre .f%%/fi(x)gi(y),
ol les fi et 8y sont des fonections continues & support compact.
Cette propriété s'étend & un h quelconque par convergence uni-
forme, ce qui démontre 1). D'aprés le théorzme 1, 1'intégrale
itérée./bUp(x,duZ/th(y,dv)f(u,v) exlste pour tout (x,y). Elle
est, en outre, une fonction s.c.i. de (x,y) (on considére
d'abord fAn, qui satisfait aux mémes hypothéses que f, et on
fait tendre ensuite n vers 1'infini). Comme f est excessive
en y pour x fixé (lemme 3), on a :

lim (lim-/bUb(x,duz/QVd(y,dv)f(u,v)) = lim\/bUp(x,du)f(u,y).

p*e g p—>e
La fonetion (x,y)-—h(x,y) = %Eﬂsijp(x,du)f(u,y) ne différe
de £ que sur un ensemble dont chaque coupe suivant y est de
potentiel nul. En outre, h est s.c.i., donc, par définition

de la régularisée s.c.i., h 2 g, ce qul achéve la démonstration.

Théoréme 5 (V. Avanissian). - Toute fonction f dans un ouvert
G de RP x R% (p,q 2 2), séparément hyperharmonique et localement

minorée, est hyperharmonique.
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.

On peut se limiter & considérer le cas ou G est un produit
de deux boules. Le théoréme résulte du théoréme 3, si l'on
considere les semi-groupes des mouvements browniens respec-

tivement dans Rp et Rq, tués aux frontiéres des deux boules.

Les théorémes suivants traiterons de la question de la per-
manence de (L) dans 1l'opération produit de deux semi-groupes.
Le caractére (L) n'est pas en général permanent, méme si les
résolvantes sont fortement fellériennes (contre-exemple:
produit de deux semi-groupes de translation uniforme). On
démontrera ci-dessous que, si au moins un des deux semi-
groupes est fortement fellérien, alors (L) passe au produit.
On utilisera la terminologle suivante: p et v étant deux
mesures respectivement sur E et F, on dira qu'une fonction
réelle dans E X F est (p,v)-négligeable si elle est nulle
partout sauf aux points d'un ensemble dont les coupes suivant
X et y sont respectivement v- et p-négligeables, pour tout
x€E, yeF. On dira qu'un sous-ensemble de E X F est de poten-
tiel (p,v)-négligeable s'il est contenu dans un ensemble uni-
versellement mesurable 4 tel que, pour tout p, wplA soit (p,v)-

négligeable.
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Théoréme 6. - Soit n une mesure fondamentale pour (Pt)’ )

une mesure fondamentale pour (Q"c)' Supposons que la résol-
vante (Up) soit fortement fellérienne. Alors les ensembles
(n ® 6)-négligeables sont exactement les ensembles de poten-

tiel (n, 8)-négligeable.

En effet, soient {xn} un ensemble dénombrable dense dans

E, A un ensemble universellement mesurable tel que

(Upe Vp)((x,y),A) = o pour tout (x,y). Posons r =

{y' : Up(xn,Ay') #£ol, T = {r_lJrn. Pour chaque 7y,

(Up ® Vp)((xn,y), A) = o pour tout n, donc Vp(y, I‘n) =0

pour tout n, ce qui entraine Vp(y,I‘) = o et, par conséquent,
o(r) = o. En outre, si y'er®, on a Up(xn, Ay') = 0 pour tout n,
done, d'aprés le caractére fortement fellérien de Up,
Up(x,Ay') = 0 pour tout x, ce qui entraine n(Ay') = 0 pour
6-presque tout y' et, par conséquent, (n® 8)(A) = o . Réci-
proquement, un ensemble (n ® 0)-négligeable est conj:enu dans
un ensemble borélien A (n@® 6)-négligeable. Comme n(Ay') =0
pour 6-presque tout y', il résulte que Up(x, Ay') = 0 pour
epr—presque tout y'. D'ol (Up® Vp)((x,y),A) = 0, pour tout
(x,57) et tout p. Désignons maintenant par Ip et Ip les noyaux

identité respectivement sur E et F et supposons que nous ayions
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pu montrer, pour tout p, 1l'égalité:

(¥) U, @V, = ((Upe Ip) + (IEGVP))Wap.

Considérons un ensemble (n ® 6)-négligeable. Cet ensemble
est contenu dans un ensemble borélien A(n & 6)-négligeable.
D'aprés ce qui préceéde, (Up® Vp)lA = 0 pour tout p. L'égalité

(%) entralne alors que (Up® IF)W2 = 0 pour tout p. Comme n

PlA
est une mesure fondamentale pour (P'c)’ il s'ensuit que, y et p
étant fixés, wp((x,y),A) = 0 pour n-presque tout x. De méme,
pour x et p fixés, Wp((x,y),A) = o pour 6-presque tout y, ce
qul démontre que A est un ensemble de potentiel (n,6)-négli-
geable. Réciproquement, si A désigne un ensemble universelle-
ment mesurable de potentiel (n,®)-négligeable, pour chaque y, p,
wp((x,y),A) = 0 pour n-presque tout x. Cela entratne

(Up /20 IF)WplA = 0, puisque n est une mesure fopdamentale

pour (P_). De méme, (Ip® Vp/2)wplA = o, done, en vertu de (¥),
(Up/2® Vp/e)lA = o. D'aprés la premiére partie de la démons-

tration, 4 est donc (n ® 6 )-négligeable. Il reste encore &

démontrer (¥). Soit h une fonction mesurable bornée dans E X F.
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On a alors:

i

(Upo& Vp)h(x,y) fofoexp (-p(t + 1)) (P, ® Q )n(x,y)dtdr =

= ](]exp (-p(t
o t
+ Z(jjexp(-p(t

+

) (P, ® Q@ )h(x,y)dr)dt +

+

©)) (P, ® Q)h(x,y)at)dr .

Le premier terme du membre de droite de l'égalité est égal a:

© 0o

f exp(-p (2t + 1)) (P'c® Q . t)h(x,y)d’cdr =
0%

= fexp(-pf)QT(fexp(-Ep'c)(Pt® Q. )hdt) (x,y)dr =
(o] (o)
= (IE ® Vp)waph(x,y).

On vérifie de maniére analogue que le deuxiéme terme est égal a

(Up® IF)ngh(x,y), ce qui achéve la démonstration.
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Théoréme 7. - Soient n et 6 les mémes mesures que dans le

théoréme précédent. Supposons que le semi-groupe (Pt) soit
fortement fellérien. Alors n ® 6 est une mesure fondamentale

pour (Rt)'

D'aprés le caractére fortement fellérien de (Pt)’ pour tout
ensemble universellement mesurable 4, l'application partielle
x-—+wp((x,y),A) (%) est continue. D'aprés le théoréme 6, les
ensembles (n ® 6)-négligeables sont les ensembles de potentiel
(n,08)-négligeable. Il suffit donc de démontrer que ces derniers
sont de potentiel nul. C'est immédiat, en vertu de la

continuité de 1'application (ﬁf), si 1'on démontre que le complé-
mentaire d'un ensemble n-négligeable est dense dans E. Soit G

un voisinage ouvert de X, g une fonction continue & support
compact telle que g(x)>o0, g < lG' D'aprés la continuité faible
de (Pt)’ il existe € >0 tel que Ptg(x) >0, pour tout t <e. On

en déduit que Pt(x,G) >0, pour les mémes valeurs de t, donc que
Up(x,G) >0 et, par conséquent, que n(G) >o. Cela montre que, si
X est un point intérieur d'un ensemble, cet ensemble n'est pas
n-négligeable, ce qui signifie que le complémentaire d'un ensemble

n-négligeable est dense dans E.
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