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DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE
STRASBOURG

Séminaire de Probabilités Février 1967

RESOLVANTES EN DUALITE

(par M. Weil)

I. INTRODUCTION .

Soient E un espace localement compact, 3 base dénombrable et t
sa tribu borélienne. Nous désignerons par ® (resp.@x ) \6, 80. 83‘5 )
l'ensemble des fonctions numériques mesurables (resp. mesurables a sup-
port compact, continues, continues et nulles a l'infini, continues et 3 sup-
port compact) sur E, L'exposant * affecté 3 ces divers espaces indique que
seules les fonctions positives sont considérées (par exemple 8+). Un noyau
sur E opérera a gauche sur les fonctions, 3 droite sur les mesures
(Af, P.A, A (x,dy)) s'il n'est pas surmonté d'un “; par contre un noyau, avec
~, oplrera i droite sur les fonctions et 3 gauche sur les mesures
(fK, K,.q , A (dy, x)). Si Pest une mesure sur E, on désigne par <f, 3>]‘1
l'expression jf(x) g(x) r.(dy) ou f, g€@+. Les noyaux A et R seront
dits en dualité par rapport d la mesure positive M si:

~

<f, Ag>,= <A, &>y f,ge®*.

Considérons alors deux résolvantes sous markoviennes (UP)P) 0 et
A 4
(Up)p > o ©t une mesure de Radon positive : m sur E. Le préfixe co- servira
d A
a distinguer les objets relatifs i la résolvante (U ) (fonctions, mesures coex-

cessives...) de ceux relatifs 3 la résolvante (Up).
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Nous ferons, dans toute la suite, les hypothéses suivantes :

H : Pour tout p>0:

1) Les mesures Up (x, dy), Up (dy, x) sont absolument continues par

rapport & m, quel que soit x€E,

»
2) Les noyvaux U et U sont en dualité par rapport & m.
Y p——p P PP

Rema rgue(l)Ces hypothéses peuvent paraitre fortes. En fa1t il suffit de les
supposer pour p=0 et de savoir que l'image deeu par U et U est dans 8

En effet, supposons d'abord que U et ﬁ soient bornés, absolument
continus par rapport & m et en duzalité par rapport d m, Alors 1'hypathése H
est satisfaite : les noyaux Up et Up majorés par U et U sont absolument
continus par rapport a m en outre si f,g¢€ 9),\ alors les fonctmns analytiques
réelles <f,U &, °t U p’ g coincident au voisinage de o, donc pour tout
p>0. (cf. méthode de Hunt dans Meyer [1] chap. X T 10 page 256).

Supposons ensuite que UO et Uo appliquent eﬁ( dans ‘6 o et satisfassent
aux hypothéses d'absolue contuinité et de dualité par rapport 4 m, alors H est
encore satisfaite. Soit en effet a¢€ \e: , une fonction strictement positive,

telle que an et an appartiennent a Bo et posons

a kaAdl keN

k
mk— ak-m
Wlsf = Uo (ak f)
A ~
'fwl; = (akf) A

On saltd‘a.pr@s (Meyer [1] chap. X T.IO) qu'il existe des résolvantes
(Wk ) ' (Wl; )p telles que :

(1) Remarque dde a R, CAIROLI,
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Wk = lim Wk
o

pPlo
ﬁlk=1im W‘;

° pPlo

Or W]; et Wo sont en dualité par rapport a m . Si donc f, g éléments de g;

ont leur support dans {ak = l}, on aura d'aprés ce qui précede :

CEWS, g> = <f, WK g
P M L
A

puisque Wl; et W:: sont bornés ; donc
<fW“I§ » 8> =<f,W];g>m,

puls en faisant tendre k vers l'infini, f Wk et Wk g tendant en décroissant vers
f U ct U g (Meyer 1] ,chap X T, 11) ona’

0 =<
<fUp,g>m f’Upg>m

Ces préliminaires étant établis, nous allons mont rer plusieurs
résultats diis & H. Kunita et T. Watanabe [1] et [2] . Ces résultats montre-
ront que 1'on peut toujours "bien'' choisir les densités de Up et 6p par rap-
port a3 m, Ils indiqueront également une certaine correspondance entre les
mesures excessives et les fonctions coexcessives, Enfin pour terminer on
montrera que pour toute mesure n excessive sur E il existe une résolvante

(\7p)en dualité avec (Up) par rapport & n,

2 . RESOLVANTES EN DUALITE

Le premier théoréme s'énonce :

Théoréme 2.1, - (Kunita Watanabe [1] }. Les hypothéses sont celles du § 1;

on a alors :
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1) La mesure m est a la fois surmédiane et cosurmédiane i.e.

A
m(pUp)Smet pUpmsm pour tout p

2) Pour chaque p>0 il existe une fonction positive mesurable y (x,y)

sur E x E telle que :
a) Up (x,dy) = u, (x, y) m (dy)

b) pour tout x, la fonction u (x,+) est p-coexcessive, la fonction

up (+, x) est p-excessive. Une telle fonction est unique et

c) si p<q U (x,y) = Y (x,y) + (q - p) J‘ U, (x, z) m (dz) Uy (z,y)
=y, (x,y) +(q - p) [ uy (x, z) m (dz) u, (z,y).
Nous énoncerons d'abord un lemme qui est évident :

Lemme : Si la fonction mesurable f est m-négligeable alors on a
Up f(x)=0 et Gp (x) = 0 pour tout x. En particulier Uq f=1 Uq =0

pour tout q.

I1 en résulte immeédiatement que deux fonctions p-excessives

(resp. p-coexcessives) égales m-p.p. sont égales partout,

De ceci déduisons l'unicité de la fonction du théoréme 2.1.
Considérons deux fonctions uy et “'p satisfaisant au théoréme 2.1, 2 a) et
*
2b). Sife¢ B onaalors:

Up f(x) =] u, (x,y) £fly) m (dy)

J‘ u;) (x, y) f{y) m (dy)
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donc :

up(x,')=ui)(x,’) m p.Pp.

donc partout puisque ce sont des fonctions p-excessives.

Démonstration du Théoréme :

1) Soit f un élément de B ; ona

U)f = < U), £>= ¢ U £>=<1,pU_f
m (p p) m (p p) m,pU; pULE>

<1 (p ?Jp), £>.
£4, £> m d'aprés le caractére sous markovien
= <m, f>

d'od m (pUp) {4 m. On montre de méme : pﬁp m £ m,

2) Montrons maintenant l'existence d'une fonction up satisfaisant au

théoréme. Si F est une fonction mesurable sur E XE on posera :
Up F (x,y) = jUp (x,dz) F (z,y)
~ A
FU_ (x,y) = f F (x,2z) U_(dz,vy).
P p
Ces fonctions sont encore mesurables sur E X E,
Choisissons une fonction Vo (x, y) positive mesurable sur E xE telle que

Up (x, dy) = Vo (x, y) m (dy) ou encore

A +
Upf(x) <vp(x,-),f)m sif €
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Sifé€ @+ on aura :

£ >

q<vp (x,') Up+ ’ f >m= q<vp (x”)’ Up+q m

q

(2.1)

= <vp (x,*), f >m

Donc
~
vo e @U L) (Vo k) mep.p.

La fonction V_ (x,‘) est donc *m-presque p-cosurmédiane” , on en

déduit que la fonction

I =1 v x’.) ﬁ
up (x,-) = lim p( (q

$oo ptq)
q

existe (limite croissante) et est p-coexcessive, La dérmonstration est 1a méme

que lorsque Vp (x,+) est cosurmédiane et on a Vp (x,*) = Up (x,+) sauf sur un

ensemble de copotentiel nul, Enfin la fonction u (x, y) est évidemment mesurable

sur EXE,
Alors la formule (2.1.) :

)aU , ,f) =qU_, U f(x.
< vp b0r) aUppgr £ 0 = aUpyq Up £ &)

donne par passage i la limite lorsque q 1o ,

(2.2). <up bx,0), £>0, =0 £ (x).

donc
Up (x, dy) = uy (x, y) m (dy)
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et par conséquent u_ est une densité i droite de Up.
+
Sif, g€ ® , on a d'aprés (2.2).

fm (dx) g (x) up(x, y) f (y) m (dy) = j‘g (x) Up (x,f) m (dx)

<g, Upf >0

A
<.gUp, f >m

donc

gap (y)=/m(dx)g(x) u (x,y) m-p.p.
11 suffit alors d'appliquer l'opérateur q UP"'Q au deux membres
g Up (q ﬁp"’q) (y) = /m (dx) g (x) u, (x,2z) q (Up+q) (dz, y)

et de faire tendre q vers l'infini pour avoir :

g Up (y) = fm (dx) g (x) u (x,y).

car u_( x, *)est p-coexcessive, La fonction_t_xp est donc densité 3 gauche pour
A

U.
-r

11 reste & montrer que up (+, y) est p-excessive. Or

.y (x,y) (q Up+q) =q fup (x, z) m (dz) (q Utg (z,y))

U (u (x, y)).
1 "p Mptq XY
Le deuxiéme membre, donc le premier, est une fonction p-excessive.

Mais si q €0 le premier membre tend en croissant vers up (x,+), et comme la
limite d'une suite croissante de fonctions p-excessivesest p-excessive, on en
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déduit que u_ (-, y) est p-excessive.
, F

Enfin, pour x fixé et p<q, 1 équation résolvante en U_ donne :

u o y) = ug (6y) + (g -p) fup (x,2) m (d2) u_(z,y) m - p.p.

mais les deux membres sont des fonctions q-coexcessives (en y) . Ilssont donc

égaux partout, ce qui achéve la démonstration,

Remarque : Cette derniére relation entrafne que U, croit avec —ll;-° On en déduit

A
l'existence de la densité u, de Uo et U0 par rapport i m,

3. RELATION ENTRE MESURES EXCESSIVES ET FONCTIONS COEXCESSIVES .

Si M est une mesure positive sur E et si

,AUP (y) = f P (dx) u, (x,y)
alors il est clair que cette fonction " fJP est p-coexcessive et que c'est une
densité de la mesure excessive ,AUP par rapport @ m., On a la réciproque

suivante,

Théoréme 3,1, - (Kunita et T, Watanabe [2] ). Soit n une mesure de Radon

positive sur E, excessive par rapport d la résolvante (Up) i.e.

(3.3) 1)n (pUp)S n pour toutp > 0

(3.4) 2)1lim n(p Up) =n  (voir remarque plus loin),
p1°O

Il existe alors une fonction v coexcessive unique telle que :

n(dx) = v (x) m (dx).

Remafgue : les mesures n (p Up) croissent avec p (d'aprés (3.3) et l'équation

résolvante). Il existe donc une mesure n telle que :
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- +
<n (pUp), f> pq,z(n,f) fe®

Si de plus, on suppose que pUp f W f pour féC; alors on a

d aprés Ie lemme de Fatou :

limp inf < n(p Up), > 2 ¢n,f>
donc n ¢ M et par suite n = T. Dans ce cas la condition (3. 4) est inutile.

Démonstration du théoréme :

Posons :
v, =p [nla0 u xy.

C'est une fonction p-coexcessive et on a
n (p Up) (dy) = Vp (y) m (dy).

Comme n (p Up) croit avec p, la relation p {q entraine Vps Vq m-p. p. mais
les deux membres sont des fonctions q-coexcessives, par conséquent Vp( vq

partout. Donc la fonction :

v=1lim V
p tee

existe, et on vérifie que c'est une densité de n par rapport & m. De plus c'est

. . . +
une fonction coexcessive : en effet si fé€ B :

< Ul £> =« ,qU >
vp(q q) m Vo q qf’m

<n(pU), qU_£>
n{pU), aU,

<< n, qu£’>

it

<n u), £>
(q q)

. _ . <vq,f)m

\<<V,f>m
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Lorsque pf on aura :

LV (qu b £> £<v,f >
donc A
v (qu) \< v m‘p.po

Par conséquent la fonction W :

A p
Vi(qQU )=1lim lim V U )
q i i p(q q

W= lim
qt® paAw

q4
est coexcessive. Comme les deux limites sont croissantes, on peut les
intervertir :

A
W =1lim lim V (qu)

pAow gt

N
=1lim lim V_((p+r) U__ )
phe it P ptr

a

=lim lim V (rU+)
ptw 1o prr
=V

c.q.f.d.

4 . CHANGEMENT DE MESURE DE EASE .

Le théoréme 3.2 va nous permettre de déduire le

Théoréme 4.1 (H. Kunita et T, Watanabe [Z] ). Soit n une mesure de Radon

A
positive sur E. Il existe alors une résolvante (Vp)sur E en dualité avec la

résolvante (Ug par rapport a la mesure n.

Démonstration: Posons
v(x) ﬁp (dx, y);;djy— si yE(O (v(oo}
{\/p(dx,y) = 0 siyﬁ{v=0}
__!p_ Ey (dx) siy€<v=°°5
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Nous avons :

- 1 .
(fv)Up(Y)W}-'T 51y€{0< v('-t)} :
£V (y) = 0 siy € §{ v=0}
_i.l)-f(y) siy € §v=}

~

A
(Vp) est bien une résolvante : en effet il suffit de vérifier 1'équation résolvante :

£V £V +(p-qfV. V_ =0 fe®
p - q P-altV¥p¥q e

Or si y €4v = 0} c'est évident, si y € {v =°O}on a:

vV Vv = (q - p)—t—
(q-p)fvpvq(y) (q p)qu(y)

]

1 __1
(p q)f(y)

1}

Vv (-£V_(y)
fv -fVv ’
p q”

tandis que lorsque y€{0< v 430} :

A~ [ A
prVq(y)- Jpr(X)Vq(dx,Y)

. A A 1
/ f VP (x) v (%) Uq (dx, Y)—v—m

A A
J.!'ﬂf Vp (x) v (x) Uq (dx, y) ‘,—-17;-) car { V=°5}est m-né-

@(v(oo} gligeable
- 1 1
= (f v) Up (x) TV (x) Uq (dx, Y)m

{0 ¢ vLoo}

A A
Mais v Up =0 sur{v = 0} puisque v (p Up)\(v. D'autre part
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Ona : fv=vsur{v=0},donc£v=sup (EvINKkv), d'ou
k1

(fv)ﬁp vﬁp=Osur {v= 0}

Par conséquent

A ~ N A A 1
f Vp Vq (y) J (f v) Up (x) Uq (dx, Y)W

Ev) U (y) -Ev) T (. 1
T p-gq .4 v (y)

1 o A . ,
54 ((fv) Vq (y) - (£v) Vp (y)) siyt {0<v<ao}

(V ) est donc bien une résolvante et il est clair qu'elle est sous markovienne.

Il reste 3 montrer la propriété de dualité,

A A
e®*
<fVP,g>n <pr,gV>m f,g

/f ‘ll\p (y) g {y) v (y) m (dy)

E

f (f v) Gp (y) v—l(;y g (y) v {y) m (dy)
{0 ¢ veod}

f (f v) Gp (y) g (y) m(dy)

E
par le méme raisonnement que ci-dessus, Donc :

" N
<pr, g>, = < (f v) Up, g€>m
=<Lfv, Upg>m

=<
f, Upg)n
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