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Univergité de Strasbourg Séminaire de Probabilités
1966-67

INTBGRALES STOCHASTIQUES IV

Cet exposé contient le point essentiel de la théorie de S.
WATANABE ( et co-auteurs ) : la définition et les propriétés du
noyau de IEZVY d'un processus de HUNT.

Le paragraphe I contient des résultats accessoires sur les
temps terminaux. Il est recommandé de commencer la lecture au §
I,n°3.

8 I. COMPLEMENTS SUR LES TEMPS TERMINAUX

1. Une forme de la propriété de Markov des f. multiplicatives

Soit M une fonctionnelle multiplicative ' ordinaire® ( i.e. &
valeurs dans l'intervalle [0,1], & trajectoires p.s. décroissan-
tes et continues d droite ) , et supposons que M soit exacte ( cf
les exposés sur les f.m. , {6],[7],(8] Y*. On a alors 1'énoncé
suivant, qui étend la propriété de Markov forte de M 2 des proces-
sus non canoniques.

§gg§_(w,g,£9 un espace probabilisé complet, muni dfune famil-
le croissante et continue & droite (gt) de sous-tribus de g , €6
soit <Yt) un _processus markovien par rapport & la famille ggt),
admettant (Pt> comme semi-groupe de transition, dont les trajec-
toires sont continues & droite et pourvues de limites 3 gauche.
Pour tout weW, on note Tw la trajectoire de w ( on azw e Q).

Soit R un temps d'arrét de la famille (Gy). On & p.s.
(1) MR(W)+u(tW) = MR(W)(tw).Mu(QR(W>zw) pour tout uxO.

Schéma de la démonstration.- a) En vertu de la continuité 2 droi-
te, il suffit de vérifier (1) p.s. pour chaque u fixé.

b) Les deux membres de (1) sont mesurables par rapport 3 la
tribu engendrée par R et par les variables aléatoires Yt ( aprés
complétion). Or celle-ci est contenue dans la tribu H engendrée
par Gp, et par les variables aléatoires Yp ., , t20. En effet,
1l'application (s,w)r4>’$R+S(w) est mesurable par rapport &

*ce qui suit s'étend en fait aux fonctionnelles fortement marko-
viennes, non nécessairement exactes.
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§g5+)x§, l'application w ra»((t—R(w))+,w) est mesurable de
H vers g(gﬁ)xg $ par composition, on voit que YtVR est g—mesu-
rable . Comme il en est de méme pour R et YtAR’ Yt est E-mesura-
ble.

¢) Pour vérifier (1), il suffit donc de multiplier les deux
membres par une fonction de la forme a(w).gloYt (W)...gnoYt (w),
et de montrer que les résultats obtenus ont mém& espérance ? si
a est Gp-mesurable bornée, et si les 85 sont boréliennes bornées.
On se ramé@ne alors , par récurrence sur n, 2 vérifier que

Ellip, GwW)Eo¥p  (W)|Gp] = MpGew)Q (Yp(w),£) p-3.

ol £ est borélienne bornée, et (Qt) est le semi-groupe associé 3
(Mt>' On se raméne enfin au cas ol £ est continue.

d) On fait une tramnsformation de Laplace en u, et on est rame-
né au théordme d'arrét de DOOB pour une martingale, continue &
droite du fait que M est exacte. Voir [6], [7] ou [8].

Voici une conséquence utile :

PROPOSITION l.- Soit M une fonctionnelle multiplicative exacte,
et soient S et T deux temps d’arrét de la famille ( canonique)
(gt), tels que S<T . On a alors p.s.

(2) MOy = Mp_goOgeil, mo6n pour tout wT .

/
DEMONSTRATION. - Appliquons le résultat précédent en prenant W=Q,
Te=Xg4tr Gp=Egypr T = Ogs R=T-S .

2. Itération des temps d’arrét. Temps terminaux,

Soient S et T deux temps d’arrét de la famille (gt), et soit
U=T+806; ; on vérifie sans peine ({7], chap.XIII, T19) que U est
un temps d'arrét, et que Oy=9g G- A

Soit v un temps d'arrét ; les itérés de v sont les temps d'ar-
rét définis par récurrence de la menidre suivante

vo =0, V1TV 9 Vpuy < vn+v°gvn :
La proposition suivante a été énoncée dans 1'exposé III sans au-
cune démonstration 3 j'ai découvert dans le livre de BLUMENTHAT

et GETOOR qu'elle était loin d'&tre évidente.
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*
PROPOSITION 2.~ Soit v un temps terminal exact ( i.e., tel que
la fonctionnelle multiplicative Mt=Iit<v} soit exacte) o Alors

a) Vnsp = Vn+vp°®vn pour tout p
b) Si T est un temps d'arrét, on a p.s-
s
(3) T+ve@p = v,y Sur l'ensemble {v <P< vp,q), b aussi
sur le méme ensemble
) T'Wpog'l‘ = Vnap

c) Le processus B.,G = ; I{vngt} est une fonctionnelle addi-

ve ( & valeurs dans [0O,+o ]) fortement markovienne.

DFMONSTRATION ( abrégée).- La propriété a) est vraie en fait pour
tous les temps d’arrét, et résulte aussitdt de la premildre phrase
du n°2, par récurrence sur p. Pour établir (3) , on distingue le
cas ( trivial) ol vy=T=v, .1, €t le cas ol v <T<v,,, . Dans ce der-
nier cas, on applique (2) aux temps d'arrét v, €t Tyv,, ce qui

nous donne M o6 = M, _no6; pour tout u, d'od le résultat. On
vy u-T °T
déduit (4) de (3) par récurrence sur p, et ¢) se déduit aussitdt

de (4).

Voici la seule proposition de ce paragraphe &g% sera directe-
ment utilisée dans la suite. Rappelons que x estT)permanent pour
le temps terminal v si Ef{v>0}=1 , et qu'un temps terminal v pour
lequel tout x est permanent e§t exact.

PROPOSITION 3¢~ S0it v un temps terminal pour lequel tout xeE st
permanent, et soient v, les itérés de v. Soient { la fonction
p-excessive (p>0) g}[exp(-pv)] , Ku 1'ensemble finement fermé
{P<u}, od Ogu<l , et B la fonctionnelle additive

Bt%%iD I{Vngt}

a) La fonctionnelle IK.B admet un p-potentiel bormé.
b) 8i ¢ est régulidre, il en est de méme de la fonctionnelle

IK.B ( pour ces notations, cf. exposé III, §I, n°3).

*ou plus généralement, fortement markovien.
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DﬁMONSTRATIGN.- Nous simplifierons les notations en écrivant K
au lieu de Ku’ en désignant par v' le temps terminal égal 2
v sur l'’ensemble {XveK}, a8 +oo sinon, et en notant B' la fonc-
tionnelle IK.B . Le p-potentiel de B' est égal 3

P§,1 + P§,P§,1 + Pg,PE,PS,l teens

On a P€1 = § < u sur K, donc a fortiori Pf,l < u sur K. lais les

mesures Pe,(x,.) sont portées par K (finement fermé), donc

Pf,f < Pg,l.(iug f(x)) pour toute fonction borélienne positive.
€

On a par conséquent aussi sup Pp.f(x) < u.(sup f(x)). On en déduit
xek V = xeK

aussitdt par récurrence que (PE,)nl est majoré par Bt sur E,
par u? sur K, et il en résulte enfin que le p-potentiel de B! est
majoré par 1/(1l-u).

Supposons maintenant que ¢ soit une fonction p-excessive ré-
guliére. Choisissons deux nombres b,c tels que O<u<b<c<l. Comme
® est régulidre, on a p.s. @oXt_ = (¢°Xt)- pour tout t, donc
Xvn_ e K, <=> (¢°XVn)" < u. On a par conséquent, si Xvn- ek,
¢oXt<b pour t<vn et suffisamment prés de 2 Partageons maint?—
nant en deux la somme dont 1l'espérance est le pP-potentiel de IK.B.

2 Iix

-pv ~-pv
ek }e n < § _IiX eX 1€ n
u n>C v

- ]
vy noc

. -pv

* %;5 I[Xvn_eKu,Xvn¢KC}e n .

La premidre somme au second membre a une espérance au plus égale
& 1/(l-c) d'aprds le raisonnement fait plus haut. Choisissons
d'autre part un nombre r>0 assez petit pour que b<ce-pr, et con-

sidérons la fonctionnelle additive

Cp = I
t §>'-T) i\)ngt ’ Xvn- € Kys Xvné Kc}

La fonction E7[{C_.] est bornée : en effet, chaque saut de C sur
l'intervalle [O,r] correspond 3 une montée de la surmartingale
(e'Pt¢oXt) sur 1'intervalle (b,e PTc), et l'espérance du nombre
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de ces sauts vaut donc au plus 2/(e"prc—b) d'aprds l'inégalité
de DOCB. Il en résulte que C a un p-potentiel borné ( voir l'ex-
posé III, §I, début du n°2). La proposition est démontrée.

REMARQUE.- Dire que { est régulidre revient & dire que le temps
terminal v est totalement inaccessible. En effet, supposons que
¢ soit régulidre, et soit (Tn) une suite de temps d'arrét qui
converge en croissant vers v. D'aprds un lemme de HUNT ( cf.[7],
chap.XV, T.20 , ol l'on remplacera TA par v), @oXT tend p.s. vers
1 sur l'ensemble {v<c , T <v pour tout n} 3 si ¢ % est régulid-
re, on a donc sur cet ensemble ¢on_ =(¢on)_ =1, ce qui est
impossible puisque § est partout <1 . L'ensemble considéré est
donc p.s. vide, et v est totalement inaccessible.

Inversement, supposons v totalement inaccessible, et désignons
par N(w) ltensemble {vp(w), p>0}. Soit (Tn) une suite croissante

de temps d'arrét, et soit T=lim T, ; T +vobq ( resp. T+voOp) est
n n

le premier élément de N situé aprés Tn ( resp. T). Ces points ne

diffdrent que s'il existe wun élément de N entre T, et T. (i.e.,
dans ]T, ,T]. Or les temps d’arrét Vp sont totalement inaccessibles

( utiliser le critdre:S totalement inaccessible <=> Xg #X5 D.S.

sur {S<o }). Il en résulte aussitdt que T +veOp = T+voOp D.s.

pour n assez grand, et donc que E’[exp(-an)¢ng ]i>£§[exp(-pﬁb¢dxqj
n

W

Par conséquent, { est bien réigulildre.

La proposition suivante (qui ne nous servira pas. directement
dans la suite) montre que l'on peut compenser la fonctionnelle B
de le prop.3, bien que celle ci nfappartienne pas 3 A'. Les nota-
tions sont celles de la proposition 3.

PROPOSITION 4.- Supposons que ¢ soit régulidre. I1 existe alors

une fonctionnelle additive positive finie et continue ﬁ, unique,
telle que les fonctionnelles iA'? et iAjg.goient associées pour
tout ensemble borélien A tel que IA.B eA’.
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DEMONSTRADION.- Posons Kn = K1 1/n ° désignons par B la fOﬂCtL—
onnelle I- «3 , qui appartient & A’ d'aprés la prop. 3, et par B
“n

la fonctionnelle continue associée & B . La relation Bn..IK B

nI L) N
entraine anlK ‘B 1 ( exposé T, prop.2). Il existe donc une

¥
fonctlonnelle addltlve continue B, unique du fait qqs E:Lg Kn,
telle que R = IK .B pour tout n. Pour montrer que B est finie,

il suffit de remarquer que, pour presque tout w, l'image de tout
intervalle compact [O,t| par w est contenue dans l'un des K, « En
effet, la fonction sn>-¢oX (w) est partout <1 , @insi que sa li-
mite 8 gauche SF—>-(¢°Y ) (w) ¢OA (W) elle est donc bornée
par un nombre < 1 sur ‘O st]e La relatlon IA.Bt\IIA. est vraie
lorsque A est contenu dans 1lt'un des Kn’ et on en déduit aussitét
le cas général.

3. Fonctionnelles du type de Poisson.
Nous appellerons ainsi les fonctionnelles (pt)eé', purement
discontinues, gquasi-continues & gauche :

(5) pour toute suite (Tn) de temps d'arrét , qui converge en
croissant vers un temps d‘arrét T, on a lim Pp =Pp P.S. sur {T<wm},
n n

et dont tous les sauts sont égaux 3 1. Nous désignerons par P
l'ensemble des fonctionnelles du type de Poisson.

On peut évidemment décrire toute fonctionnelle peP de la ma-
nidre suivante : soit v l'instant du premier saut de p ; v est un
temps terminal totalement inaccessible ( en vertu de la quasi-con-

tinuité 3 gauche) et tout point de E est permanent pour v; On a
alors p, = y_ Liv <t}

n> - b= c
THEORME l.- Soit pel 3 on a alors p e Mt et < %,% > ='§ e

DEMONSTRATION. - Les temps d'arrét 2 définis plus haut sont p.s.
tous distincts. Soit p une mesure telle que Eu pt]<a> pour tout
t ( une mesure bornée par exemple) $ posons

~n
OOB est continue du fait que v est totalement inaccessible : B
est un processus retors au sens de l'exposé I.&X)Aussi [5 g]zp .
b
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n

Py = Iitgvn} ’
(p?) est, pour la mesure gf, un processus croissant intégrable
retors ~ donc associé & un processus croigsant intégrable conti-
nu (%g) . Posons %n = angn s comme p= est borné, %n est une
martingale de carré intégrable ([3], chap.VIII, th.31l), et on a

<§n,%n> = ﬁn ( remarque suivant cet énoncé). D'autre part, les
martingales %n , sommes compensées de sauts sans discontinuités
communes, sont deux a deux orthogonales. En sommant sur n, on
voit alors que p appartlent a M et que < p,p > = p .

REMARQUE.- Nous avons vu ( exp.III , prop.l) que la™aleur ab-
solue"™ d'une fonctionnelle additive AeA' est une fonctionnelle
additive. Etant données deux fonctionnelles A et B, cela nous per-
met aussitét de définir une fonctionnelle C ( que nous noterons
AAB s'il n'y a pas de risque de confusion ) telle que pour tout
w la mesure dCt(w) soit la borne inférieure des mesures dAt(w) et
dB (w) sur B . En partlculler.ﬁéé et B &ont deux fonctionnelles
du type de Poisson, ANB est encorg/du type de Poisson, dont les
sauts sont les sauts communs 3 A et 3 B . On a alors le résultat
suivant, qui généralise le théor2me 1 :

PROPOSITICN 5.- Soient p et p' deux fonctionnelles du type de
Poisson 3 alors

oy o o 5
(5¥ <D, D' = DAD' -
c C c Cc
DHMONSTRATION. - Nous avons en effet [ p,p'], = X APy AP =
s<t

3 ‘ﬁkps.[§p' , Puisque p et p' sont des sommes compensées de
s<t

sauts 3 cette somme est aussi égale ACQNP')t . I1 ne reste plus

ccC
qu'2 remarquer que < p,p'> est la fonctionnelle naturelle asso-
ciée & [p,p'] ( exposé I, §3, n°2).
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§II. SEMI-GROUPES ET NOYAU DE IAVY

4, Nous avons vu 2 la fin de l'exposé III qu'il existe une fonc-
tionnelle additive H continue, positive, telle que

pour toute loi u, toute martingale M de carré intégrable
pour la loi Ey, le processus croissant < M,M > soit absolument
continu par rapport 3 la fonctionnelle H.
( voir l'exposé III, 82, prop.3).

Nous dirons dans la suite de cet exposé que (Pt> est un semi-
groupe de LEVY si la fonctionnelle Ht_t possdde cette propriété.

Cette terminologie n'est pas consacrée. La notion de semi-groupe
de LEVY nous servira surtout, dans la suite, & présenter sous une
forme plus élégante certains énoncés qui valent en réalité pour
tous les processus de HUNT ( prop.6).

Pour vérifier que (P ) est un semi-groupe de LEVY , 11 suffit
de vérifier que < M,M > déflnlt une mesure absolument continue par
rapport 2 la mesure dt, pour des M trds particulilres :

a) soit p une mesure bornée ; si des martingales NneM conw¥er-
gent dans M ( pour la mesure P1) vers une martingale N, alors
{ <N Nn> <N,N >p, > O dans ! pour tout t, comme le montre le
calcul suivant

[ < NLNS - M), < 2{<,N-N) + < N-IP, N-NS,

et chacun de ces deux termes tend vers O dans Ll ( exp.I, prop.3).
Quitte 2 faire une extraction de suite, on peut supposer que
{<Nn,Nn>—<N,N>}t tend vers O p.s. pour tout t entier , donc pour
tout t. Cette convergence préservant la continuité absolue, il en
résulte qu'il suffit de vérifier que <lN,N> est absolument continue
par rapport & dt lorsque N parcourt un ensemble total dans M. Par
exemple, lorsque N est de la forme (Eingt]), ol Y est g°—m;sura-
ble et bornée.

b) 51 < N,N > est absolument continu par rapport 2 dt, et si
H est un processus qui appartient 2 i2(N), < H.N,H.N > = H . <N, N>
est aussi absolument continu par rapport & dt. Il suffit donc de
faire la vérification pour les martingales cP18 ge l'exposé IITI,
g2, n°4 , qui engendrent g au sens des sous-—espaces stables.
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PROPOSITION 6.- Il existe un semi-groupe de LEVY (Lt) tel que
chacun des semi-groupes (Lt)’(Pt) puisse se déduire de l'autre
par changement de temps.

DﬁMONSTRATION.- Construisons la réalisation canonique de (Pt)’ et
choisissons une fonctionnelle additive (Ht)’ possédant les pro-
priétés rappelées au début de ce paragraphe. Quitte 2 remplacer
Ht par 1:+H,c si nécesaaire, nous pouvons supposer que H est conti-
nue, strictement croissante, telle que Hoo=cn « Pour tout s, po-
sons cg = inf {T : Hi>s } « On sait que c¢

que l'on a cO=O, c

g €St un temps d'arrét,

= cs+°t°gc p.s. pour chaque couple (s,t).

s+t s

Posons ensuite
Gy =K, » oo, o Ly(x, D)=, [£oX, ]

pour f borélienne bornée. Il est bien connu que les noyaux Lt
forment un semi-groupe markovien, que les processus (Y ) forment,
par rapport & la famille (Gt>’ une réalisation de ce semi-groupe
qui satisfait aux axiomes des processus de HUNT. Il en résulte
que (Lt) est un semi-groupe de HUNT ( i.e., la réalisation cano-
nique de (Lt) est de HUNT).

Soit 7 une variable aléatoire bornée, mesurable par rapport
a T(Y y 520), et soit (Z ) une version continue 2 droite de la
martlngale EuZIFt] . Il ex1ste un processus bien-mesurable K
tel que l'on ait < Z,Z > = K, H. Désignons par Z',K',H' les pro-
cessus 2, , K, , H, =t : le processus Z2-<Z Z> étant une martin-
gale unlfgrmemgnt v intégrable, le théordme d‘arrét de DOOB nous

montre que (Zg <Z,Z>c ) est une martingale uniformément inté-
t t
grable, donc <Z',Z2'> =<7, >, = (K.H), =X'.H'),_ . Il en ré-
4 t Ct Ct t

sulte que le processus croissant <Z',Z2'> est absolument continu
par rapport & la mesure de Lebesgue. Cette propriété passe 2 la
réalisation canonique de (Lt) ( on pourra par exemple, pour le
voir, utiliser la prop.l de 1l'exposé I), et il en résulte que
(Lt) est un semi-groupe de LEVY,

t
* _ T
(K.H)t = é ﬁsst



- 151 -

I1 reste & voir que (P.) peut, & son tour, &tre déduit de
(Lt) par changement de temps. Le moyen le plus rapide ( mais non
le plus élémentaire !) pour s'en convaincre consiste & invoquer
le théoréme de BLUMENTHAL-GETCOR-McKEAN, suivant lequel deux
semi-groupes qui ont mémes mesures d'entrée dans les compacts
peuvent se déduire lfun de l'autre par changement de temps. Cette
hypothése est évidemment satisfaite par (Py) et (Lt)'

2. Le noyau de LﬁVY.

Nous supposons désormais que (Pt) est un semi-groupe de LEVY,
et nous désignons par n une mesure de référence bornée ( n(A)=0
<=> A est de potentiel nul ).

THEOREME 2.~ Il existe un noyau n sur E, appelé noyau de LﬁVY du
semi-groupe de LEVY (E%) , tel que n(x,{x})=0 pour tout xeE et
gue l'on ait, pour toute fonction borélienne positive f sur EXE

. RS *
(6) ,,EN[% f(Xs_,XS)I{XSszij = ,@v[é as n(X,ay)f (X ,7) ]

DﬁMONSTRATIEN.— Choisissons une distance 4 compatible avec la
topologie de E, et introduisons, pour tout mggk le temps terminal
totalement inaccessible

s% = dnf | t: 3> AX,_,X,) 2 =y |
Tous les p01nts de E sont permanents pour s™. Soit S le n-iéme
1teré de 8™ . Nous introduirons la fonctionnelle addltlve retorse
s® définie pay

n
s I,.m
t 7 EO isnét}

et nous désignerons par gm l'ensemble des parties boréliennes K
de E telles que la fonctionnelle IK.sm ait un p-potentiel borné
pour tout p>0. D'aprés la prop.3, E est la réunion d'une suite
d'éléments de G . La fonctionnelle IK.sm étant du type de Poisson,
la fonctionnelle Iges™ est égale & <Iy.s ,IK.sm> ( prop.5), et
elle est donc absolument continue par rapport 2 la fonctionnelle
additive tht. On peut donc écrire, pour tout t et tout Kbgm

(%) Il est pPlus naturel & certains égards d'écrire le second membre
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SRR [Z;gblil >d(Xg_,Xg)2 “.i-i (X oK)~ A Lf n, (Xg,K)ds]

ol nm(.,K) est une fonction positive boréliemne, définie 3 une
fonction de potentiel nul prés. Si KeG est réunion dfune suite
(Ki) d'ensembles boréliens disjoints, on a évidemment Y _ Hm(.,Ki)

= Eﬁ(.,K) p.p. On en déduit (%) l'existence d'un noyauF%ositif
n, tel qu'on ait, pour tout Kegm, ﬁm(.,K)znm(.,K) PePeo

Soit L un ensemble borélien j; les deux fonctionnelles sous les
symboles E,dans (7) sont associées :le processus (ILoXs_) étant
trds bien-mesurable, la prop.2 de l'exposé I nous donne

8 E I, I 1.
& EF Ds:<t {Xg_eL}  IHa(E X )2 gl % ek}

o pb <
[
= g}v Lg IiXSGL}nm(XS’K)dS]
ol le remplacement de {Xs_eL} par {XSeL} dans la seconde expres-
sion est bien légitime. L'argument habituel de classe monotone,
et le fait que E est réunion d‘'une suite d'éléments de gm, en-
tratnent alors que l'on a, pour toute fonction borélienne posit:i-
ve £ sur EXE
LI: f(Xs ’ s) 1

>d(X X )>

t
R e e R
= m+

~

Prenons pour f, en particulier, l‘'indicatrice du complémentaire C
de i% >d(x,y)z E%T]’ Le premier membre étant nul, la fonction

/ nm(.,dy)Ic(.,y) est nulle presque partout. Autrement dit, au
E

prix d'une modification de nm(.,dy) sur un ensemble de potentiel
nul, nous pouvons supposer que la mesure nm(x dy) est portée,
quel que soit xeE, par l'ensemble { y l>d(x,y)> "_I} Nous

* Représenter E comme réunion d'une suite (Kj) d'éléments disjoiats
de GU. Pour chague j, et chaque feCn(E), définir mp(.,f.Igs) par
une formule analogue 3 (7). Au moyen d 'une suite totale dans Cj,

construire une application linéaire 20 de ¢y dans l'espace des
fonctions boréliennes finies, telle que nJ(f) T, (. £t IK ) PeD-s
pour tout j, nJ est un noyau. Enfin,on somfle sur J.
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supposerons cela dans toute la suite.

Pour obtenir l’existence du noyau n, il suffit maintenant de
sommer sur m. Reste & etabllr l'unicité. Prenons pour f 1'indi--
catrice de l'ensemble | L 5 > a(x,y) 2 11 ;y¢K }, et désignons
par ng le noyau

nﬁ(x,dy) = n'(x,dy).I

i— > a(x,y) 2z 757!

La formule (6) entraine alors

t
E* I I = E' 1(X_,K)d
s Ds:gt {-IJE' > d(XS_,XS) > E_:!;I} {XSGK}] ~ [(j) nm( s )ds]

b
= E'{é n (X_,K)ds]

Prenons Kegm ; toutes ces intégrales sont alors finies, et 1'on
voit que nm(x,K)=ni(x,K) pour presque tout x ( th. d'unicité).
La fin de la démonstration d'unicité est alors immédiate.

3. Qonstruction de certains éléments de M

DEFINITION.- Nous désignerons par,/\} l'ensemble des fonctions
boréliennes f définies sur EXE, tclles que

E°[ > Ifx,_ X )II X A% }] < oo pour tout t.

s<t
Nous désignerons alors par S(f) ou Sf 1l'élément de A défini par

(9) (Sf)t = z: f(X~ , X )I{X #X o
s<t
L'ensemble des fonctions boréliennes f sur ExE telles que f e/\l

sera noté /\ 2

Nous continuerons & noter H la fonctionnelle additive fonda-
mentale ( tht). D'autre part, si f est borélienne positive sur

EXE, nous noterons Nf la fonction borélienne sur E  /n(.,dy)E(,50
(x)
THEORBME 3. - a) Soit £ un élément de /\ . La fonction Nf est

alors définie p.p., appartient 3 L (H), et on a

(%) S'étend aussitdt aux semi-groupes de HUNT par changt de temps
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nJ
(10) Sf = (Nf).H
b) Soit fe f\2 ,» et soit f =f.I $ on a

I
L 1 1 1
e itz gl >4z &=y !
fe /\13 la fonctionnelle Sf = Sf -Sf appartient & A'n M'. Les

c
fonctionnelles Sfm sont deux 8 deux orthogonales, et la série
c

c
2_ Sf converge dans M' vers une fonctionnelle Sf.
= =

¢) Soient f et g deux éléments de AZ. On a alors fge Al et
c_ ¢
(11) < 8f,Sg > = N(fg).H

DEMONSTRATION. - L'assertion a) a déja été établie pour des fonc-
tions positives ( c'est le théordme 2) , et le cas des fonctions
de /\1 s'en déduit aussit8t par différence. Pour prouver b),
prenons d'abord pour f une indicatrice dfensemble, prenons chm

( notations de la démonstration du th.2 ) et posons jK(x,y)le(y)
La fonctionnelle S(fmjK) est alors du type de Poisson, et la
prop.5 nous donne

C
< S(23) 8L dg)> = S(E dg)= N(E gp) H
On en déduit sans peine que < (£, ), 8(2 dp)> = M(£25,).H
lorsque f est une combinaison linéaire finie d'indicatrices,

puis lorsque f est borélienne bornée. Supposons que f appartien-

ne 2 ,/\ 3 l inégalité |f | < (+1)£° entraine f e/\ , d'ol
c c
1'exlstence de Sf n® et on a évidemment encore < S(f JK) S(f JK)>

_N(f JK) H, car f est bornée. Choisissons une suite (Kp) dtélé-

ments de Gm, deux & deux disjoints, de réunion E, et sommons sur

c
p. Les martingales S(f jK ) sont des sommes compensées de sauts
P

sans dlscontlnu%tés communes, donc deux 8 deux orthogonales, et
la sérle Y < S(f JK ), S(f JKP)> converge dans A'; il en résulte

que I: S(fmaK ) converge dans M'. Nous désignerons sa somme par

S(f ) on a évidemment <Sf gf - N(fﬁ).H. On somme & nouveau,

c
sur m, et le méme raisonnement montre que Sf existe, et prouve



- 155 -

la relation < §f,8f > = N(£2).H , d'od l'on déduit aussitdt (11).

Le theoréme suivant donne un exemple fondamental de fonction

de/N

THEOREME 4.- Soient P un nombre >0, u, gt u, deux fonctions
p-excessives bornées, et u=u; -u, . Posons f(x,y)=u(y)-u(x) sur
ExE. Alors fe/\° et

. o "2 t ¢ - o i @ 2 "2 t
(1) E[ e PPaclr, s> ] = B[] (%) oX e as)]

< 2flull  Clhoy g +llwsll )
DEMONSTRATION. - Notons d'abord que ul,u2,f sont boréliennes
d'aprés 1l'hypothése de continuité absolue. Désignons par A1 et
A2 les fonctionnelles additives naturelles dont les p-potentiels
sont uy et u, respectivement, et posons A:Al-A2. La fonctionnelle

t
M= uoXt-uoXo + é (dAS-p.uoXS)ds

est une martingale de carré intégrable ( pour toute loi Px) du
fait que u, et u, sont bornées ( [3], chap VII, th.24), et nous

avons pour l'intégrale stochastique K -I e PS dMS l'expression
O
- t -
K, =e ptuoXt - uoXO + é e psdAS

(exposé II, th.l). Nous avons alors

© -2ps o ® -ps 249 _ 2
BT e T PPaanie ) = BT TP )% = EIKG ]

oo Q0, ® -ps 2
= Elg (.ro e aA, )]
Calculons cette intégrale par la'formule de l'énergie’ Elle vaut

@ _-psS -ps o4O - s
BT eTP2(uoky +(ueXy) JePPan ] < 2lully, B [§ e PPlaagl]

< 2llull Cll il +lusl o )
Mais nous savons aussi ( exposé I, prop.4) que

Erz AM ] < Bl -u ) 1 g B[<M, Mo <M, M5 ]
I'<S
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et par conséquent aussi
-2PS A 112 ® -2ps
E[}_S‘_ e PEAMT) §§'[cj) e”PPaa, > ]
Les sauts d'une martingale étant totalement inaccessibles, la
premiére somme ne porte que sur des s tels que Xs- #Xs « Pour un

tel s on.a”AAS=O, puisque A est une fonctionnelle naturelle, donc
AMS = woX_ - (uoX)_ = woX -uoX, ( l'ensemble des (s,w) tels

que uoXs_(w)ﬁ(uoXS)_(w) est une réunion de graphes de temps d‘'ar-
rét accessibles ) ; ainsi [§Ms=f(Xs_,Xs), et il vient donc

BT 20 0Ty g 000 5 2l (gl +lugl )

relation équivalente 3 1l'énoncé, car le premier membre vaut aussi
Eug@o e"apSN(f2)oXsds ] d*aprds le th. 2.

4, Structure de certaines fonctionnelles
Le lecteur pourra s'assurer que les résultats qui suivent s'é-
tendent, par changement de temps, aux semi-groupes de HUNT.

Nous avons vu dans l'exposé I qu'il y avait identité entre
les sommes compensées de sauts, d'une part, et d'autre part les.
martingales de carré intégrable orthogonales 8 toute martingale
continue. Nous allons voir ici un résultat analogue pour les élé-
ments de M' ( bien entendu, les théorémes qui suivent sont encore
dus & WATANABE ).

c
THﬁOREME 5.- Soit S l'ensemble des fonctionnelles de la forme

c
gf y fe/\ag g est l'orthogonal dens M' de 1'ensemble Mé des
fonctionnelles continues de M'.

DEMONSTRATION.~ Les fonctionnelles gf sont des sommes compensées

de sauts, elles sont donc orthogonales & Ctoute martingale conti-

nue. L'orthogonal gé de M& contient donc § . Pour montrer 1l'inclu-
sion inverse, nous procé&derons en trois lemmes.

c
LEMME 1.~ Le sous espace stable de g' engendré par S est M!.

DﬁMONSTRATION,~ Soit gego , et soit p>0 ; posons u:Upgé f(x,y)=
u(y)-u(x). Nous avons vu ( th.4) que f appartient a Ac. 1a
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martingale

t
Cs’g = u°Xt' woXy + [ (g-pu)oX ds

a les mémes sauts que Sf . Autrement dit, cP g-Sf € M' . Soit
alors M une fonctionnelle , appartenant a Mé mais orthogonale
a S 3 M est alors orthogonales aux fonctionnelles GCP» g, et le
th. 6! de l'exposé IIT entraine que M_O.

I1 reste donc seulement & voir que S est un sous-espace stable,
ce qui fait l'objet des deux lemmes suivants.

LEMME 2.~ Soit fe /\2, et _soit g une fonction borélienne bornée
sur E. Soit f' la fonction (x,y)+> g(x)f(x,y) sur ExE. On a alors

c c c
g.5f = rr, ( Par conséguent MeS => g.MeS ).

DEMONSTRATION. - Comme Sf est une somme compensée de sauts, il

en est de méme de g. & , et le saut de cette martlngale 4 1l'ins-
tant s est égal a goX, A(Sf) g°Xs-f(Xs-’Xs)I{Xs_£X }

£ (XS +X >I{X #X } . On a f'e‘A y Pbuisque g est bornée. Les
deux martlngales Sf' et g. Sf sont donc des sommes compmsées de

sauts qui ont méme sauts 3 elles sont donc égales.

LEMME 3.- Soit (M?) une suite d'éléments de g qui converge dans Mr
vers une fonctionnelle M 3 on a alors Meg .

DﬁMONSTRATION.— Choisissons des fonctions f e/\ telles que MP=

Sfp pour tout p. Les fonctionnelles MP convergeant dans M', on a

i E}( N - X = .
(13) %2303 M/[é ((fp fq) )o s ds ] O pour tout x et tout t
q=>®

Introduisons sur EXE les mesures

t
px’t(f) = gvx[é NfoX_ ] ( f borélienne positive )

et aussi 5
t) = f
n(x,t) sgp ”x,t( P)

QOSi M est une martingale, si Hega(M) est un processus trés-bien-
mesurable, on a Zk(H.M)sz HS.ZSMS { exposé I , th.8 ),
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Comme ”x,t(fs) =‘§f[(M£)2], n(.,t) est mesurable et finie; Fixonm

un t>0, et choisissons une mesure de référence bornée n telle

que m(.,t) soit n-intégrable. Soit v la mesure fux tdn(t) I1
résulte de (13) ev du théordme de Lebesgue que la suite (fp) est
une suite de Cauchy dans Lg(v) 5 comme v est o-finie (th.2 et
prop.3), on peut supposer ( quitte & extraire une sous-suite) que
la suite (f.) converge v-presque partout vers une fonction boré-

lienne f, telle que |f]| < lim inf Efpl . Cela entraine fe
- 1Y

d'aprés le lemme de Fatou. Soit A la fonctionnelle additive posi-
tive < Sf-M, Sf-M > 5 on a

Cc C
E][At] =£ﬂ[(5f-m)§] = 'J.%m E“[(S(f-fp))i] = 1;‘.)m v((f-fp)2>.-,—,0

I1 n'est pas difficile de vérifier que la fonction g:[AtJ est
finement continue ; comme elle est nulle presque partout, elle est
nulle partout ; comme t est >0, on en déduit A=0, donc Sf=M. Cela
établit le théoreme.

THEOREME 6.- Soit A une fonctionnelle additive, positive, pure=-
ment discontinue et quasi-continue a gauche ( pour toute suite

TnT'T de temps d'arrét, on a AT= 1%m ATn pP.S.)s LIl existe alors

une fonction borélienne positive f sur EXE, telle que A soit in-
distinguable de la fonctionnelle

Sf.=3 £(X_, ,X)I
5 5o s-'"s {Xs“ﬁXsf

DEMONSTRATION. - A étant purement discontinue est la somme des
fonctionnelles A" :

=3 Ab. 1

s<t >AA 1 }

s 2 @il

I1 suffit d'établir le théoréme pour chacune d’elles. Autrement
dit, de traiter le cas ol les sauts de A sont bornés supérieure-
ment et inférieurement. Nous faisons cette hypothése dans la sui--
te. Soit ensuite v = inf {t :[SAt¢O} 3 v est un temps terminal
totalement inaccessible, et tout point de E est régulier pour v.
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D'aprés la prop.3, comme les sauts de A sont bornés supérieure-
ment, E est la réunion d'une suite (K ) d'ensembles disjoints,
boréliens, tels que les fonctionnelles AP

A‘E = szst AAS'I{Xser}
admettent, pour tout g>0, un g-potentiel borné. Il suffit donc
de traiter le cas oll A posséde cette propriété.

On peut alors définircla fonctionnelle continue fX, et la
fonctionnelle compensée A , qui appartient & M’ d'aprés le th.1l,
et le fait que les sauts de A sont bornés supérieurement et infé-
rieurgment. D'apréqvle gh¢5, il egiste une fonction borélienne
ge telle que A-A = Sg ; comme A est continue, les sauts de
A sont ceux de %g, Autrement dit, A étant la somme de ses sauts
( et aussi la somme des valeurs absolues de ses sauts, puisque
ceux-ci sont positifs i)

Ap = g;t lg(Xs—’Xs)lIiXs_#Xs}
I1 ne reste plas qu'd poser f=|g].

5.- Relation entre le noyau de LEVY et le générateur infinitésimal.

Ce numéro est particuliérement important, puisqu'il permet Je
calculer explicitement le noyau de LEVY dans certains cas. Les
relations entre le noyau de LEVY, les mesures harmoniques, et le
générateur apparaissent pour la premiére fois dans un article de
IKEDA-WATANABE { J.Math. Kyoto, 1962). On consultera l'article
[5] de WATANABE pouir une situation plus générale que celle que
nous traitons ici.

Supposons que E soit une variété C® , €t que les fonctions de
QSD ( indéfiniment différentiables & support compact) appartien-~
nent au domaine du générateur infinitésimal A de (Pt)’ Soient
alors xeE, fe gg’(E\\{x}) (i.e., 3 support disjoint de x) ; si

f est positive, Af(x) = lim % Ptf(x) est positive, et il existe
t=>0

donc une mesure positive a(x,dy) sur E\{x} telle que
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si fegg{E*\ixg) Af(x) = J a(x,dy)f(y)
EN\ix
Les mesures %Pt(x,dy) sur E \ {x} convergent donc vaguement vers

a(x,dy), et on a si fegc(E‘\{X}) , %imo %E%(x,f):a(x,f). Nous
-

considérerons dans toute la suite a(x,dy) comme une mesure sur
E telle que a(x,{x}) = O pour tout x - ce n'est pas une mesure de
Radon en général.

Montrons que a définit un noyau. Choisissons des fonctions >0
gn(x,y), appartenant & gc((ExE)\\D) - ol D désigne la diagonaie—

et tendont vers 1 en croissant sur (ExE)\D. Si £ est continue
bornée sur E, on a
. 1

[ a(x,dy)e, (x,7)E(y) = lim = JP (x,d7)8, (x,7)E(y)

E n t=>0 © n
Le second membre est une fonction mesurable 3 il en résulte que
le premier l'est aussi si f est borélienne bornée, puis borélien-
ne positive. On fait alors tendre n vers +w .

Ceci étant établi, on a le résultat suivant

THROREME 7.- Sous les hypothéses ci-dessus, (P%) est un semi-
groupe de LEVledont a est un noyau de LEVY.

DEMONSTRATION.- a) Soient W un ouvert, F le complémentaire de W,
X un point de F, f une fonction de gg)(W) 3y le processus

Y. = e Plrox, - foX

vt -
% % o - ] e pS(Af—pf)oXsds

0
est une martingale bornée continue & droite, et YO=O 3 on a
donc E[Y, ] = O. Autrement dit,

wh Ty

M.
W -
5 lexp(-pTy)2eXy ] = FT/ €77 (A2-pf)oX ds]
Comme xeF, f est nulle avant Ty, et AfOXS = a(XS,f) avant Tye
Ainsi I
E?[eXp(-pTW)f°XTW] =‘§f[é we—psa(XS,f)ds ]

On en déduit aussitdt que les deux processus croissants bornés
A et B définis par
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o~ PTy

I
H
o
N
H

At =

B

il
-

t

sont associés. On a donc pour tout processus Z trds-bien-mesursble

o p00 _ or @
EUC 28, ] = BT 2,8,
Prenons en particulier 2 = LyeX _ , o0 C est borélien. Il vient
T
W
. —pT‘AJ - Vo -pu
E'[e IC°XTW f°XTwI{O<TW}] _‘Eb[é e " IyoX  a(X ,f)du]

Cette relation s'étend au cas ol f est borélienne bornée a sup-
port compact dans W. On en déduit alors que, si f est borélienne
bornée sur EXE, et si K est un compact de W, on a

Tw
E'[e pTWf(X ,XT )IK°XTW110<TWH—E L/ pudu/a(X SVEE D]

Enfin, gréce é un passage a4 la limite monotone, on étend cette
formule au cas ol f est borélienne positive quelcongue, et on
y remplace K par W : ainsi

_ )
(14) B[ PWeCry X Tty o¥,051,1 1 [fW vldu£a<xu,y>f@u,yﬁ

Choisissons maintenant un nombre >0, et désignons par Vn le temps
terminal inf{t:d(Xo,Xt)>h}. Prenons un xeE, et appliquons la
formule précédente, en prenant pour W 1l'ouvert {y : d(x,y)>h}, et
pour f la fonction borélienne sur EXE

1 (u>I{d(u v)>2h} B(v)

ol B et C sont des parties boréliennes de E. On a Ty=vy, PX-p.s.,
et on peut supprimer l'indicatrice Iwo Ty de la premiére 1nte-

grale : en effet, si f(v X )20, on a d(X ,KT_)>2h, et comme
d(x,XT )<h on a d(X,X ) >h. W Par conséquent : w

B eXp(‘P"h)I Xy {d(xvh_,xvh)>2h}IB°th]

- AEj‘LéVh e Piau) a"(x,ay) TG (X, )Ip(7)]

(*)L'lndlcqtrlce Iw(y) a été supprinée, car yew avant T « On a rem-
placé aussi X par Xu’ ce qui ne change rien.
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h
ol = iété

a (x,dy) = a(x’dY)Itd(x,y)>2h} . La propriété de MarkoX
forte nous donne des formules analogues avec les itérés 29 de
Vpe Comme ces itérés tendent vers 1'infini avec n, il vient en
sommant sur n

. -PSs ’ r _
/E/ [IS: e ICOXS_I‘d(XS_’XS)>2h}IBo}xs] =

B 17 Pan) &Py, 0TI ()]

Grice 4 la prop.3, on peut inverser la transformation de Laplace
lorsque B est assez petit, c¢e qui nous donne

5 [)S:étICC’XS—I{d(XS_,Xs)>2h§IB°Xs] =
or oG
B[ a™ (¥, 3y) I (X )I()]

On passe de 138 , par un argument de classe monotone , & une
formule analogue ol IC(X)IB(y) est remplacée par f(x,y), f
borélienne bornée, nulle pour y¢K ( ol K est donné par la
prop.3). Ensuite, au cas ol f est borélienne positive quelcon-
que. Enfin, en faisant tendre h vers O, on obtient la formule
(6) du th.2, et le théordme est démontré.
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