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/
ESPACES DE DIRICHLET ET CAPACITES FONCTIONNELLES
SUR DES TRIPLETS DE HILBERT SCHMIDT

par Philippe PACLET (*)

Introduction.

La théorie quantique des champs motive (ef. [2], [12], [26]) 1'étude d'intégrales
du type Jy |grad f|2 d, , ob |, est une probabilité de Radon sur un espace X de
dimension infinie et o grad £ , tout en coincidant avec la notion usuelle quand
f dépend réguliérement d'un nombre fini de coordonnées, reste encore & définir
pour une large classe de fonctions. L'idée d'utiliser systématiquement les techni-
ques d'espaces de Dirichlet, de Beurling Deny revient & ALBEVERIO, HPEGH-KROHN qui
ebordent cette étude dans le cadre des triplets nucléaires de GEL ' FAND~V TLENKIN
(rigged Hilbert spaces, cf. [9]) (cf. [1], [2]).

En particulier, ils définissent le gradient par une technique de fermeture d'cpé-
rateurs symétriques sur L2(X)
b

On se place isi dans un cadre différent puisqu'on travaille sur des triplets de
Hilbert Schmidt (cf. définition (I.l.1) ; ce choix est principalement dicté par
une raison technique. On veut par exemple avoir & sa disposition les fonections tests
du type HCL (X) ou HG (X) (of. (II.2.5 (b)) étudides dans [10], [11], et [19]4

Dans le chapitre I, on fait une série d'hypothéses sur la mesure p  avec laquel=
le on travaille (cfe (I.l.4)) ; puis on fait apparattre une correspondance biunivoe
que entre de telles mesures et les systémes de Weyl de représentations unitaires
des relations de commutation canoniques (cf. [2], théoréme I.2). Dans un sens; ce
théoréme constitue une adaptation du théoréme de Gelfand (cfe [9]) au cadre Hilbert
Schmidts Dans 1l'autre, il sfagit d'un résultat original d'extension des représenta-

tions unitaires.

Dans le chapitre II, aprés quelques préliminaires de dimension finie, on donne une
définition du grad au moyen d'un systéme cohérent d!'équations en dimengion finie
(voir définition (II.2.1)). Cette méthode constitue une généralisation de celle
employée par M. et P. KREE quand |, est la mesure gaussienne (cf. [15], [17])« On
obtient ainsi un espace de Dirichlet N , au sens de [6], (voir proposition
(II.2.11)) assez riche (proposition (II.2.6)) dans lequel les fonctions cylindri-
ques régulieres sont denses (proposition (II.2.10)). Certains éléments peuvent mime
&tre pris & support compact (proposition (II.2.14)).

*) Texte regu en Janvier 1979.
These de troisiéme cycle de 1'Université P. et M. Curle Paris 1979,
Philippe PACIET, 40 rue Lacépéde, 75005 PARIS.
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Dans le chapitre III, on développe une théorie du potentiel associée & l'espace
de Dirichlet N , en analogie avec la théorie de Beurling Deny (cf. [6]) quand X
est localement compact. Certains résultats (ceux qui n'utilisent que la structure
hilbertienne de N et la propriété de Dirichlet) se transcrivent de fagon immé-
diate (voir (III.1.7)).

D'autres nécessitent une adaptation, ainsi le théoréme de synthése spectrale
(théoreme (III.1.13)). On fait ensuite une étude détaillée de 1la théorie de la capa-
cité associde (cf. [6]). Le résultat de base est que la capacité d'une partie fai=-
blement compacte peut etre approchée autant qu’on le veut par la capacité d'un
ouvert cylindrique la contenant (lemme (III.2.9)). Comme corollaire (théoréme
(III.2.8)), en utilisant uniquement le théoréme de Choquet sur la capacitabilité
des parties analytiques dans sa forme originale (cf. [4], [5]), valable pour celles
incluses dans un K , on obtient la capacitabilité de toutes parties analytiques.
Enfin, on établit uge formule de calcul commode de la capacité d'un faiblement
compact qui ne fait intervenir que des opérations "en dimension finie" (thécréme
(I1I.2.15)). Les méthodes employées s'appuient sur des résultats de théorie de la
mesure sur un espace complétement régulier (on fait, en début de chapitre, quelques
rappels et compléments (proposition (III.0.8)) sur la notion de topologie stricte
introduite par GARLING (cf. [7], [8])).

Dans 1'appendice B, on généralise, au cas oi X est un Hilbert séparable,le
théoréme d'équivalence entre la propriété de Dirichlet pour un sous-espace hilber—

tien de LZ(X) et le caractére sous-markovien du semi-groupe associé (cf. [6]).
W

Comme dans le cas classique, on s'appuie sur un thécreme pour la représentation
des opérateurs sous-markoviens par un noyau mesure. Le principe de la démonstration

est iei différente.

Je voudrais remercier le Professeur P. KREE qui a attiré mon attention sur ces
problémes et qui m'a assisté avec patience tout au long du travail. D'ailleurs les
méthodes employées ici s'inspirent directement d'idées du séminaire. Je remercie
aussi B. LASCAR pour les discussions trés profitables que nous avons eues (en
particulier pour m'avoir signalé une erreur dans une premidre démonstration du
théoréme (III.1.4)).

Que le Professeur G. CHOQUET, Président, et les autres membres du jury Mr P.
LELONG et Mr J. VAILLANT trouvent ici toute ma gratitude pour avoir accepté de

s'intéresser & mon travail et de participer & la commission.

Enfin j'aimerais dédier cette thése & la mémoire du regretté Professeur G.
STAMPACCHIA sous la direction bienveillante duquel, & Pise, j'al pu me familiariser

avec la théorie classique des espaces de Dirichlet.



I. Mesures quasi-invariantes et triplets de Hilbert Schmidt.

I.1 Les données.

(Tele1) DEFINITION. - On appelle triplet de Hilbert Schmidt un schéma du type
sulvant X' C—o—-—)H <--) X,ou X et H sont des espaces de Hilbert séparables

réels. X' est le dual X ; i est une injection, & image dense de type Hilbert

Schmidt dant 1i' est la transposée aprés identification de H & soh dual. Les

points de X' sont donc identifiés & des points de H oude X .

On notera | IH et || |l les normes de H et X; (, ) indifféremment le
produit scalaire sur H ou son extension & la dualité X - X' (cela revient 3 ne
pas écrire les injections i et i!' ); enfin ( , )X désignera le produit scalaire
sur X .

En choisissant une base orthonormée (e ) ey ud dlagonallse i et telle que

n
2 2

o A= (h; 5 Ay sy soe s Ay ) e 4P () , et ,e,(N) {(a) = ZneN)‘ a, <+ =}

La be 0e ne de H ge trouve alors identifide & la base canonique de "4 (_IlT_)

e_€ X', pour tout n , on peut 1dent1f1er " avec P (N) s 66 X avec z)\(N) s

On désigne par X, le sous~espace de X' engendré par {ey » ..: , ei} et par
f, 1'epplication de X dans X, quiad xe X associe £, (x) = Zk_l (x, e )e .
Notons que restreimte & H , fi coIncide avec la pro;jectlon orthogonale sur
Xi dans H mais que fi peut €tre vue également comme projection orthogonale
sur Xi par rapport au produit scalaire de X . Enfin, si 1 >J fj = fi,j ° fi’

ou f. . désigne la projection de X, sur X. .
1,J 1 J

(Ie142) DEFINITION. - Une probabilité de Radon |, sur X est dite quasi-invariante
par les translations de X' si, pour tout g € X', la translatde ,_ de | par

le vecteur g est absolument continue par rapport i p » La densité afg , ») de

" £ par rapport & |, est appélée module de quasi-invariance de p o Pour tout
E€X', onsalt que alg, o) >0, | pope, que %, o) € L;(X) . Enfin

ae 5 o) vérifie l'équation fonctionnelle

(Tore3) vg,g' €X' ,alg+e', o) =alg’, «+8) ale, «) , u Dop-

(I.144) Soit |, une probabilité de Radon sur X : On appelle (H) le systéme
d'axiomes suivants

// (Hl) w est quasi-invariante par les translations de X' . Pour ¢ € X' ,

soit «(g , .) son module de quasi-invariance.

| (H ) vEEX , t t—-éozl/z(tg , ») de R dans L (X) admet une dérivée
(H) )en O notée R(e) (cf. [1]).

! (H ) L'epplication g > R(e) de X' dans Li(X) qui est linédaire,
d'apres (I.143) et (H ) , est décomposable, au sens suivant : Il existe une
application B € L (X, X) telle que, pour tout £ € X' , on ait

R () = ;B , gy w pepe (fa [18])s
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(I.1.5) Remarque.

f,) entratne que, pour tout € € X', Laltg , 2) = 1) — 2R(g) dans L;(X) ,
si t =30 « Onpose B =28

(Is1.6) Pour tout i e€ N, on note . 1'image de sur X; par 1'gppiication
~? Py v

fi » On utilisera la notion d'espérance conditionnelle d'une varlable aléatoire 3

définie sur X par rapport & la tribu engendrée per fi et & la mesure y o On

notera simplement par Ei[é§] cette espérance conditionnelle. On rappelle que,

pour tout p , 1 <p g+ =, Ei définit une contrection (et méme un opérateur

sous-markovien) de IP(X) dans IP (X.) et que Id - E. —~3 O fortement dans
- M By +

Lﬁ(X) (cfo [26])

Une varisble ¢ définie sur X sera dite cylindrique s'il existe i €N tel
que % soit £ .-mesurable, autrement dit s*il existe une variable ¢ , définie
sur X , telle que @ = ¢ o f « Pour simplifier les notations, il. nous arrivera
d‘i dentlfler 3 et ¢ o De méme, un borélien est cylindrique s'il écrit 1° (B )

pour un certain i € N et un certain borélien Bi de Xi o

(I.1.7) PROPOSITION. - Soit , ure probabilité de Radon sur X vérifiant les
hzgothéses (H), alors, pour tout 1 € N, By est quasi-~invariante par les trans-

lations de X, et son module de quasi-invariance , ozi(h , o) , est donné par
(I.1.8) Vv ye X, , ¥ geX tels que fi(g) =y,

Q‘i(y P ') = Ei[a(g ) °)] sy bP- P-e

1 N 1 P P
De plus, YV y € Xi s —E{ozi(ty s ¢ =1} tend dans L (Xi) vers un élément

U,-
2R, (y) € 12 (X.) , quand t —~—30 . 1
1 p’i 1 el
Enfin R et Ri sont 1iés par la relation
(I.1.9) igeX, ER(E =R (£, (&) »

Preuve. - On a, en effet, les relations

o= (55 G0 = 155001 = ffele , W) = Blale , g

en utilisant la quasi-invariance de |, et la définition de 1'espérance condition-

nelle. Ceci prouve la quasi-invariance de ; et la relation (I-1.8) 0 (I.149)
résulte alors de la remarque (I.1:5) et de la contimité de E, de L?'(X) dans
2 1 U

° (X,)

py

(I.1.10) Remarques.

1° Puisque d;un X, <+ ® , pour tout ie€N , Ll'application 11nea.1re y — 2R, (¥)

de X; dans 12 (X) est décomposée (cfe [18]) par Y B; € L (X 5 Xi) :
By
(I'l 011) v y € Xl b ZR:-L(Y) (”’) - (Bi(") > Y)

Dot

(I.1.11 bis) By = fi(Ei[B]) = Ei[fi(fs)] o
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20 I1 est bien connu (cfas [9]) que p; ©st alors équivalente & la mesure de
Lebesgue sur Xi s

(I.1.12) duy = py d* x , avec p; > O Lebesgue-p. p.
pi(. + .V)
VyEXi’ ai(Y, ) =
Pi

Enfin, 8; = (Dp/p;) € 1? (x,) o Dp, désigne le gradient an sens des distri-
Wi
butions de , .

I.2. Condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une mesure p sur X

vérifiant (H).

(I.21) Considérons le systdme d'hypothéses suivant 3
(R) I1 existe un quadruplet (Y, U, V, K) ou

(R,) Y est un espace de Hilbert réel séparsble tel que X' <y Yy , od
J s k sont des injections continues & image dense ; j est de type Hilbert
Schmidt «

(R,) K est un espace de Hilbert complexes
2 ’

(R,) U est une représentation unitaire, fortement continue du groupe additif
3 ’ p
de Y, & valeurs dans X .

(R4) Il existe n €K tel que {U(y)q; y e Y} soit total dans K .

(R;) V est une représentation unitaire du groupe additif de Y & valeurs dans
5
K.

(R6) Pour tout y de Y, ( appartient au domaine du générateur infinitésimal
du seni-groupe V(ty) .

(R7) U et V vérifient les relations de commitation , y x, ye Y,

V(y) U(x) = exp(i(x, y)) U(x) V(y) .

(I.2.2) Remarque.

Sous les hypothéses (Rl), (Rz), (RB) et (R4), on sait que V est obligatoirement
fortement contimnue (cf. [14]).

(I.2.3) THEOREME.

(a) A toute probabilité de Radon p sur X vérifiant les hypothéses (Hl)’ (Hz),
(HB) correspond un quadruplet (Y , U, V, K) vérifiant les hypothéses (Rl)-(R’7)‘

(b) Réciproguement, & tout quadruplet (Y , U, V, K) vérifiant (Rl)-(R,7) cor—
respond une probabilité de Radon |, sur X vérifiant (H{), (Hz), (HB), ou (H{)
signifie

(H]") La mesure , est quasi-invariante par les translations de Y .
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Les relations liant la mesure et son module de quasi-invariance d'une part et les
représentations unitaires U et V d'autre part seront explicitées au cours de la

démonstration.

(I.204) COROLLAIRE. - Une probabilité de Redon | sur X vérifiant (Hl)-(HB) est

obligatoirement quasi~invariante par les translations d'un espace de Hilbert Y ,

contenant X' et tel que 1l'injection X' == Y soit & image dense et de type
Hilbert Schmidts

(I.2.5) Démonstration du théoréme.

(b) En remplagant le théoréme de Minlos par le théoréme de Sazanov (cf. [25]), on
adapte 1'idée du théoréme de Gelfand (cf. [9]). La probabilité , sur X est

donnée par sa transformée de Fourier { :

(I.2.6) vee X, i) = Wea, o
qui est continue sur X' pour la topologie de Hilbert Schmidt (comme restriction

3 X' d'une fonctionnelle contimie sur Y ).

N

Grfce 3 (R4), on montre que K est isométrique & Lj(X) et que, dans cette iso-
métrie, U(g)g ( € € X' ) correspond & la fonction exp(i(g , «)) » Pour alléger
les notations, on n'écrit pas cette isométrie. On pose alors ot 2(y , o) =V({¥a,
pour y € Y, et 1l'on montre & 1l'aide de (R,7) et (I.2.6) que, pour tout y € Y , les
mesures by et «ly s .)p, ont méme transformée de Fourier, et donc que p est
quasi-invariante par les translations de Y . (Ré) se traduit alors directement en
(H,) étendue & tous les éléments de Y ; l'spplication y —3 R(y) de Y dans
Lp,(x) est continue. En effet, pour tout y € ¥, R(y) = limi—»+m Ei R(y) dans
Lz(X) « D'aprés le théoréme de Banach-Steinhaus, il suffit de prouver la continuité
dg chaque E, R . Mais, d'aprés (I.1.9), B, R(y) = Ri(fiy)) 3 R, est continue
puisque définie sur un espace de dimension finie, et ff:'.i, 1l'est aussi par cons-
truction. La restriction & X' de R est donec de type Hilbert Schmidt.

R € HoS(X! , Lj(X) -~ /‘H S 2(

2
X) =~ LM(X s X) 3
ce qui signifie bien que R vérifie (HB) .
(Fin de 1a démonstration de (b))

(a) On prendra pour espace de représentation L (X) et on commenee par définir de
fagon naturelle U(g) et V(g) , pour €, € X , en posant, pour & € LZ(X)

(T.247) (1) U(e) a(e) = exp(ile , &) a(s) ;3
(1) V(o) a(s) =% (5, &) a(e + ()

On vérifie gsans probléme que U(g) et V(;) sont unitaires, et qu'ils vérifient

les relations de commutation. Comme |, est une probabilité de Radon, la récipro-
que du théoréme de Sazanov fournit un opérateur de Hilbert Schmidt A sur X' tel
que la transformée de Fourier de |, , définie sur X' , soit continue par rapport
& la semi-norme ||A(g)||yr -
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Pour ¢ € X' , posons |“ng2 - |€]§ + HR(g)Hiz + uAgn}z(, . &1ors ||| ||| est‘ une

"
norme hilbertienne sur X! « Si Y désigne le complété de X' par rapport & cette

norme, i' se prolonge en opérateur contimu p de Y dans H tel que le diagram-

me suivant soit commutatif

J/ﬁy 1Y
Xt 'r(__.___l____.‘ H

ou J est de type hilbert Schmidt.

En projetant 'Z% sur ‘:Yi/ker p =Y, on obtient un espace de Hilbert qui s'injecte
continfment dans H « Enfin, Jj=1m o 3 est injective puisque k o 1 o J = i!
ltest, et de type Hilbert-Schmidt puisque J 1'est.

(1.2.8) LEMME. - Soit 5 € Li(X) fixée. Pour tout g € X' , posons

o(g) =f U(g)l du et 7mle) —J V(g)s dy »

Alors les fonctionnelles o et 1 sont contimies en O pour la morme ||| ||| -

Dénonstratione — La continuité de ¢ résulte de la définition de la semi-norme
I&(e) Iz et de la morme || ]|

.
Continuité de 7 ¢ Fixons g € X et considérons 1'application
t —a 7(teg) = 1i(t)
de R dans R . Alors 7{t) est dérivable en tout t et de dérivée

(L) = - J.‘X V(tg) sR(g) dy »

On a en effet
Lin, o &b + 1) = (8] = Lin_o [y Hv(- )1 = 1) Ve)s o
- -], n(e) vesee
d'aprés (H3)°

D'oll la majoration 7'(t) < ||R(g)|| 5 |8l 5 + BEnfin, par le théoréme des accroise—
L L

M M
sements finis, on obtient
(1.249) In(g) = n(1)] < ||R(g))) 2 llal] 2 S < el |jgl 2
u u u

(Fin de la démonstration du lemme)

Extension de U : Posons, pour € € X', +v(g) =U(g)l « Alors vy est uniformé-

ment contimue par rapport & ||| ||| sur X', puisque

(I.1.10) Ut - ulg)|) PR 2(1 - o(g - €")

On peut donc 1'étendre a Y tout ent:z.er‘ Pour y € Y, on définit alors U(y)

par son action sur 3 € L° (X) :
"
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U(y) 8 =v(y) x & -

Clest un opérateur unitaire car |y(y)| =1, u pe p. (c'est une limite |
pe pe d'exponentielles). La dépendance en y est fortement contimue : Il suffit
de le voir sur le sous-espace dense des fonctions borrées de Li(X) en vhtilisant
(Ie2410) ¢

Extension de V : De mfme, en faisant ¢ =1 dans le lemme (I.2.8), on voit que
l

g — V(g)L =

pour la norme ||| || . On note encore c:%(y , ») son extension® Y . Pour ye€ Y,

2( y o) de X' dens L2() est uniformément contimie sur X!

on définit alors V(y) comme l'unique extension unitaire de l'opérateur défini sur

le sous—espace dense des fonctions bornées par

3 —~—3 V(y) & = ozl/z(y y o) 8(e +¥)

On a, en effet, pour 3 € L:(X) , YEY, suite de X' tendant vers y

(§ )neN
dans Y

1o e

(y 5 o) é(c+Y)[|2:lm (g, » °) é("'i)llz“ll@llz’

u u H
d'aprés 1'inégalité triangulaire, le théoréme de Lebesgue, et le lemme (I.2.8) ap-

pliqué & s =1 »
On vérifie alors les relations de commutation entre U(yl) et V(yz) (yl ’ yzeY) o

I1 reste a vérifier (R6) On garde la notation R(y) pour désigner l'extension de R
a tout y €Y o On va prouver que —-{V(ty)l -1} tend faiblement vers R(y) s pour
tout y € Y o Cela suffit d'apres 1l'appendice A.

Soit donec ¢ € LS(X) », Y€Y et ¢ >0 donnés. On choisit g € X' tel que
I|r(g) - R(y)uLp < o/3|jg||_p » puls ty >0 tel que, si 0 <t gty ,

) L
W
1

)y Bev(se)t =13 = R(©)] 5 d| < o/3

ce qui est poasible d'aprés (HZ)

h s

On a alors, pour O<t<'bo,

|y Brtin -1y - 2@) sl |
< IJX%{v(t(y-g))l—l}V(—tg)@dul * IJX R(g-y)ady| + IJX [$7(tg) 11} - R(g) ]z ]
< HIREG-0)| 5 [Tt2)el] 5 + [RED) 5+ /3 <

B v
ot 1l'on a utilisé, pour le premier terme, 1'inégalité (I.2.9) appliquée au vecteur

t(y - g) , et & 1la fonction V(= tg) g o Le théoréme (I.2.3) est ainsi démontré,



II. Les espaces du type Dirichlet sur un triplet de Hilbert Schmidt.

II.0. Rappels et remarques.

(II.0.1) Dans tout ce qui suit, on suppose donnés un triplet de Hilbert Schmidt
X! < X &3 X et une probabilité de Radon | sur X vérifiant les hypotheses
(H) .

On conserve les notations du chapitre I. On fait, en outre, une hypoth&se supplé-
mentaire sur les densités Py de py Par rapport & la mesure de Lebesgue sur
X, (1eN) (voir remarque (I.1.10)).

. 0
() yieN pieC(Xi) et p; >0 sur X, .

Enfin, on ne travaille qu'avec des fonctions réelles.

(IT.0.2) Remarques.

10 I1 existe une injection continue de Ch(X) dans L (X) (ol Gb(X) désigne
1'ensemble des fonctions continues bornées sur X )e En effet, si B (0 y €)
désigne une boule, dans X , de centre O et de rayon ¢ >0, p,(B (O s €) >0 3
car sinon, en choisigsant une suite (g )neN de X' dense dans X et en utilisant
la quasi~invariance de p , on auralt

w(® = ulU, Byle, 5 €)) <2 wlBylg, » €)) =0

20 L'hypothése (C) entratne que, pour tout i, il existe une injection continue
CO
de [L l(X) ’ O‘(L L )J dans [Ll G(Xl ’ d-x) ’ G(lloc(d'x) ’ (1( ))] e On
peut donc dériver au sens des distributions les éléments de Lp‘ (X ) .
i
(I1.0.3) Définitionse

(a) On appelle comtraction normale (ce n.) toute spplication T : R ~—3 R telle
que T(O) =0 et |T(x) =TH)| <lx-y], vx,y€eR.

(b) Soit N un espace de Hilbert s'injectant continfment dans L3(X , @ , m) , ol
(x y By m) est un espace mesuré quelconque, et T une Ce Ne 5 ON dira que T

opére sur N si, et seulement si, yue€N, T .u€lN et T o ully < flwlly o

(II.0.4) Exemples de c. ne

Soient -msasosb$+w,ondéfinit sz -—) R

T°(x) = sup(a , inf(x , b)) «

Citons, en particulier, Tfl) (contraction unité) , TO =T

positive), TS» = T~ (contraction partie négative), T =T
valeur absolue).

(contraction partie

~ T~ (contraction

(I1.0.5) Exemples d'espaces de Dirichlet.

Ltexemple fondamental est fourni par Hg')(g) ( o ouvert de _@n)), 1'espace de



5-10

Sobolev d'ordre 1(cf. [6])s Par simple adaptation du ralsonnement valable pour
Hé(g) , on peut trouwer de nouveaux exemples d'espaces de Dirichlet en dimension
finie (cfe. proposition (ITel.5)).

(110056) RappelSo

1°© Soit N wun sous-espece hilbertien de L2(X , B, m ; soit (un)nEN une
suite dans N telle que u, —3V , M DPepe, et sup uun”N <+ o o Kors velN
et u —3 v faiblement dans N (cfe [1])s

20 81 N est un espace de Dirichlet, alors, pour toute ce ne T , l'gpplication
u—=9T ou est continue de N fort dans N fort (cf. [1]).

3° Si a désigne une forme bilinésire, symétrique, positive, de domaine N ,
dense dans L2(X , B,y m) , ondit que a est fermée si, et seulement si, N est

un espace de Hilbert pour la norme ‘liunﬁ = l[u[lzz + alu, u) « On rappelle qu'd une

telle forme a , il correspond alors de maniérre-I biunivoque :

~ un opérateur auto-adjoint positif H , de domaine ®(H) ¢ N tel que
Ve, vyelN, H, ) =als, ¢ ;

- un semi-groupe auto-adjéin‘b de contractions Pt = exp (- tH) sy t>0;

-~ une résolvante auto—-adjointe R}\ = (n + H)-l, 2 >0

On resppelle enfin que les formes a , définies sur LZ(X , B, m) tout entier

par at((p s ) = (1 - Pt)/t)cp , \;,)Lz sont dites formes approchées et que

@ € (a) = N si, et seulement si, lin, ab(cp ’ ,#) <+ o 4, eb, si c'est le cas,
alp » ¢) =lim_5 a (o, ¢) (cfe [6], chapitre III).

IT.1s Prélininaires de dimension finie.

On fixe i€ N .

(II.1.1) DEFINITION. - On eppelle N, le sous-espace de Li (X;) formé des o
i R
telles qu'il existe ¢ € Lﬁ.(Xi s Xi) vérifiant D(p dx) = y dx , od D désigne

le gradient au sens des distributions sur X, (voir remarque (II.0.2 2°)).

Pour simplifier 1'écriture, on note y par le symbole Dy »

(II.142) D'ailleurs C%)(Xi) c Ni et, pour de tels éléments, on retrouve le gra-
dient usuel.

(IT+1.3) PBOPOSITION.

(a) N, est un espace de Hilbert quand on le munit du produit scalaire suivant :

i &
Tos o €Ng oy <‘P’¢>1=Jx, @Y q“j_“"Jx, (Dep 5 Dy) dyy o
i i

(b) N, ——I-g-a 12 (Xi) est une injection continue & image dense.
By
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Démonstration.

(2) Standard.

1
(b) En effet, G (X,) N, .

(II.1.4) PROPOSITION, - cg(xi) est dense dans N; .

Démonstration. - Soit ¢ € N, .« 81 (Qn)neN est une suite de fonctions-plateaux
dans Cg(Xi) vérifiant les hypoth&ses habituelles, on montre, de fagon standard,
que ¢ o - ® dans Ni « On peut donc supposer que ¢ a un support compact ine
clus, par exemple, dans une boule de rayon M . On remarquera alors que, puisque
SupxeB(O M) pl(x) Za<+ o etinf x<B(0, M) L/ p, (X) =b>0, dtaprés (C), 1'iden-
t:\.te est un homéomorphisme de N, n {o ; supp o <B(0, M} dans
. (X ) n{p 3 supp o < B(O, M)} , ou H (X ) désigne 1'espace de Sobolev usuel
sur X o Il suffit alors d'appliquer le resultat connu de la densité de
o (B(O , M)) danm gt (X,) n{p s supp o< B(O, M} «

(IT.1.5) PROPOSITION. - N; est un espace de Dirichlet.

Démonstration. — La démonstration est, 13 aussi, standard. Donnons-en les grandes

lignes. On considére d'abord le cas o ¢ € Cg(Xi) et ot T e G (R) , au guel cas
la propriété (II.0.3 (b)) est évidente. Si T est quelconque, on 1'approche (sim-
plement suffit) par une suite (Tn)nel\l dans C* (R) , et 1l'on applique

[o]
(II.0.6 1°)) & 1a suite (Tn 0 u)neN

quelconque, on 1lfapproche par une suite (q)n) nell

-

cette fois-ci (IT. 0 . 6 1°) 3 (T CPn)neN .

Tqui tend |, o pepe Vers T ou 4 Si o est
dans C°O°(Xi) , et 1'on applique

(II.1.6) D'aprés la proposition (IIel.3), le poimt (II.0.6 3°) est applicable & la
forme linéaire, :s:ymetrique, positive qui a ¢ , y € N associe J(X (Dep s D‘l’> d“‘i
Bn note H, , P, R)\ 1l'opérateur auto-adjoint, le semi-groupe, ‘et la
resoltante correspondante. On appelle H 1'opérateur de Dirichlet, associé a My
On voit alors, & 1l'aide de (I.1.9) que Gb(X ) < GD(H ) et que, pour tout

2
) € C (X ) »

(II.]. 07) Hi Q== Z(P - <k$' D(P) ’

ol Zcp = Zi:l )‘k (az/a e )(q)) et (}\k) est la suite définissant le produit
scalaire de X (cfo (Ielel))e

IT.2. L'espace N .

(IT.2.1) DEFINITION.

(a) Btant donné un élément & de L (X) , on dit qu'il admet un gradient de carr
intégrahle s'il existe y € L2(X X) Verlflant

(110202) ¥ i EE ry Ei[fi ° {\‘r' + QB}] = D(Pi + (Pi Bi

au sens des distributions ou ;= Ei 5 et Dy 5 désigne le gradient au sens des
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distributions sur X, , B et B; ont été definis en (I.1.5) et (I.1.11).

(b) On note N 1'ensemble des ¢ € Li(X) admettant un gradient de carré inté-
grable.

(II.2.3) Remarques.
, ey s . e . . 1
10 L'égalité (II.2.2) signifie en particulier que Dp; € L“i(xi , Xi)

20 11 existe au plus un y € L (X, X) vérifiant les relations (II.2.2), pour
tout i € N ; En effet E o f -——-} id fortement dans L X, X .

On gppellera ¥ le gradient de 3 et on le notera Dg .

3° Cette définition généralise celle de 1l'espace El(X) donnée dans [20] par
B. LASCAR dans le cas ou |, est une mesure gaussienne. En effet, si | est la me-
sure normale, l'gpplication B est donnée par -% 14 ; fi o 3 est donc fi-
mesurable et les relations (II.2.2) se lisent alors, en utilisant une propriété

bien connue du conditionnement ,

et
D3 LZ(X X) &= su .J !D(p d +
T Py HPqliy WMy < @

par le théoréme de convergence L2 des mart:mgales vectorielles.

(II.2.4) PROPOSITION. — N est un espace de Hilbert quand on le munit du produit
scalaire

Vo, W €N ) <@ 9 @)1 = jx §¢ dM + JX <D§ ) D¢> du L

Démonstration. - Si (@ ) N est une suite de Cauchy dans X , ceci entratne que
" — 5 et Do — done 1 2(Xx) et L°(X, X) respectivement. I suffit de

prouver que { = Dg au sens de (II 2.1), (II.2.2). Fixons i € I ; pour tout n ,

on a
E;[f; o (De" + 8" B}] = o3 By = D(py)
Quand n -3 + » , le terme de gauche tend dens L (X; 5 X;) (et donc au sens
des distributions (ef. (II.0.2 1°))) vers "1

Ei[fi ° {w + @ﬁ}] - Py Bi ’
et le terme de droite, au sens des distributions, vers D(pi (puisque cp:r.: —_— P4

dans I (X.) ).
(TP
D'ou le résultat suivant.

(IT.2.5) Exemples d'éléments de N .

(a) Soit 3 € L2(X) telle que

Sup; I HDCPHXdul"M<+°°:
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-yi,jeN, 127,
Eij[fij o {Dps + g Bi}] =D§°j * 95 *3j .

Kors z el et g < U@“iz P M.

s . 1
La démonstration est standard et utilise le théoréme de convergence L~ des mar-

tingales (les varisbles Dp; + 93 By (i€l ) somt équi-intégrales) (cf. [22]).

(b) On rappelle la définition de la classe HG(¥) (cf. [19], [11]) : Elle est
formée des fonctions g définies sur X , universellement Lusin-mesurables (cfe
[25]), bornées, telles que, pour tout x € X , 1l'epplication h — .gx(h) = g(x+h)
de H dans R soit de classe C1 , au sens de Fréchet sur H , et que 1'applica~
tion x w3 Dy g(x) = Dgx(o) de X dans H soit universellement Lusin-mesurable

et bornée.

Notes - Il existe des g € HC%)(X) non milles, mais nulles pe pe pe comme le
montre un exemple de B. LASCAR (cf. [21]).

(II.2.6) PROPOSITION. - Soit g € HC%)(X) . Alors les relations (II.2.2) sont vraies

avec ¢_D g o En particulier, si g =0, |+ Dpe¢pey DHg=O, e Pe De, cC€

qui permet de définir une injection de HGb(X) dans N (1)_.

Démonstration. - On a, par exemple, dans une direction &, y pour i fixé tel que

e, €% et ¢ cylindrique de base X, , et de classe C°O°(Xi) (en notant p, la

projection sur Re, )
A=y p, (0, 60 o) 4
- 1in,_ |y Se(x v o) - 29 o) Q) = Limg A

griice au théoréme des accroissements finis qui permet de majorer %{g(x-l- tek) -g(x)}

indépendamment de x , et au théoréme de Lebesgue.
Mais
|, e+ t0) o0 a0 =]y 800 olx - te) al- tey , 0 4
D'ou
16) = | 800 Lgle - 1) al-tey , 1) - o(x)] Al .

Le terme entre crochets tend, dans ! (X) , vers - pk(D(p) - pk(ch) , quand
W
t 30 .

D'ou
A =lim  A(t) = Jx g{p, (Dp) + Py (98) ) dpl

= - IX E; (g) ek ¢ Gy J E;lp, (e8)] du; »

i

(}) hutrement dit 1l'opérateur D passe au quotient HGé(X)/{g =0, e De Do} o
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puisque ¢ et Dy sont fi—mesura.bles, par hypothese, ou S 08y désigne la
dérivée au sens usuel dans la direction e, * La premiére intégrale se réécrit

o 2
et peut 8tre considérée comme 1'accouplement entre la iistribution g5 py dx et
la fonction test (a/aek)(p .

Par transposition de (a/ae ) , elle est égale &

[
Ty, 2 e eatagdoy ) @, + Ly 53 ) (G )/ oy oy i)

= IX:'L Pk(Dgi) Q dui + fxi pk(gi Bi) ¢ du,i ’
d'aprés (101012)0

On vient donc de prouver que

E;[p, (O & + 88)] = py (Dg; + &5 By) -
' N Id . .
D'ou le résultat puisque Zk._l Py = f et &1 pklx ldXi .
1 ~
(II.2.7) PROPOSITION. - Pour tou‘b ielN, Ni s'injecte isométriquement dans N .

Démonstration. —~ Cette injection s'éerit prec1sement @ = @ ° f o Si

@ € uO(X) s g Ly appartient clairement 2 HO (X) et l'on a D, ((po fi) = Dpo fa
On conclut en appl:l.quan'b la proposition (II.2.6) et la proposition (II 1e4)

(II.2.8) COROLLAIRE. - L'injection contimue de X dans LZ(X) est 3 image dense.

Démonstration. - L'image de I contient U:LGN oui est dense & cause de
(II.1.3 (b)) et de [18].

(I1.2.9) DEFINITION. - On sppelle N 1'adhérence dems N de HG(X) . S1 , est
1a mesure gaussienne, N =N (cf. [15]).

(II.2.10) PROPOSITION. - Soit Cf; (X) 1'espace des fonctions cylindriques de
classe Gg sur leur base.

Alors Gb cyl(X) est dense dans N .

Démonstration. - Soit g € HC%)(X) ,alors E g=g; €N, et E g—yg dans
N . I1 est clair, en effet, que g, 4 cause des relations (II.2.2) et du fait

que g est bornTe. Pour ce qu:L est/de la convergence, la seule difficulté provient
1/2
de 1l'intégrale X uDg - DngX dy,}

{Ix \Pg - E. [Dg]i du}l/? {fx By [Dg - £. (Dg)]lu dp} 1/2

+ {jx %[5, (0g)] - Dgi!!)zi du'}1/2

Les deux premiers termes tendent vers O quand 1 —3 + o puisque

que l'on majore par

E — Id fortement L (X
f — Id fortement dans X
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Le troisidme terme est égal, grfice & (II.2.2), &

=y |18 lef. ()] - Ei[g] fj_(Ei[B])H)zg dusld s d'aprds (I.1.11)
i
=l 1mLets ) - £ 518D 1|2 )/
< Uy lletesle - 5080312 432

< sy lel i)y I - B0e)2 4/

o

qui tend vers O quand i =3 + o »

Pour conclure, on applique la proposition (ITe144)

(II.2.11) PROPOSITION., — N est un espace de Dirichlet.

Démonstration. - Si § € N est cylindrique et si T est une c. n. quelconque,

cela résulte des propositions (II.2.7) et (I.l.5). Si § est quelconque, on
1! approche par des fonctions cylindriques ¢, 3 on considére ensuite (T o (Pn)neg
en utilisant la remarque (II.0.6 1°).

(II.2.12) COROLLAIRE. - G c;l est dense dans N' = {5 N tel que 5 >0,
e Pe pc’ .

Démonstration. - L'argument est ici aussi classique. Nous ne le répétons pas.

(I1.2.13) Les é&léments de HO%)(X) ne sont pas forcément continus sur X . Certains

peuvent &tre donc pris a support compact ; leur ensemtle forme la classe HGé(X)

(efe [19])

(II.2.14) PROPOSITION., - L'espace HCé(X) , ou plus précisément son guotient par le

sous—espace formé par les éléments nuls . p. p., est dense dans N .

Démonstration. - On commence par adapter un résultat de B. LASCAR (2) (efe [19])
fans HCé(X) telle que

pour construire une suite (gn) neN

gn—--) 1 et sup_ [gn| <1, peDepe.
Dg =30 et suwp [Dg |. <N, pepe Do

La proposition en résultera alors, grfice au théoréme de Lebesgue, puisque
1 . 1 1
gr € HCO(X) si ge HGO(X) et (e ch(x) .

Construction de la suite (gn) o — Une inspection de la démonstration de la

nel
proposition (2.11) de la référence [19] montre que le seul probléme est de o nstrui-

re une suite (sn)neN de parties de X vérifiant les propriétés suivantes 3
¥ n, S estboréliemne ;

p(X\ Sn) ~—30 et (X \ Sn) —s 0, ot y désigne la mesure normele sur X ;

(2) Je remercie vivement B. LASCAR pour m!avoir indiqué la possibilité d'une telle
adaptation.
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yneblN, Sn est relativement compact, convexe, disqué dans X ;

ynelN, Sn n H est ouvert pour la topologie de H ;

S~

vyn,m,pelN, Sn+Sm<:Sp si m+ngp .

Pour ce faire, on utilise un résultat de théorie de la mesure, qui résulte en fait
du théoréme de Sazanov (cf. [25], proposition 6, pe 217 et théoréme 2, p. 215). I1
existe un espace de Hilbert séparable Y et une probabilité de Radon ; sur Y
tels que :

~ 1'injection de H dans X se factorise & travers Y, H -17 Y&y x,ou vy
est de type Hilbert Schmidt, g est compacte ; '

- 6(‘;1') S
D'autre part, la mesure cylindrique § sur Y de transformée de Fourier donnée

par §(¢) = exp(—% lglﬁ) (¢ e —)H) est une vraie probabilité de Radon et

son image par § est la mesure gaussienne normale sur X : v (cfe [18]).

Si Kr désigne la boule, dans Y , de centre O et de rayon r , la suite
2 S —
(5(Kn))n = (Sn) convient. En effet, puisque s est compacte, S = L{{ G(Kn-—E)
est un borélien, (X \ 8 ) = PT\NK) =30, quand r — + = , et
\,(X\sn)=;(Y\Kn)-—;o,quand T =)+ o e '

D'autre part, Sr est relativement compact dans X puisque ¢ est une applica—
tion compacte, et Sn NnH= Kn NnH= y_l (Kn) est ouvert dans H puisque vy est

continue.

(II.2.15) On note H , Py (t>0), R}\ (A >0), l'opérateur, le semi-groupe

et la résolvante correspondants & la forme fermée, de domaine N , définie par
gy €N JIX (Ds , Dyy dy (cfo (I1.0.6 3°)) &

(11.2.16) PROPOSITION. = S1 o € Cf ,.1(X) , alors g€ o (8) o
~ . o) 2 b}
Hp = ap = By Do) , 00 Ap = Zk:l)\kT—Qp°
3 e
On notera que cette somme est finie puisque ¢ est cylindriquee

Démonstration. - 81 ¢ est de base X, , de classe Cﬁ sur sa base et si ¢ €N,

on a

| .
=y, (PorPys) Gpg + Iy, 41 PrBy? dug - J X, Doy B4 L£5 (48) 1) g
(puisque Dy est f;-mesurable, on peut appliquer la relation (II.2.2))
* r :

= JXj_ = {Z(P + (Dcp:'ﬁi%bi dp'j_ + JXj_ (D(P’Bi>1‘;i de - JX‘V(DCP’B)\'} dp,
=Jg = {op + By Dpd} ¢ dp »



517

III. Théorie dnergétique du potentiel associé a N .

1II.0. Rappels sur la notion de.topologie stricte (cf. [7], [8]et [16]).

(I11.0.1) Soit (E, T) wun espace vectoriel localement convexe séparé (ee Lo Co Se)
et soit (Sn)nE une suite de parties de E vérifiant les propriétés suivantes s
U§=o Sn =83
Pour tout n, S est comnvexe équilibrée ;

Pour tout m , n, il existe p tel que Sn + 8, © Sp o

On note jn la restriction de 1'identité de E & Sn , et 'bn la trace de ¥
sur S_ .
n

Sur E, la topologie stricte (relative & T et & (Sn) ) est la topologie

dfe. 1o coe 8¢ T 1la plus fine que rende continue toutes les applications

jn(Sn , tn) —3 (E, 1) . Cette définition a effectivement un sens puisqu'i} exis—

te de telles topologies ¢ t elle-méme, par exemples En particulier, ¢ est plus

fine que t ; mais comme d'autre part tn est plus fine que Ty (trace de ¢ sur
Sn ), ¥ n, Ty = tn « Cette notion de topolpgie stricte est un cas particulier de
celle de limite inductive généralisée intraduite par GARLING (cf. [7]) et 1'on peut

caractériser ¢ par la propriété universelle suivante.

(III1.0.2) Une spplication linéaire g de E & valeurs dans un €. l. C. Se
(F, 6) est continue pour la topologie . si, et seulement si, pour tout n ,
g o jn est continue de (Sn , tn) dans (F , o)

De plus, puisque les Sn sont comvexes équilibrées, un lemme de GROTHENDIECK
(efe [13]) affirme que g o J, est comtimue sur S = si, et seulement si, elle

est continue & 1'origine. Ainsi, par exemple, nous avons la propriété suivante.

(I11.0.2 bis) Une forme lindaire T sur E est continue pour ¢ si, et seulement

si, ynel, y¢>0, 1v voisinage de O pour t tel que
xeSnnvgzﬂﬂﬂlge-

(III.0.3) Enfin rappeloms qu'il existe une description compldte d'une base de
voisinages de O pour ¢ « Il suffit de prendre les parties du type suivant :
T(Un(Sn n Vn)) , OU (Vn)nEN décrit l'ensemble de toutes les suites formées avec
les éléments d'une base de Voisinages convexes équilibrés de O pour t ( r(4)

désigne 1'enveloppe cemnvexe équilibrée d'une partie 4 ) (cf. [7], proposition 1).

(I111.0.4) L'exemple fondamental de topologie stricte est donné par le cas particulier
suivant E= Cb(Y) , ou X est un espace topologique completewent régulier et

C (X) désigne l'espace des fonctions continues bornées sur X ; tu est la topolo-
gle de comvergence uniforme sur les compacts de X et S ={p € G (%) 3 supX|¢1.<n}

La topologie stricte relative a Cg(X) s bt Sn a fait 1'objet dtune étude

T0 n
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détailléde dans [8] ou sont prouvés les deux théoremes suivants.

THEOREME & (cf. théoréme 1, p» 118). - Le dual de (CS)(X) , TO) est exactement

1'espace des mesures de Radon bornées sur X .

V4 \ . N\ U ’
THEOREME B (cf. théoréme 11, p. 134). — Soit @ une sous—algebre de Cb(X) 56w
parant les points de x , et telle que, yxeX, 1acd tel que a(x) # 0,

alors @ est dense dans C,g(X) pour T

(III.0.5) Soit @ wune sous-algébre de GO(X) ayant les propriétés du théoréme B.
Comme ™o est plus fine que t , par deflmtlon, le théoréme B entraine que ¢
est dense dans C.b(X) pour t ; 9i & vérifie de plus la propriété suivante.
(II1.0.6) Pour tout T € C (R) tel que sup |T'(x)| <1 et T(0) =0, alors

vy f ed 9 T. fed.,

On a méme mieux puisque, pour tout g € C%(X) , pour tout compact K de X,

pour tout ¢ >0 , il existe f € & tel que
supy |£| < supy lg| et supyg |f-g|l e

(I11.0.7) On peut considérer sur I la tonologle strlcte r relative & la topolo-
S nd ,
n

gie trace de t  sur d et & la suite (S) avec Sn

(I11.0.8) PROPOSITION. — 8i @ vérifie les hypothéses du théoréme B et la propriété
(I11.0.6), alors r coIncide avec la trace de y sur & .

Démonstration. - Par définition de + , ¢ est plus fine que 0 * Réciproquement,

gtant donné un voisinage V de O pour 1 , il faut trouver un voisinege w de
0 pour T, telque w ndcv . Diaprés (III.0.3), V est de la forme

F(Un(sn n Vn)) = F(Un(Sn ndn Vn) , ou (Vn)neN
pour tout t . Autrement dit, pour tout n, Vn est donmé par un couple (K, e,)

est une suite de voisinages de O

ou Kn est un compact de X et €n>0'

On ne perd aucune généralité & supposer que (Kn) est une suite croissante de
compacts -et (en) une suite décroigssante de nombres. On cherche w sous la forme
F(Un(Sn nwn)) , Ou (wn) est une suite de voisinages de 0 , pour t clegt—a-
dire, & nouveau, des couples (K' ’ e') « On prendra, pour tout n, Kl[l =K, et

61'1 X/Z et 1'on montre que, si f ew n @, alors ;f €V ¢ En effet, par

hypothése, f = Zl;:l Aj B, s aVEC 2 l)‘il <l; g, € Gb(X) , pour
i i
1=1, eeey ki sulegnlsni et supy |gn|$€n/2.
i n, i i
Posons N = sup{n, 3 i=1, aee, k} ; elors, dtaprés (II.0.6), pour tout

i=1, ees, k, il existe g €& tek que supy |8, | <n; et
i

i
supg_lg, -8, | < ey~
2N i '
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On peut alors écrire
A

s A .
1 o _ sk i vk i ~ _ 3k i 1
PRERAE LR R T 2T R I
i i i i
Il est clair que sup, |g, | < supy lg, |+ supy ]gn_:L - g, |, et comme
n. n. 1 . 1
i i i
n, <, Kni c K2N et eni ey * Dol

SUPg ‘gn-l S en'/z + SuPg Ign. - gn.l N 6:n./2 * 621\/25 n. *
n; i i 2N i i i i

D'ol gneS N&NV_ ,pour i=1, ooy ko
i i o3
Pour ce qui est de § , on peut affirmer que :

yeds

supy [yl < 2 |ag] sup; 20y <@
!

On a prouvé que € S, n A n Vo o

2N
D'ou fe 2V, ce qui conclut la preuve.

mrg il <2 Dl mwg le, =8 | € el < oo -

(X) telle que, pour

(II1.0.9) COROLLAIRE. - Soit T une forme linéaire sur C.ll) eyl
tout ¢ >0, il existe 7 >0 et un compact K de X tels que, pour tout

1 s s .
@ € Cb(cyl(X) vérifiant supy o] <1 et supy o] <7, on ait |T(@) | <€ o
Alors, il existe une mesure de Radon « , unique, telle que

et a0, T =lyga.

Démonstration. - Remarquons que l'hypothése sur T entrailne que y neN,

1
¥¢>0, 3K compact de X, 3 7 >0 tels que, pour tout ¢ € Gb cyl(X) N
Supy lo] <n et Supy Lol <M, on ait T ] g o

Ceci exprime, d'asprés (II.0.2 bis), la continuité de T par rapport & la topolo-
. . 1 . \ N . 1
gie stricte, sur G cyl(x) , relative & t et & la suite (Sn n G cyl(X))nE_I_I_ .

D'aprés la proposition précédente, puisque C; cyl(x) est une sous-algébre de

O(X) vérifiant les bonnes propriétés, cette topologie coincide avec la trace de
» p

To SUr C,:’) cyl(x) « I1 ne reste plus qu'd appliquer les théorémes A et B.

III.l1. Théorie du potentiel.

(III+1.1) Par transposition de l'injection continue & image dense de N dans
LS(X) , on obtient, sprés identification de N et L°(X) & leurs duamux, une injeo-
tion continue & image dense G ;3 G est donc définie par la relation
2 ) | s
y & €N, VfGLu(X), <Q,Gf>1=,Xq;deL-
¢IIT.1.2) Définition. — L'adhérence, dans N , de 1'image par G de L5+ (x) (é1é-
ments positifs e pe pe de LZ(X) ) forme un obne corvexe fermé : lec cBne @ des
. 0 I




5-20

potentiels purse.

(III.1.3) On rappelle la description suivante de @ (cf. D)
={3eN; v\l,eN-" (& , ‘t’>1 0} , ou N+={\beN; \920 e Do Do} o

(III.1.4) THEOREME. - Il existe une correspondance bijective emtre ¢ , d'une part,

et les mesures de Radon positives bornées sur X qui sont dans le dual de N,

d'autre part. Un potentiel pur & et la mesure qui lui est associée « sont

1liés par les relations

Démonstration. — Fixons s € ® et considérons la forme linéaire T définie sur

th) (X) par T(Y) = (3 , §, - Onva appliquer le corollaire (III.0.9). Pour cela

fixons e >0 et choisissons n; tel que Hgno - 1y < < /2 l2lly (ot gno est

un des éléments de la suite (gn) neN définie dans la démonstration de la proposi-
tion (I1.2.14). On a supp gno c Kn; compact de X . Choisissons d'autre part

n>0 tel que <&, W, < ¢/2 . Klors, pour toute ¢ € (3113 cyl(x) ,
supy |yl <1 et supy lyl <>
on a, puisque =+ § + gno < 1+ etque ¢ estun potentiel pur,

(@, y+8 )1 (@,1+'q>1 et ¥, - ¢+gno>1\<(<§,1+n)l.

Yo
Dtou

T = 1< » 911 <@, 1 -8y >1+<@ sy MWy <e -
I1 ems‘te donc une mesure de Radon bornée, et b1en sfir aussi positive, telle que

©, M) =@, =d g e

Cette mesure est unique grace & (II.2.10). On étend cette relation & toute
y eQ®n ¥,

vwer cyl

Réciproquement, si « est une mesure de Radon bornée, positive sur X vérifiant
x ¢ G < Ollylly » pour toute y € Gg(X) n N, le théoréme de Riesz fournit un

flément 3 € N tel que
.
! 0

gy da=C, ), vy eC (X nk,

5 est clairement un potentiel pur d'aprés la caractérisation (III.1.2).

(I11.1.6) DEFINITION. — On appelle mesures d'énergie finie les mesures sur X

introduites par le théoréme précédent.

Si « est une mesure d'énergie finie, il nous arrivera de noter UQ/ le potentiel

pur qui lui est associé.

(III.1.7) Bon nombre de thécrémes de la théorie énergftique du potentiel de

Beurling-Deny, dans le cas ou X est localement compact se transcrivent directement
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& notre situation, puisque leurs démonstrations n'utilisent que la structure hilber-
tienme de N et la propriété de Dirichlet. Enongons, par exemple, en remnvoyant &

[6] pour les démonstrations, les principes suivants.

Principe complet du maximum. - Pour tout couple f , h d'éléments de Li(X) tels

que Gf < Gh + 1 e pe pe sur {f >0}, ona
Gf < Gh + 1 pe po pe sur X .

Principe de 1'emnveloppe inférieure forte. - Quels que soient § et | €, on a

inf(s , y o+ 1) € P,

Principe du balgyage sur un ouvert. - Soit U, un potentiel pur et w un ouvert

de X . I1 existe au moins un potentiel pur U, vérifiant :

B
supp B < @ ;
Uy < Uy we Pe Pe

UB =UCY e Pe Do SUr W o

- Parmi tous les potentiels purs vérifiant ces propriétés celui de norme minimum

est appelé potentiel balayé sur w . C'est aussi la projection orthogonale dans

N de Ua sur le sous~espace fermé Ni , orthogonal de l'ensemble des & € N

nulles sur w o»
(III.1.8) D'autres notions ont besoin d'une 1égére adaptation : ainsi, par exemple,
le spectre d'un élément de N .

Définition. ~ Soit § € N et w ouert de X ; w sera dit régulier pour 3

si, et seulement si,

1
¥y € HGy(X) avec supp y cw, (o, ¢, =0«

(I11.1.9) PROPOSITION. — Soit & € N j soient w w

pour & . Alors w

; » W, deux ouverts réguliers

; Uw, est un ouvert régulier pour & .

Démonstration. ~ Soit § € HCé(X) avec supp ¢ < w, U Wy

1
Le probleme est de décomposer § ©n une somme y, + Yo &VeC supp i S wy
(i=1, 2)e Mais ceci résulte directement de 1'existence d'une partition de
1'unité HCé(X) subordonnée au recouvrement ouvert de X formé par w

et X\ supp y (cf. [19], proposition 2.10 et [10]).

12 Yo

(III.1.10) DEFINITION. - Soit § € N 3 on appelle spectre de & le complémentaire

du plus grand ouvert régulier pour & (qui existe d'aprés la proposition précé-

dente) .

(III.1.11) PROPOSITION. - Si ¢ = U, est un potentiel pur, le spectre de o
coincide avec le support de o .
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Démonstration. - On prouve que, si w est un ouvert de X, alors w est un

ouvert régulier pour § si, et seulement si, w est un ouvert de nullité pour

la mesure o . En effet, si y € Gg(X) nN, avec supp y ©w , alors g y € HGé(X),
avec supp g ¢ ©w , pour tout n, et g y —_) w dans N (o (g ) est la
suite deflnle en (II.2.14)). Réciproquement, 31 y € HC (X) , avec supp P S W,

on trouve, griice & (II.2.10), une suite y e Cb(X) n N tendant vers ¢ dans N .
Puis, on choisit y € H(lb(X) n Cb(X) 'belle que Ogxgl e x=1 sur supp y »
supp X © w (une telle fonction existe d'aprés [19], proposition 2.10). Alors

X¥p —3 x¢y =y dans N, ce qui conclut la preuve.

{III.1.12) PROPOSITION. - Soit ® wun ouvert de X ;

Nw—;{@eN, =0 e pe pe sur w} , Ww={<§€N; Sp § C w} e
AJ.OI'S N =W'Lo
e ) w
Démonstration.

(a) w: <N :81 fe L2+(X) s, fdy est ung mesure d'énergie finie. si
y € W:) et supp(f du) c w ceci entratne que | yf du = (y , Gf), =0 puisque,
d'aprés la proposition précédente, sp(Gf) = supp £ dy .

Falsant varier f , on obtient que y =0 e pe pe SUr w

(b) chw:):Prenons y € N, avec U..O we Pe Do SUr w, et s eW oIl
existe une suite (‘l‘ ) de fonctions HG: (X) qui tendent vers y dans N .
D'autre part, il ex:Lste Une fonction ¢ € HGb(X) », O<cgl, suppcX\ spa
et (=1 sur X\ .Alors gy —5 ¢y =y dams N, ¢y € HC(l)(X) , pour tout
n, et supp gwncX\spgs , pour tout n « D'ou, ¥y n, (3, @,n)lzo « D'olu
@y )y =0

(III.1.13) On peut alors énoncer le théoréme de synthdse spectrale dont la démons-

tration sera rigoureusement identique & celle de [6], p. 168.

<N\
THEOREME. - Soit F une partie fermée de X ; soit MF= {@:Ua € 3 supp oc F}

et w ={¢eNj; spgcF} . Alors MF est total dans WF .

IIT.2. Capacités fonctionnelles.

(III.2.1) Reppels (cf. [4], [5]).

Soit E un espace topologique séparé, ¥(E) la famille des parties compactes
de E, ®E) la famille de toutes les parties de E, OE) 1la famille des
ouwverts de E .

DEFINITION. - On gppelle capacité forte sur E toute application vy de ¥(E)
dans E" vérifiant

1o vy est croissante ;
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20  est fortement sous-additive

v A, BeXx(E, y(AnB)+y(AuB)\<y(A)+y(B);

3° vy est continue & droite

AeEX(E , ve¢>0, #we OF) contenant & tel que

yBe¥X(E) , AcBcw, Y(B) ¢v(4) +¢ .

On construit alors une capacité extérieure y% définie sur ®(E) en posant

Y (@) = sup{y (&) 3 Kex(® , Kco} si we OE) ;

v'(a) = inf(y"(w) 5 we O0(B) , w24}, pour touwt A e P(E) .

Bt on a le théoreme de Choquet.

THEOREME. - y“ est une vraie capacité de Choquet. En particulier, pour tout

A e P(E) qui soit X-analytique et incluse dans un K  (union dénombrable de
o

compacts), on a

v (8) = sup{y*(K) 5 Ke¥x(E), Kch}=sm{y(K) ; Kex(B) , Kc4a}.

(III.2.2) Quand X est un espace de Hilbert de dimension infinie, la classe des
parties incluses dans un Ko est trés restreinte. Par contre, X est dénombrable
o

4 1'infini ce qui permet de tourner le probléme.

(IIT.2.3) Soit w un ouwvert de X ; soit G = {3 €N, & >1 pe pepe sur w} e
Gw est un comvexe fermé de N . Il n'est jamais vide puisque 1 € Cw , pour tout
w o On note e, la projection de 0O sur Cw et cap w la norme de e, ™ carré.

4
PROPOSITION et DEFINITION.

10 e, est un potentiel pur 3 O ¢ e, < 1, ey = 1 e pepesur w +0n 1!ap«
pelle le potentiel d'équilibre de w « La mesure associée est la mesure d'équilibre.

20 cap o = |l ||5= inf{|s|s , secje (0, 1).

Démonstration. - ., peut &tre vu comme le potentiel balayé par le potentiel

ur 1 =T °
P n

(III.2.4) On définit alors deux fonctions d'ensembles vy, et vy, sur ¥(X) et
K(XO) respectivement en posant
vy K = %(X) , 'Yl(K) = inf{cap w 3 w, w2 A},

5 = 1 ] H j O 5 '
VS e K(Xc) , YZ(S) inf{cap @ 5w € (Xc) s w2 A}

(III.2.5) PROPOSITION.

(a) Yy [ respectivement Yo ] est une capacité forte sur X [ respectivement
X Je
o)

() v Kex® , v & gv,& .
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Démonstration.

(a) La croissance et la contimuité & droite de y; (i=1, 2) sont évidentes.
la forte sous-additivité se démontre comme dans le cas habituel et utilise 1'iné-

galité suivante, qui est valable dans tout espace de Dirichlet

||inf (s , 1;,)\\N + ||sup(z , \p)HN I\@\ * N'J;\hzq .
(b) Evident.

(III.2.6) On considére ensuite les capacités extérieures YY et 'y; correspon=

dantes.

PROPOSITION.

(a) Pour tout w € 9(X) [respectivement w € O(X) ], on a_ Y, *@) = cap w
[respectivement 'Yz(w ) = cap o8 .

(b) Plus généralement, pour toute A e #(X) y On a8 Y:(A) ={inf”<§“§ 3 Cz} ’

N | .
oi Cy=(seN; 3 (én)neN suite de N et (w suite de O(Xi) tel que

neN
@n-—)ﬂé dans N_?;b.@nal e .El sur U.)n} (3—1,2)0
o(X) _§_5_: i=1
o) = :
i O(XO_) _S_;l'_._ i=2

* *
(c) Pour tout Ae #(X) , A (4) < Yz(A) .

Démongstratione =— On ne fait la démonstration que pour vy, e On remarque que, pour

tout A e R(X) , =y O(X%]’M

) G}; , alors p,[A € {8 <1}] =0 . Done, si K € ¥(X) , gréice & un théoréme bien

conmu de géométrie dans les espaces de Hilbert sur les projections sur une famille

, et que, si A est borélienne, et si

filtrante croissante de convexes fermés, on a

we X)), o>k}
= inf{cap w 3 w € X) , w:zK}:yl(K)

-=e

inf(|ls|l% 5 & Gy} = inf{fe ||o

1 . P
Kex(X) ,Kew C; « Cela prouvera (a) puisque, en utilisant

un théoreme sur la convergence des projections de 0 sur une famille filtrante

(a) Prouvons que G, =N

décroissante de comvexes fermés, on obtient

a2, 1.y _ o
cap w = supKE}ﬂ (X),ch (1nf{§N 5 ¢ € CK}) = SuPKe}{(X),KCw Yl (K) - Yl (UJ) ¢
Mais il est clair que Cw c CII{ , pour tout K€ X(X) , Kcw .

Dans 1l'autre sens, si | £ C, » cela veut dire que pfw n {y <1}} >0 .« Comme

p est de Radon, il existe un compact fort Koy tel que Kcwnfy <1}, avec
P'(KO) >0 o Llors y ne peut pas appartenir & CII{ .
0

(b) est alors évident puisque, pour A € ®(X) ,
y;(A) = inf{y‘l‘(w) 5 we oX) woh)=infleapw ; w e OX) w o 4)

2 1
- 1nf{|l§’!lN 3 % € UweO(X),wDA} = Inffllslly 5 ¢ €C;) -
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(c) est évident.

(III.2.7) On peut appliquer le théoréme de Choquet a y; . Bt puisque X0 est
démombrable & 1'infini, pour toute partie 4 faiblement K-analytique (et, en par—

ticulier, pour toute partie fartement K-analytique ou borélienne), on a
»%
(&) = su S) 3 Se KX S c A} .

(111.2.8) THEOREME. — Pour toute partie .4 fortement K-analytique

v, () = YZ(A) = sup{y, (K) 5 K e%(X) , Kcb)
= sup{«{z(K) ; KeX(X), Kc4} .

La démonstration utilise deux lemmes.

(IIT.2.9) LEME. - Si 4 € K(XG) ,

» *, .
yl(A): -Y2(1;) = YZ(A) = inf{cap 0 3 O ouvert cyl O = 4} «

(111.2.10) 18 (7). - 81 L e K(¥) ,
v; (&) = sup{y; (K) , Kex(x) , Kca}.
(III.2.11) Montrons d'abord comment les deux lemmes entratnent le théoréme. Si 4
est fortement K-analytiqﬁe, on a
y‘l‘(A) < Y“z‘(.f;) = sup{yz(s) , S € K(Xo) S< L} , d'aprés (III.2.7)
= sup(y, (8) ; S e K(X) Sc L}, d'eprds le leme (IIT.2.9)
= sup{y, (K) 3 Ke%x(X) Kc i}, d'aprés le leme (III.2.10)
< 'yr(fa) par la croissance de yr .
(Fin de la démonstration du théoréme (III.2.8))

(III.2.12) Démonstration du lemme (III.2.9). - Grlce & la proposition (III.2.6), il
suffit de montrer que sz = f , pour tout L faiblement compact, ceci résultera

de la proposition suivante.

PROPOSITION. - Soit & € :n(xc) . On pose

Ci ={seN; (q’n)nEN suite dans N et (q ) suite dtouverts cylindriques

n’ neN
tels que o 3@ dans N et ¢, 21 W PePe Sur .} 3

o' = o eN; (g, suitedans Go(X) n N telle quo ¢ —) ¢ dans N et
(pn>,l sur A} H -~ _

-2 0 ,
H 1 — - n 3
o= {geNj; 1 (q; ) eN suite dans Gb(X ) nN telle que ¢, —> & dans N

~

EE(Pn;]. sur 1&};

(3) Le lemme n'est pas indispensable pour la suite si 1'on utilise le résultat de

SION [ef. [27]] qui ne fait pas 1l'hypothése d'inclusion dans un K .
g
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suite dans C (X) nN telle que ¢ —y ¢ dans

Démonstration. — On a la suite d'inclusion suivante entre ces six convexes fermés

Cg DC 303

F2y [N

L %4 V
1 3
] t 1
C. = CA > G

1 1 1 .

> . ‘ '

Justifions par exemple GA c CA o En effet, si § €C" , et si (q’n) neN est
la suite de la définition, alors §, =g + 1/n—» o dans N et g »1 sur
w, € o(X) w, 2 Lo«

I1 suffit donc de prouver 1l'inclusion C‘ c 01‘3 . Em les translatent de -1

dans N , on obtient deux cbnes convexes et fermés CL et 0113 , qui admettent

une description analogue a celle de GA et G}LB , & condition de remplacer 1 par
0 dans les inégalités ( 1 est une fonction continue cylindrique de N i). On est
do?coramene & prouver que Cl. c 0'3 et, par le théoréme du bipolaire, que
(c)° > @)°

Soit donc € (G' O . Clest un potentiel pur d'aprés (III.1.2) et (II.2.12).
Soit « la mesure d‘energle finie qui lui correspond grice au théoréme (III.1.3).
On remarque que, si & =¢ o £; , avec g er(X) » supp o < X; \ £y () . Alors

3 € CLB de m&me que =& o D‘ou

ngda=<§}\¥>=o'

On montre msintenant que supp o © A + Pour ce faire, on considere o restrice
tiona X \ A de lamesure o . C'est encore une mesure de Radon positive bornée

sur 1l'espace complétement régulier X \ A . Il suffit de prouver que o, = 0 .

Soit CIN_.{@EN AieN et ge G (%), suppq,cxi\fi(A) et & = gofy)

et soit A_ {élX\A s & € aA} o

Klors aA est une algebre. En effet, si ¢ =¢ o fi € CIA et y =y o fj € CIA ’

t le i j =y o £,, o £,
en supposant que, par exemple 1> ] , ona § =y 13 5 et
@ +Y = (CP + oo fij) ° fi y OY = [(P(llr ° fij)] ° fi

appartiennent a A

D'autre part aA sépare les points de X \ & » On sai} en effet (cfe [25], propo-
sition 2.9) que, si A est faiblement compact,

a=0; e £75 (5, (1))
Sidone x,ye€X\Ah, 8ijelN tel que fio(x) £ fio(.ls) et flo(y) £ fi’(A).

Mais si 1> 1j, ceci est encore vrai. Clairememt, si x#7y , f;(x) ne peut
pas 8tre égal a fi(y) , pour tout 13> iy . On a donc trouvé i, tel que
fil (x) £ fil (£) » fil (v) £ fil (B) et fil (X) # fil (¥)
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I1 existe ¢ e G:(Xil) , avec supp ¢ < X \ fil (&) et Qp(fil(x)) # cp(fil (¥)

ANors & = P o fi restreinte & X \ 4 appartient & ﬁﬁ et sépare x de y o On
1
procéde de méme pour prouver que, si xe€ X\ L, il existe § € 4, tel que
4

a(x) #0 .
On peut donec appllquer le théoréme (II.0.4 B) avec X remplacé par X \ 4 « dA

est dense dans C (x \ L) pour la topologie stricte Té’ e @y forme linéaire
continue pour Tg sur Cb(X \ 4) , est nulle sur le sous—espace dense ﬁﬂ puisque,

si geﬁ‘ avec @EQA),

(%= SR\L :
JX\I.Q dcyA:JXQ do =0 &

Elle est donec nulle.

D'ol supp v © L &

I1 reste a prouver que vy = Uoz € (Gi)o o I1 suffit de voir que ('q; R 1‘{.)1 >0,
pour tout & € N qui est positif |« p. pe sur w e 9(X) contenant L , ou
ubme que (3 , ¥), =0, pour toute g e N, § =0 ope.pesur woh (aprés
avoir décomposé s en §+ - % et utilisé le fait que ¢ est un potentiel pur).
mals on peut approcher ¢ par une suite (3 ) de fonetions continues dans N
. 1
et,si r e HC'(X) n Gb(X), ¢=1 sur 4, \€$1’ et
N .
supp ¢ < w(l = o, =28 = (1 - e=2 .
On peut alors conclure, parece que
3 ~ : ~ L] O
@, ¥) =1im (5, ¥) =JX ¢, do pulsque 3 e G (%) nN
=j,, éndoz puisque supp o © L =0 puisque §n=0 sur 4 .

(Fin de la démonstration de la proposition (III.2.12))

(ITI.2.13) Démonstration du lemme (III.2.10). - L3 encore il suffit de montrer que,

si L est faiblement compact,

Czlf{” 011{; Kex(X , Kcij,
ou, d'aprés la proposition (III.2.12),

. {ﬂcl'(l 5 Kek(X), Kcl) .

L'inclusion de gauche & droite est claire. Dans 1'autre sens, aprés une transla-
tion de -1 , on a & comparer deux cBnes comvexes fermés et on s'intéresse 3
leurs polaires ;3 soit donc 3 € (G}“l)O 3 clest un potentiel pur Ua avec
supp « © L , comme le montre la démonstration de la proposition (III.2.12).

v € ﬂK C'l s il faut montrer que (s , \y>1 >0 «0n peut supposer Y bornée car
T_ oy-—-)\y fortement dans N et Tno \(.EV\KG‘ « Soit Supy l\y| =M.
Comme « est de Radon et supp o ©c L, si ¢ >0 est fixé, i1 ex:Lste K, € x(X) ,
KOCL tel que H(L\K) _p,(X\K) < /21 + Comme \yef‘kC' , il existe

= Gb(X) nN tel que y »0 sur K, et e - Y“N e/znénN -
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On peut meme supposer sup |¥| ¢ M (cf. (II.0.6 20)).

On a alors

@y ¥); 26, ¥); =€, v -y zLﬂ do = e/22=-M(A\K) =e/2==¢

Puis on fait tendre ¢ vers O .

(Fin de la démonstration du lemme (III.2.10))
(I1I.2.14) On note cap(4) 1le nombre Y;‘(A) = Y‘Z‘(A) pour A fortement
K=analytique.

L'analyse faite ci-dessus est aussi valsble, en particulier, pour les espaces de
Dirichlet N, , et 1l'on a, pour tout i , une capacité, que 1'on note cap; , sur
P(X,) .

(II1.2.15) PROPOSITION. — Pour tout A faiblement compact, on a

oap, (£, (8)) -

cap A = infieN

Démonstration. - Soit g = f;l (wio) un ouvert cylindrique et e, son potentiel

capacitaire. Rappelons (cfe (III.2.3)) que O <8 € 1 et que & > 1 e Pe Do

ld

sur Q o hutrement dit, e -1 o fio >0 e Do Do (lw est la fonction

i )
0 0 |
indicatrice de w, dans Xi )« En conditionnant, pour i 3 iy, 1 vient
0
Ei[ea —‘l&)i ° in] >/O By ® Pe Do
ou bien 0
i -1
Ei(eQ)eC_l | ={p€N;y @321 py oDPopesur fiio(wi)}.
fiio (wi ) )
0
Dlod si e désigne le potentiel d'équilibre de llowvert for (w, ) de
71 (o, ) Ho g
0 0
X relativement & 1'espace de Dirichlet N, ,ona

B e lly. = 1le 4 . = lle .
b fiio(‘”io) & fiio(mio)

o ffly d'aprds (II.3.7)

> |le || Ppuisque e _ o £, €C_ &
o fi:]i.. (wi ) 1 a

0 0

Faisons tendre i —3 + o o Comme e est borné, E; e — e, dans N (démons—

tration analogue & celle de la proposition (II.2.10)).
o -1 _ _

D'ol, puisque capi(fiio(wio)) = cap, (£;(0)) = Hef_l )

o To

cep 0 = [le |I* = 1nf cap, (£; (@) -

H; , 11 vient que
i

)

Maintenant si A est faiblement compact, la proposition (III.2.12) montre que
cap A = inf{cap Q , Q ouvert cylindrique o A} . }
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D'oi si ¢ >0 est fixé, il existe un ouvert cylindrique Q = A tel que
cap(A) + ¢/2 > cap g « D'aprés le début de la démonstration, il existe un i tel

que
cap(q) + /2 > cap, (£,(Q)) > cap, (f;(4))

car 0o A . D'olu le résultat.

(III 2 16) Remarque .

Si , est la mesure gaussienne sur X , on sait que, pour § € N, pour tout

. ' 1 . » — -1
ieN, Ei(@) €N, et HEi((?)“Ni < el - Onen tire que, si = fio(wio) est
un ouvert cylindrique, son potentiel e est une fonction cylindrique. D'ou

cap(q) = o3 (in) .

(II1.2.17) PROPOSITION. — Soit A wune partie borélienne de X o Alors cap(4) =0

si, et seulement si, A est o~négligesble pour toute mesure d'énergie finie o .

Démonstration. — Il suffit de le prouver pour les compacts K € ¥(E) « Si donc
cap(K) = 0 , il existe une suite de fonctions (@n) de Cg(X) n N* telles que
H@nu —3 0 et Qpn>/1 sur K »

D'olu, si « est une mesure d'énergie finie,
[ .
o(K) SlnfnJ @ndoz.—. mfn (@n, Uoz> =0 .

Réciproquement, soit e, le potentiel d'équilibre de K et o la mesure 4'équi-

K
libre. Il est facile de voir que supp @ < K . Donc, pour ¢ >0 , il existe

7

@eGg(X) nN., § >1 sur K tel que
‘[K@dozsoz(K) +eg<e o
D'ou
leklly < €&k » @y =jK 3 do<e o
(III.2.18) COROLLALIRE. - Soit & € N, glors

8 =0&=ycap(sp 3) =0 .

Démonstration. - Une conséquence directe de la proposition précédente et du théo-

réme de synthése spectrale.

(III.2.19) Représentants quasi-contimis.

DEFINITION. - Soit & € N o Une telle fonction & définie sur X sera appelée

un reprégentant quasi-continu de g si

»
10 d =9 I ¢ De De
20 3§ une suite dlouverts de X (wn)neN telle que cap(con) 1 0

M
LI
est continue, pour tout n . X\”Un
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admet un représentant quasi-continu é* « Deux

(II1.2.20) THEOREME. - Toute ¢ € N

représentants quasi-continus d'un méme élément ¢ coTncident en tout point de X
est un potentiel

sauf peut—8tre sur un ensemble de capacité nulle. Enfin, si U,

Eurz on a

r
| &
U, 0, =gy a,

pour tout y e N et tout représentant quasi-contimu y de v .

Démonstration. - Recopier celle ducas classique.Notons que cette derniere formule

a un sens griice 3 la proposition (III.2.17).

Lppendice A (4)

(Q, 8, m estun espace probabi—

PROPOSITION. - Soit K = *G,6,n, ol
1ité quelconque. Soit V(t) wun semi-groupe unitaire fortement contimu sur K ( ),

et soit Re L (Q , 8, m) tel que R soit limite faible, quand +t ~—>0, de

-{V(t)l -1} , alors R est limite forte de t{V(t)l -1} .

Démonstration. - Posons L, =1 - V(t)1 . I1 suffit de prouver que

Wl 2 > 1lim Ill.t/tl.L

Pour ce faire, on pose 7(t) = JQ L dy . Ona

leg® = 2 ) &y du = 2n(8)

T1 est facile de vérifier en utilisant 1'hypothése que 7(t) est dérivable en

tout t et que 7' (t) == JQ RV(-1t)1 dm .
D'ot, comme 7(0) =0,
J; .
n(t) =~ 0 7' (s) ds:JO ds RV(- s)1 dm «
f Rdm=0 puisque R est limite dans L'(q , m) de %{%{ (V(t)l)z-l}]:Bt

st aTQ Bt dm = 0
Dtou

2@ = as o R 91 - 1) @)

En appliquant un nouvelle fois 1'hypothese,

I

| R{v(-s)l-l}dm=_szR2dm+o(s)

J

(4) Cette proposition est citée sans démonstration ni référence dans [2] (remarque

Pe 24)0
(5) tel que V(t)1 »0 m « pe p., pour tout + R .
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Dol
2
nt) = fg + SHRHiz +0(s) ds = - ||Ruz2 +0(t?) .
et
b /t”iz = 2an(t)/4% = R\iz +0(1) .

lppendice B

Espaces de Dirichlet et caractére sous-markovien du semi-groupe Pt .

THEOREME 1. - Soit N <3 L°(q , 6, m) un sous-espace hilbertien de
Lz(Q s By m) , ou ( est un espace de Hilbert, @ la tribu borélienne de Q

et m une probgbilité de Radon sur Q o blors les affirmations suivantes sont

équivalentes :

(i) Toute contraction normale opére sur N ;

(ii) Tcl) opére sur N ;

(iid) )\R)\ est un opérateur sous-markovien, pour tout ) > O ;

(iv) P, est un opérateur sous-markovien, pour tout t > O

t

On rappelle qu'un opérateur borné L sur L2(Q , B, m) est dit sous-markovien
si, et seulement si, pour tout f € L?'(Q , , m telle que O < <l me.pepe,
Osﬂ.fsl Il o De Do

Démonstration. - Ce théoréme est bien connu dans le cas ou 1l'espace de base
1Y Q

est localement compact (cf. [6]). Une inspection de la preuve dans ce cas montre
que la seule difficulté pour le généraliser au cas () , espace de Hilbert, provient
de l'implication (iv) =) (i)« On voit alors qu'il suffit de démontrer le

théoreme suivant, dont 1'énoncé est analogue & celui utilisé dans le ces locale=
ment compact, mais que nous démontrons en dimension infinie par une voie tout-a-fait
différente.

On rappelle le théoréme de Bochner Sazarov (cf. [25]).

/ S .
THEOREME. - Soit (Q, ( , )) un espace de Hilbert séparable réel. Une fonctionnel-

le 3 définie sur & valeurs dans C est la transformée de Fourier d'une mesu~

re de Radon positive mormée P sur ( si, et seulement si, elle vérifie les trois

propriétés suivantes :

1 5(0) =C>0 ;

20 Pogitivité de tyre Bochner ;

3° Continuité en O pour la topologie Hilbert Schmidt sur Q e
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THZOREME 2.

(a) S0it (@, 8, m) comme dans le théoréme 1, et L un opérateur continu de

L(Q,m) telque,vfeL(Q,m),f O mepepe =3Lf>0

VfEL(Q,m)’ f>,0 m.p.p.—\,Lf;O M e Pe Do

[lors, il existe P , mesure de Radon bornée, positive, sur O x Q telle que
0

v £, ge G (@)

J J

(%) Jg, bE) g(w) dn(e) = 00l

(b) Si de plus L est auto-adjoint, la mesure P est symétrique par rapport &

f(wl) g(wz) dJ?(m:L y wz) .

la diagonale.

(c) Si de plue & est sous-markovien, alors pr; P =pr,P est absolument

contimue par rapport & m et sa densité est 4(1) ( pr, désigne la projection

de Q x Q sur le premier facteur) «

Démonstrations - Dans toute la démonstration, LZ(Q , m) et L seront "'complexi-

fiés". hinsi, par exemple, L S + ig) = L(£) + iL(g) . On conserve cependant la
notation i « On rappelle (cf. [26], ps 30) que, si f e L Q,m ,ona

T~

|L(£) (@) | < £(|£]) (@) m « pe P&

Pour € €  , on note eg la fonction continue bornée définie sur e1<§’°> .
On va prouver, en premier lieu, que la fonction § suivante, définie sur Q x Q
par €, [ - ’q A(eg) eg dm vérifie les hypotheses du théoréme de Bochner
Sazanove. On a d'abord
- (0, 0) :JQA(l) dm =06>0 (si L n'est pas mul) ;

~ Positivité de type Bochner : Soit nelN, (g, gi) eaxq (i=1, eeo ,n),

C; el (i=1, ooy n) o On aa démontrer que Zi,j @(gi-gj , C»i-gj>ci cj >0 .

LEMME 3. - ¢ >0 fixé. Il existe une suite (B )keN de boréliens de ( et une

suite (w de points dans ( telle que :
- (Bk)keN soit une partition de q;
- vkelN, o €B ;

"‘Vke}.\z, VG)EBk, Vi,j:l,ooo,n’

e (w) = e ()] <
Démonstration du lemme. — Pour tout ¢ €Q , on a
e (W) —e (W)] =le (]|t ~e (w=0)]|ci{c, vw=-u') < w - wtll .
o @) = .| = [o @111 = o o =)< 1¢g 5 & = wD)] <l flo = w'l,
On en tire que les eg c (i, 3=1, see y n) sont uniformément lipschit-
i" j
ziennes de rapport M = j ',gi Cs HQ .

si (4 )keN désigne un recouvremerrb de ( par des boules de rayon ¢/2M, on
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définira
By=hy» By=ly \ By eeey By =ly, \U};:l B -
En modifiant au besoin les indices, on peut supposer que tous les B, sont non
vides et 1'on choisit dans chacun un point o, .« Les suites (Bk) et (wk) con-
viennent.

(Fin de 1a démonstration du lemm¢
On a alors
zi,j é(gi—gj , Ci-gj)ci cj :I Zi,j c; ©. L(e )(w) e .(u)) dm (w)

Q J §i"§j gi"'l;']
=2, 2. . ¢, ¢, L 5 ; y) - . dm
2 B %, o; (egi'__Ej) (w) {egi_ s (0, ) + (egi__ ¢ (w) egi__ s (@)} (w)

=2 jBk LL{2 o egi(wk)egi}zj (0) dm(w) + %( R, > Zk R
d'aprés 1l'hypothése faite sur 4 ,
G500 g0 G oo G- 2R

avee, pour tout ke N,

2. + |C. RPN -
¢y, 205 10lglliteg o) @lle @) =

B.k{zi,j ey |cj|}1l(1)(w) dm (w)

(wy) | dm(w)

et donc

5 1Bl g e 1ogh? ) 2() am .

On fait tendre alors ¢ vers O o

Montrons maintenant la continuité de & pour la topologie Hilbert Schmidt sur
Q o

0= 150, 0) =5l Ol <y lite, = 1) a + ] laelle - 1] am

<t Ity - 01 a2 o (| 1101 @/ ) o, - 112 ey

C
<t 1o, - 11® a2 o g o, — 11 am/2

=)

Or, puisque m est une mesure de Radon, pour tout ¢ >0 , il existe r >0 tel

que 4m(Q \ BI) < /3|4 (on B, désigne la boule de centre O et de rayon T
dans Q) )o

Llors 1l'opérateur borné S défini sur ( par la forme bilinéaire
(g, » 82) =3 (Sg; » Sgy) = fBr (€, » W{Egy » w) dm(w)
est de type Hilbert Schmidt.
En utilisant les majorations 1(eg -1 wW]? < I, m)l2 , il vient donc
@ < JuClsgl® + sg® + 4w\ BT < e
si |lsgl® < o/3 et el < o/3 -
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Ceci prouve la continuité.

On peut donc eppliquer le théoréme de Bochner Sazanov et 1'on trouve une mesure
de Radon P, sur Q x Q , positive et de masse finie, telle que, pour tout
(s deaxn,

[ L(e) P=3(g, ) =5k,

[ i[(g,w1>+<g,w2>3 :
JOXQ e dP(wl , 0)2) :'J“rgxg eg(ml) eg(wz) dP(uol , wz) .

e ym®

On étend par bilinéarité cette relation aux combinaisons linéaires d’exponentlel—
les, qui forment une sous-algébre, séparant les p01nts de q, de Cb(Q) . D'gprés
(I11.0.4 B), elles sont donc partout denses dans C (@) pour la topologie stricte
7o (cfe (II.O.4)) et 1'on étend sans problémes la relatlon (%) 3 tout couple

(£, 8) e 2 x o) .

(b) Ctest évident.

(¢) I1 suffit de remarquer que, dans ces conditions, la forme bilinéaire

(£, g — f(w) g(wz) dP(wl , wz) de Cg(g) x Gg(n) dans R est contimue
pour la norme de L (Q , m) puisque
{ .

2

< ] 1212 @ty 5 w12 Jllelp) | @G, 612

g 2100 121 e (] 1) Lel® am) 2 < o), el -

La relation (#) est donc vraie, pour tout f , g€ LZ(Q , m) « (c) en résulte
immédiatement «

Lppendice C

Contre-exemple & la proposition (IIZ.2.15). = Cette proposition n’est plus vraie
si L est supposé seulement faiblement fermé.

. 0,c
Si «>0 et geX \UX , onposera h = {(g/e)"} ={xecX, |(x, €)=l
Alors, pour tout i, fi({;a) =X .

En effet, fixons i et remarquons que, vV 38 >0,
0 0
£ £X =¢e/u £ 4 = Ff = F, = (F))" £ (¢/8)
::_—__>BQEX, QGABﬂFi—-—->3(_;€ﬁB, fi(g):"o'

~

Si x € X; , on trouwera donc ¢ €L tel que £,(¢) =x enprenant =g+ x,

ou g € bk | %,€) | est tel que fi(g) =0 o

Maintenant .k&; est un ouvert non vide. Il existe donc un compact K inclus dans
A; de mesure >0 .
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Choisissant alors un élément geHl(X) an(X) y, Ogggl, ¢=1 sur Aoz
c 1 ) (¢}
et sup (<K ,ona el et ,ngMSM(K)<1.

- _
On a alors fi(Aa) = Xi::—_>0api(fi(Aa)) =1 « Mais cap Aoz < Ji ; car sinon le

potentiel capacitaire serait donné par la fonction 1 et € GA devrait véri-

fier (1, ¢ -1), 30 clest-d-dire Jodwstl . «
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