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TRIPLETS CONUCLÉAIRES EN THÉORIE DES CHAMPS

Paul KRÉE

, 

/

Séminaire Paul 
(Equations aux dérivées partielles
en dimension infinie)
3e année, 1976/77, n° 4, 11 p.

Un des intérêts de la théorie des distributions pour la physique est le suivant.

L’espace de Hilbert dx) , très important en physique~ est remplacé par un

triplet du type

(a) Les opérateurs linéaires utiles en physique, bien que non continus dans L ~
sont continus dans § et dans 1 $ .

(b) Le théorème des noyaux de L. Schwart z donne une représentation commode de 
t

l’espace des opérateurs linéaires continus de § dans ’§

(c) Les opérations dans ’§ sont définies très simplement en prenant les adjoin-

tes d’opérateurs continus de § *

(d) Les trois espaces $, L 2 , t $ se comportent bien par transformation de

Fourier.

On cherche un outil analogue en dimension infinie, pour les applications à la

TQC. L’analyse mathématique, utilisée pour étudier les champs de bosons correspond

à 03C3 = S (exposé 3) , et c’est une extension de l’analyse usuelle. Mais, comme il

n’existe pas de mesure de Lebesgue en dimension infinie, il est commode de remplacer

le modèle de dimension finie (0.1) par le suivant.

est la mesure gaussienne canonique sur désignant l’ espace

des restrictions, au sous-espace réel Rn de des fonctions entières à crois-

sance exponentielle sur De même, comme la transformation de Fourier usuelle

ne donne rien d’ intéressant en dimension infinie, on la remplace par la transforma-

tion Q .

avec

(0.4) DÉFINITION [6]. - Soit Z un espace de Hilbert complexe séparable~ et soit

o=S ou A . Soit l’espace des formes a-symétriques sur l’anti-espace OZ

de Z , du type
’~""" ’"’’ ""*’’ 

~.
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le tenseur f, e Zk03C3 étant identifié à la k-forme suivante sur ’2

z1, ... , zk ~ (z1 o ... o zk , fk)
où les parenthèses symbolisent le produit scalaire dans Zk03C3. L’espace FS(Z) a été

défini dans [2] et [3J. Notons l’espace des restrictions à Rn des

cp 
e Exp 0~ . e est une isométrie de sur Hais~ il y a beau-

coup mieux [4] : o réalise un isomorphisme d’ e , 1. c. s. de (Exp C )B~ sur

Exp Cn, et, par adjonction, un isomorphisme de ’ (Exp Cn) sur Autrement

dit, Q réalise un isomorphisme de T sur

Ces résultats s’étendent en dimension infinie, d’où l’analogue en analyse commuta"
tive de dimension infinie de la théorie de Plancherel-Schwartz de la transformation

de Fourier sur Rn . Il existe des résultats analogues dans le cas anticommutatif.
Dans le cas commutatif, FS(Cn) est plongé isométriquement dans l’espace de Hilbert

où v’ est une mesure gaussienne complexe sur C

avec f et = f(Z) .

De plus, les opérateurs d’ annihilation et de création sont représentés par des

opérateurs de dérivation et de produit dans 

Les propriétés analogues dans le cas anticommutatif ont été notées dans [2] en
dimension finie et écrites en dimension quelconque en utilisant une intégrale de
Fenni en dimension infinie de fonctions à valeurs anticommutatives. De des

opérateurs en dualité sont définis FA (Z) en utilisant des intégrations par parties
par rapport à la mesure de Fenni en dimension infinie. Nous reprenons ces questions
dans cet exposé en utilisant les résultats de l’exposé 3. Les résultats obtenus
sont utilisés dans l’exposé 5 pour établir le calcul symbolique.

(0.6) Remarque.

Notant J l’isométrie naturelle de dx) sur L2(t, v) , la transforma-
tion de est, à quelque homothétie près, la composée de J et de e.

Naturellement, J n’existe plus en dimension infinie. En mécanique quantique ordi-

naire, on utilise parfois dans L2(!!:.n, dx) les combinaisons suivantes des o p éra-
teurs Q. J de position et P. de moment

et l’on considère parfois [ 1] que ceci est un modèle heuristique de dimension finie

des opérateurs a(f) et a (f) de la théorie des champs. On que les for~t~~.
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les (3.37) de l’exposé 1 montrent un défaut de ce modèle : il intervient en dimen-

sion infinie un multiplicateur non borné 

1. Le foncteur Il formes" .

On suppose fixé un élément 03C3 ~ {S, A} , et une famille P de poids sur N vé-

rifiant les conditions (01), (02), (C3), et

On suppose aussi que P est filtrante croissante, et que, pour tout entier j  0,
il existe 03C9 ~ P tel que 0 . Un tel couple P) étant fixé, on va
construire un foncteur "formes" dans la catégorie des triplets conucléaires.

( 1.1 Définition de et proposition.

Soit L = ( S c Z S) un triplet co nucléaire complexe.

(a) On a une injection canonique continue à image dense i de dans l’ es-

p ace nucléaire complet F (3) .

(B) Identifiant F à son antidual, et considérant l’adjointe de i, on ob-

tient le triplet conucléaire complexe

En théorie des champs, G est un triplet à conjugaison d’espaces de solutions de

l’équation de Klein-Gordon si a = S , et de l’équation de Dirac si a = A . Dans

ces conditions, les anti-espaces de S ~ Z et ’S respectivement, sont identifiés

comme groupes additifs à ces mêmes espaces, leur structure d’espace vectoriel étant

fournie par la multiplication "tordue" 03BB ; Z - AZ = (5:z) .

Dénonstration de (1.1 (a)). - Soit (e ) une famille filtrante croissante de 

normes préhilbertiennes définissant la topologie de tS , u E U . Comparant j
avec la surjection canonique t S ~ ’Su, on a, pour tout u , une application

linéaire continue à image dense Z - ’S , dont la norme est majorée par une cons-

tante C &#x3E; 0 . D’où, pour tout j  0, une application . Z 
. 

dont

la norme est majorée par Cj. Ceci prouve que l’application 03B2j : 0. , Z 
est continue. Le prolongement continu ~3 dû cette application 

J ~ ........, 

t E:

est injectif. En effet, l’adjointe de 03B2j est l’injection continue à image dense

de SJ = U C:o S’ dans La collection des applications 03B2j définit une appli-
cr U O. J ~ .~

cation linéaire continue i de dans F cr (3) car, pour f E If 
J 
0 
E 

on a
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Par application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient
~*

et cette dernière série converge, vu l’hypothèse (C4) . Finalement, .i est injecti-
ve car les applications j3. sont injectives, et l’image de i est dense dans

F (3) ~ d’après (3.8 (c) ) exposé 2.

(1.2) Définition de U pour un morphisme cy de 

’S ) un second objet de (T’NC) . Soit p un morphisme de

S vers ~1 défini par une application linéaire continue 3 de ’S dans 

transformant toute partie équicontinue de S en une partie équicontinue de S1 . Il
résulte de (4.1) de l’exposé 3 que = est une application linéaire conti-

nue de F03C3 (3) dans F (3.) envoyant toute partie équicontinue de l’anti-dual

de Fj(3) en une partie équicontinue de F (S.) . Par conséquente U est

un morphisme de F03C3 T vers 

(l.3) Rapport avec le foncteur de Fock.

(a) En théorie constructive, a étant fixé égal à S ou A, le foncteur 5 
cr

est ainsi défini dans la catégorie des espaces de Hilbert complexes, les morphismes
étant les applications linéaires contractantes. A tout objet Z est associé l’espa-
ce de Fock a-symétrique S Z = £g£ f . Si f3 est une application linéaire

contractante de Z dans Z1, F03C3 p est définie par la collection des contractions

ZJ 2014~ induites par les applications (xB p . Identifions 3 Z à F (Z) en
o l o -- 

-j o’ -1. g

associait à tout t = la forme f = (f ) ~ avec f = k ’ pour
tout k ~ 0 .

(b) Le rapport entre le foncteur de Fock et le foncteur "formes’t est le suivant.
Pour tout objet S de est centré sur un espace isométrique à l’espa-
ce de Fock F 

J 
Z : est la réalisation holomorphe de l’espace de Fock Z .

Dans le cas particulier d’un morphisme 03B2 de T vers S induisant une contrac-

tion de Z dans alors induit F03C303B2.
(c) Un intérêt d’utiliser le foncteur "formes" au lieu du foncteur de Fock est que

les opérateurs 03B2 , à considérer en théorie des champs, sont rarement des contrac-

tions, mais toujours des morphismes de (T’NC). De plus, les espaces constituant
sont en fait des algèbres, d’où une structure extrêmement riche qui permet,

par exemple, le calcul symbolique.

Pour bien développer ce calcul, nous introduisons maintenant d’autres foncteurs,
ce qui va être fait très simplement, à l’aide du produit tensoriel de triplets
co nucléaire s.
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(l~4) Proposition et définition du produit tensoriel dans (T’NC)_.

Soient deux triplets conucléaires
’ 

~1 == ~1 ~~ ~1 ~ ’~1~ ~ ~2= ~2"~ ~2~ ’~ ’
’S= ’S  ’S2 est nucléaire complet, de dual S= S1 0" S2 . Le produit

tensoriel j = j. ~ j2 induit une injection continue à image dense de S dans

Z = Z § Z2 . Cet espace est identifié à son antidual. Introduisait l’ adjointe 
de

j , on obtient un triplet conucléaire S , noté produit d.e L1 et L2

Preuve. - Les structures de ’S et ’S~ sont définies respectivement par des

familles filtrantes croissantes (e ) et (eV) de semi-normes préhilbertiennes sur

’S et ’S2 respectivement. Les polaires des semi-boules {~u  il i)
sont respectivement des disques hilbertiens u et v de S~ et de S~ respecti-

vement. Les deux ensembles de disques obtenus sont notés U et V respectivement.

des injections canoniques j~ : S~ 2014~ et j~ : 3~ ~ 2014~ Z~ continues

à image dense. Le produit tensoriel de ces deux applications induit une application

linéaire continue ju,v : S2.u ~ Z1 ~ Z2 . L’image est dense puisqu’elleU~V 1 ~U ~U i ~ ~
contient Z. 0 Il s’agit de montrer est une injection. est

l’adjointe de l’application k1-canonique Z1 ~ ’S1,u qui est continue à image

applications, on obtient une application linéaire continue à image dense ku, v de

Z, ë Z2 dans ’S1,u ~~ ’S2,v. Il en résulte que son est une

injection. 
’

(l.5) V ari ante 03C3-symétrique de (l.4) et définition de OkL.
Soit S = (S ~j Z c: S) un triplet conucléaire, et soit k un entier  0 .

Alors~ ’ S~ est nucléaire complet de dual S~ . Le produit tensoriel

induit une injection continue à image dense j~ de S~ dans ( identifié à son

antidual. Introduisant l’adjointe de jkt , on obtient le triplet conucléaire com-

plexe

De plus, si la stracture de t S est définie par une famille filtrante croissante

de disques hilbertiens u de S, les semi-normes c§  1 étant la boule unité
k _k ~0 ’ u

Ut de 8u .

(1.6) Les morphismes

Soit 03B1 : 0 - Ùi un morphisme de (TINC) défini par une application linéaire
contime 18 ---+ 181 . Soit V une famille de disques hilbertiens de S1, tel que.
les rv0 forment, lorsque (v , r) décrit V x Ô , un système fondamental de voi..
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Binages de l’origine de ~S . Comme ci est continue de Sl dans v 

11’ (u , r) e U x R+ , tel que 03B1* v cru. Donc, l’ application canonique

est continue et a une nonne majorée par rk. Ceci entraine que ~ o’ induit une

application continue 03B1kt : ’Skt ~ ’(S1)kt, ’autre part a induisant une applica-

tion bornée de S dans S. , pour tout u é U , B (v, ri) é V x Ô tel que

cm c r’ v . Donc induit une application linéaire continue f - 
dont la nonne est majorée par r~ . Pour terminer ce paragraphe, donnons un argument
physique motivant la construction du foncteur forme Soit o- fixé = S ou A.

Un boson (respectivement un fermion) est appelé une 03C3-particule. Une 03C3-particule

étant décrite par le triplet L = (S  Z c S) , un ensemble de k 03C3-particules

identicules est représenté par le triplet ¿.. Comme un champ libre de 03C3-particu-

les a un nmobre arbitraire de 03C3-particules, on le représente par une somme pondé-

rée des triplets r; ~ k variant de 0 à + ex&#x3E; . Pour définir les espaces extrè-

mes, on utilise une famille P de poids vérifiant certaines conditions, mais l’es-

pace central est défini indépendamment de P.

On notera aussi que, d’après les résultats de l’exposé 3, les opérations naturel-

les de produit et dérivation sont continues ou équicontinues dans les espaces extrè-

mes et F (3) , bien que ces opérations ne soient pas toujours continues
dans l’espace central.

2. Foncteurs formes vectorielles. 
’

En dimension infinie, dans le cas connnutatif comme dans le cas anticommutatif, il

est indispensable d’introduire des opérateurs linéaires vectoriels, de dérivation

par exemple. On note, par exemple, que, pour tout k entier ~ 0 , et, toute

03A6 E F S (SI) , la dérivée d’ordre k Dk 03A6 appartient à même,

Ceci motive la définition suivante.

(2.1) DEFINITION. - Pour tout entier k  0 , le foncteur t’formes vectorielles d’or-

dre associe à ~ le triplet

Donc, plus explicitement, vu (1.4)

3. Relation entre F (Z) et la théorie de la mesure.
..~~-.~.«~.~.~ -*’,’.,’’2014~- o’ "~~-~"*~***~~"’"~""~""*’-*’-"*""-"*"’"*"~"~"~’~

Pour être bref, on se limite au cas anticommutatif, en se référant 
à [4J pour le

cas commutatif.
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(3.1) Cas de l’espace réel sous-jacent à un espace hermitien.

Soit Z un espace hilbertien complexe de dimension n , et soit Z l’espace

réel sous-jacent. Notons z , ... , zn les coordonnées de z OE Z par rapport à

une base orthonormée de Z. Introduisant les formes linéaires fi sur Zr, on
sait que la forme suivante sur Z est indépendante du choix de la base

Nous la notons z" ~ . Par conséquent, la coforme dzY z est canoniquement défi-

nie sur Zr i. e. indépendamment du choix d’une base orthonormée dans Z. Nous

définissons à présent une coforme alternée qui joue en analyse anticommutative un

rôle analogue à celui de la promesure normale canonique d’un espace de Hilbert.

(3.3) Définition de la coforme normale canonique.

Soit Zr l’espace réel sous-j acent à un espace de Hilbert complexe séparable Z .

La forme symplectique u v 1 + Ü V z sur (Zr)* x Zr est définie en suivant

convention de 1~ exposé 3. La coforme normale canonique sur est la coforme

B1 sur cet espace ayant pour transformée de Laplace exp (u vu). Ceci s’ écrit

Cherchons la représentation cylindrique de cette coforme. Comme la famille (Z )
CI..

des sous-espaces complexes de dimension finie de Z est cofinale dans la famille

ordonnée par inclusion des sous-espaces réels de dimension finie de il suffit

de calculer les coformes 03BD03B1 sur Z§&#x3E; ’ , 03BD03B1 ayant pour transformée de Laplace

la restriction , à Zr de 03C6 = exp(u V il) . Or Zr est identifié à son dual car
r 

OE OE OE

Z0153 est euclidien. On a donc prouvé (a) de la proposition suivante.

(.3.5) PROPOSITION. - Soit (Za) la famille des sous-espaces de dimension finie àe

l’espace hilbertien complexe séparable Z.

(a) Alors ies coformes normales canoniques va mr les espaces euclidiens Zr03B1
_f°£% é) e. SÉ 03BD03B2 est l’image de va par ÉÉ projecteur
orthogonal de Z/§/ d’ image 13. 

- 

.

(b) La coforme normale canonique va 
est le produit à gauche ar

exp (z v É) _§e la coforme _de Fermi canonique dÉ° z sur Z£ .
La preuve utilise le lemme suivant.

(3 .6) LEl1vIE. - si Z est la somme hilbertienne di deuX sous-espaces Zl et Z2’
on a

En. effet, posant u == (u1, u2), les formes u v u relatives à Z1 , Z2 et
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Z = Zl Et&#x3E; Z~ sont reliées par

Il résulte

Preuve de (b). - Soit un espace hilbertien Z de dimensimon finie qui est la som-

me hilbertienne de deux sous-espaces Z’ et Z" . On pose z = z’ + z" ~
u = ut + u" . Le produit tensoriel des coformes

est tel que, quels que soient f = 1(z’ , z’) E et g = g(z" , E 

on a

Or

Donc

Vu le lemme (3 .6) , ceci nous ramène en dimension un. Il s’agit de voir que

Or le premier membre est égal à

le ternie en z A ~ dans la forme entre crochets étant égal à 1 + u A U = 

Appliquons ce résultat à la réalisation holomorphe du Fock antisymétrique pour re~

trouver dans ce cas l’analogue anticommutatif de résultats établis dans [4J pour le

Fock symétrique.

(3 .7) THÉORÈME. - Soit (Z ) une famille filtrante de sous-espaces complexes de

dimension finie de Z , dont la réunion R contient une base orthonormée de Z.

Soit $ une forme alternée quelconque sur R , et soit 03A603B1 la restriction de $

à Alors, pour que $ soit la restriction à R d’une forme 3 e FA(Z), ii
faut et il suffit ~L~

De plus ce sup est égal à 
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Démonstration.

(a) Montrons d’abord la propriété en dimension finie, soit

Soit n la dimension de Z. Rapportons Z à une base orthonormée. Lorsque i

décrit les formes ;1 forment une base orthonormée de Il suffit

donc de montrer que

Cette intégrale est nulle pour i ~ j . Et pour i = j , elle est égale à

Posant 1 ) =k , |i’| = l , l intégrande vaut

Donc, l’intégrale est égale à un et le théorème est montré en dimension finie.,

(b) Posons n = dim Z . Il existe une mite croissante (ZQ’) 1 et une base or.

b2 ’ ...) telles pour 

OE 

soit une base orthonormée de Z0153’ . Soit I. 1 ensemble des suites infinies

i = (i , i2 ’ ...) de nombres égaux à 0 où 1 , avec seulement un nombre fini

de tenues non nuls. On note zl, z2 , ... les coordonnées d’un point quelconque

de Z par rapport à la base considérée. On sait que les monômes fi forment,

décrit une base orthonormée de ~’~A~’~ * Pour il

existe al tel que ~ = 0 , pour tout k &#x3E; na’ . On pose

Alors, pour tout i fixé, lorsque a’ varie en vérifiant la condition = 0 ,
s 

} 
,

pour tout k&#x3E; Dai 11 , le nombre c. - z , 03A603B1’) reste fixe. Notons que la fa-

mille des nombres ci , i E IA, détermine 03A6 . Par ailleurs, on sait qu’il exi.ste
03A6 E z/ telle que = z , 03A6) pour tout i, si et seulement si

21 °; ’a  co . Or, on s,

Ainsi le théorème est démontrée Nous avions montré dans [4] l’analogue commutatif

de ce théorème;. et nous avions aussi montré, alors, que ceci provenait aussi du fait

suivant. Si la fonction 03A6(z) sur K est finiment harmonique, et si désigne

sa restriction à Z alors la famille est cohérente, B) t = (~) dé-

signant la promesure normale canonique sur Zr. On a un résultat analogue ici.

(3.8) PROPOSITION. - Avec les notations du théorème précédente la famille des cofor-

me s q?Q’ sur le s e sp ace s Z est cohérente.

Le
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Démonstration. - Soit Z03B2 ~ Z03B1 , et soit Z" le supplémentaire de Z03B2 dans Za-:
Zf3 6:&#x3E; Z" . Tout z E Z a s t écrit z = z t + z" ? avec z t e ZI3 et zn E zn .

Soit 03C0 la projection orthogonalede Z03B1 sur Z03B2 . Soit 03A6 = 03A603B1 une forme alter-

née sur l’espace complexe Z03B1, et soit ri]? = il?Í3 , sa restriction à ZI3. Il 
de montrer C’est-à-dire que a, pour toute forme al»

ternée sur l’espace réel 13 ’

Soient n’ = n" = dim Z", n = n’ Z3 et

Z" à des bases orthonormées, par bilinéarité, on se ramène à démontrer

- t~

Ecrivons S’ = ~ A ~~" ~ avec k’ ~ I.(n~) ~ k" e I.(n~) . Introduisant la
coforme normale canonique §(p" de Z" , on a 03B403C603B1 = 0 03B403C6" . Par conséquente le

premier membre de l’égalité (~) s’écrit 

De deux choses l’une, ou bien alors
 . u ;

et (*) est vérifiée, ou bien Mais alors

et l’on a encore (*).

(3.9) PROPOSITION. - Soit $ E Alors, la restriction. 03A603B1 de 03A6 à tout

sous-espace Z03B1 de d’imension finie de Z vérifie la relation

Rapportons Z03B1 à une base orthonormée, et soit n la dimension de Z’. Notant
I (çct) le deuxième membre de (*) , prenons a E IA(n) et calculons

Nous avons omis d’écrire les signes A . D’ailleurs, en analyse ordinaire, on
n’écrit pas les signes de multiplication. Le seul terme non nul dans la somme cor-

respond à comme =A~ il vient
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