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Séminaire Paul KREE 2-01
(Equations aux dérivées partielles

en dimension infinie)

3e annde, 1976/77, n° 2, 19 p.

‘ESPACES COLLECTIVEMENT LOCALEMENT CONVEXES

par Paul KREE

Du point de vue de la physique, cet exposé peut étre considéré comme un outil
d'analyse fonctionnelle, pour étudier 1l'analyse en dimension infinie et la théorie
des champs. On rappelle d'abord les résultats sur les produits tensoriels topoli-
ques (pe te t.) multiples (pour les détails, voir [4]). On compléte d*ailleurs ces
tésultats en étudiant la dualité entre E%?G- et son dual, E et G étant nuclé-
aires complets. Pulson introduit des notions mathématiques nouvelles & savoir les
espaces collectivement localement convexes, et les espaces de suites de vecteurs
d’éspaces variables, ces espaces de suites généralisant les espaces de suites de
nombres, L'idée est la suivante. Si E est nucléaire complet, il est naturel d'in-
troduire des espaces de séries formelles Z;;O @ sur E' , ou qb‘ appartient au
corps de base K =R ou C , et ou, pour tout k > 1, @ est le polynbéme homo-

géne de degré k sur E' défini canoniquement par un élément (noté 9 ) de

AN
Eg =(E}k E . Pour imposer des conditions de croissance & la suite (qk) , 11 faut
contrdler simultanément les semi-normes sur tous les Eg « Or, si (su)ueU est une
famille filtrante croissante de semi-normes définissant la topologie de E , pour

R k .
tout k > 1 , les restrictions e, @ Eg des semi-normes s(au y see en) sur

A
Eﬁ =

QD 5 forment, lorsque ue U, une famille filtrante croissante de semi-nor-
mes définissant la topologie de E§ o Autrement dit, chacun des espaces Eg admet
une famille filtrante croissante (aai)ueU de semi-normes indexdes dans le méme
ensemble U ., Nous dirons que les Eg gont collectivement localement convexes et
ctest ce fait qui permet de définir des e. 1. c. s. de suites (qk) y @ € Eg du

type suivant, par exemple.

P, B) ={(q), V(o,0)eNxU; Zj& n? wﬂ(cpj) <<},

. , O . . v B

ol 1'on a posé egu(mo) = |gpl pour tout u . D'ailleurs si K =G, PH(E?E%) est
isomorphe a un espace de fonctions entieres ¢ sur E' , 1l'isomorphisme associant
N . =\ Zm {-\ ’ - Ve
a (qk) la fonction entidre € —» k=0<¢k » &4 E) . On étudie, dans cet exposé,
des propriétés topologiques des espaces de suites vectorielles de ce type, la fa-
mille PH des poids mn(j) =n? é&tant dlailleurs remplacée par une famille plus
générale. Donc, du point de vue de la physique, cet exposé technique peut &tre pas-
sé en premiére lecture, et on y reviendra & l'occasion des applicat ions (voir les

exposés 3, 4 et 5).

Du point de vue mathématique, il s'agit d'une structure nouvelle trés motivée, et

qui pose encore des problimes (voir, par exemple, le paragraphe 5 du présemtexposé).
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1. Compléments sur la dualité pour les e, l. C. S.

(1.1) Généralités.

Soit E un e. le c. s. dont la topologie est définie par une famille filtrante

croissante (eu)ueU

fermé, et son polaire (absolu) est

de semi-normes. La semi-boule Vu = {Qu <1} est un disque

(1.2) Wafger; &, s1).

On ne considdre ci-aprés que des polaires absolus. L'espace Eu = E/gal(O) est
muni de la norme déduite de g, Dbar passage au quotient. Par le théoréme du bipo-
laire, Vu est le polaire absolu de Vﬁ pour la dualité E - E' , Comme €, est
ainsi caractérisée par Vg , on peut simplifier les notations en écrivant u au
lieu de Vﬁ'. Le dual de 1l'e. v. E mnuni de la semi-norme N coincide avec le

dual de E .
. u

(1.3) (B, ¢) =B = {g€B ; sw{[(, D] ; gx)g1}<e]

Ce dual s'identifie ainsi au sous—espace de E! engendré par u , muni de la
jauge de u . Cet e. V. n. est complet. D'une maniere générale, on associe a
1'e, 1. co s¢ E 1le systéme projectif des e. v. n. Eu , avec, pour tout couple

(u, u') a'éléments de U tels que u < u' , des surjections canoniques :
ul
(1.4) E —> Eu' _Eg__LEl§ E,

1a topologie de E étant la topologie initiale associée aux surjections E —> Eu .
En considérant les duals, on a un systéme inductif d'e. v. n. E& , les applica—'
tions de transition étant injectives :

1 1
(1.5) E! & El'1 69‘...(.2..:.‘12.. El'l y
et 1'e. ve E' est la limite inductive des sous-espaces E& . Mais le dual fort
E' de E est-il la limite inductive localement convexe des E& ?

(1.6) TH@ORﬁME [8]e = s3i E est un espace de Schwartz complet, alors son dual fort

E!* est limite inductive des espaces de Banach E& , pour toute famille filtrante

croissante de s. n. €, définissant la topologie de E .

(1.7) Conséquence pratigue.

I1 est inutile de connaftre les ouverts ou les bornés pour cette topologie forte,
I1 suffit de connaitre la structure d'e. v. & bornés de E' définie par les dis~
ques u , un 'borné" étant par définition un ensemble équicontinu i. e. une partie
de E' contenue dans un Au . En effet, pour voir si une application linéaire &
de E' dans un e. l. ¢. S. F est continue, il suffit de voir si les restrictions
de 4 aux espaces normés E& sont continues. Prenant, en particulier, F =X = le
corps de base R ou C , le bidual de E est 1l'espace des formes linéaires sur
E' dont les restrictions aux Eﬁ sont continues. On sait que ce bidual est E ,

car E est semi-réflexif.
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(1.8) Cas o E est nucléaire complet.,

D'aprds [2] ou [4], on peut choisir e, Pour que les E! soient des espaces de
Hilbert séparables. Les semi-normes (su) sont, alors, dites préhilbertiennes car

Eu est préhilbertien.

2+ Produits tensoriels topologiquesmultiples.

(2.1) Une semi-noume 4-tensorielle est la donnde, pour toute suite
(El ’ pl) y eee (E.G ’ PJZ) de 4 espaces semi-normés, d'une semi-norme
alp) = oz(pl g eee pz) sur ®i E, de fagon que :

(a) Si 1'on a une autre suite (Fl , pl) y eee (Fz , p‘%) d'espaces semi-nor-
més, et si 1l'on a, pour tout ie {1, ... , n} , une apolication lindaire conti-
nue u, : Ei —_> Fi , alors u =®ui est continue, ®E1 —e@Fi , et
lall < Thaylle sl

LI .

(b) Notaut wu 1la norme usuelle A —> |A| sur le corps de base, on a
Ol(u, vee ,u):u.
(2.2) On montre que (voir [4]) :

(a) pour tout tenseur décomposable e =Q<>ei € ®i Ei y On a

el g =Tyl x ere x log]
(b) pour tout tenseur te ®j Ej ’ Itloz est compris entre
Itle = sup{|(t ’ xi ® ..o ®X:@>l ’ lXH 1, eee,y lx}‘l <1},
. k k k k
ltln = 1nf{%1=l|ell... e'cl , avec t =.-..2L1 €/ ® 00 ® ez} R

et 1'on définit ainsi deux semi-normes tensorielles.

(2.3) Topologies m et €.

Soient 4 e. l.c.s. B, ..., E, , et, pour tout ie {1, eee , 4}, soit
(eu ) une famille fondamentale filtrante croissante de semi-normes de Ei y Uy
décTivant U, . La topologie (reap. ¢ ) sur ®Ei est définie par la famille

filtrante croissante des semi-normes m(e , o.. , € ) (resp. ele. , eee, e ))
u, u, u, u,

lorsque, pour tout i , u, décrit Ui .
On vérifie facilement que ces définitions des e. v. t. ®ﬂ Ei et @ Ei ne
dépendent pas du choix des familles fondamentales (eu ) choisie sur chaque

E 1
i L]

(244) Propriété universelle de T .

C'est la topologie localement convexe la plus fine sur ®Ei rendant continue
1'gpplication canonique o : TTEi ——é@Ei + De plus, pour tout e« 1o Co S', G, si
B désigne l'application lindaire ®Ei —> G associde & une application A-linéai-
re B: mE —> G, alors B —> B est une bijection entre 1l'espace



2-04

L(El ,

pace L@ E; o @) des applications P qui sont lindaires continues. Cette

cee E.@ ;s G) des applications B qui sont &-linéaires continues et 1l'es-

bijection met en correspondance les ensembles équicontinus (proposition (5.1) de

(3]).

(2.5) Interprétation de la topologie € .

Soient 4 e. lo C. 8¢ B, eeo, Eﬂ, . On a une dualité naturelle entre ®Ei

et @E;_ « Ainsi ®Ei se plonge dans l'espace M des formes multilinéaires m
sur E:'L X eee X E:Z dont les restrictions aux produits d'espaces normés
E\'l X see X Ex’x sont continues. De plus, la topologie ¢ est induite par la topo=

logie naturellé sur M , & savoir celle définie par les semi-normes

-

m _-9 sup{lm(gl 9y s g’e)‘ ; gj (= ua} .

(2.6) Produit tensoriel o-symétrique.

Par la suite, 1'élément o de 1l'ensemble {X , S, A} est supposé fixé, o
caractérise la symétrie des tenseurs. Plus précisément, pour tout e, v. E sur
K=R ou C, pour ¢ =5 ou 4, Sym0 est 1l'opérateur de o-symétrisation des

tenseurs appartenant a ®k E .

« _ -1
bymc(x1 D .o ® xk) = (k1) Xaﬁk sgc(oz) xal ® ... ® xdk ,
avec sgL\@) = sg, () étant la signature de la permutation
 ( 1, A( ) étant ture de 1 tati

s

n

@

Q’=(0’ o.-,Otn)E

1 ’
On pourra noter S;ym>< 1'opérateur identique de ®k E . Un tenseur % e@k E

est dit o-symétrique s'il est quelconque pour o = X, symétrique ( Syms t=1t)
pour ¢ = S , antisymétrique (SymA t = t) pour o = A . Le sous-espace de ®k E
formé par les tenseurs o-symétriques est noté Ok E en général, et plus précisé-

ment Qk E si 0=8, et /\ E si o= A . Dans l'espace vectoriel

a (E) = k—O(Ok E) , le prodult tensoriel o-symétrisé est noté £ Og , pour f
et ged (E) . On obtient ainsi une algdbre Q (E) Lorsque E est un e.l.eCeSe
dont 1la topologle est définie par (e ) , la topologie € sur Ok E est définie
par les semi-normes k = e(e yoeee sy & ) « On peut munir Ok E de la topologie

u

induite par € o Si eok désigne la restr:\.ction a Ok E de la semi-norme €, ?

on notera que pour tE€ Ok ’
k
(2.7) e (t)

sup{| ¢ , E, ® «e0 ® Ek)l H §J € u}
sup{| Sym t , § ¢ §; € ul
sup{| ¢t , Sym (gl ®... 9 §k>i g5 € ul
= sup{| ¢t , £,0...0 §k> ;g€ u}

De la méme manidre, la topologie m sur ®k E est définie par les semi-normes

k . . C s
T, = m( €, » o 9 E ) , et Ok E peut &tre muni de la topologie induite. La res-

s 4 k s
triction O, de w, & Ok E est telle que
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(2.8) ncﬁ(t) inf{zlgr_l eu(xij) X ees X eu(xli) ;b= 2. x‘z ® oo ®xl‘1}

3=1

inf{z§=l su(xi) X ees X au(xi) s t= §§=1 xi O eee C>xi} .

1l

(2.9) LEMME. - Les topoldgies des e. 1. C. S, E et F sont respectivement défi-

nies par les familles filtrante croissantes (s

. (e ) sey ¢ Posant

-1
— 7 t — 1 o . N .
T=E®TF « Alors 1'e. Vo n. T v T/s (O) s'identifie & 1 €e Vo I E <8E F

En effet, les deux applications canoniques
L ' o o el
" Cny 1 1
T —> Eu ® Fv et mu ] EV E'®@F
sont transposées l'une de 1l'autre, donc faiblement continues. Or a&i(O) est
1l'espace des t € E® F , définissant des formes bilindaires nulles sur E& x E; ’

donc des formes lindaires nulles sur Im L' . On a donc un isomorphisme ensemblis-
te
-1 o ‘ 1y+ _ o
T/euv(O) T/(In L')" = T/ker L =E_® F_
On vérifie alors que la norme & sur cet espace coincide avec la norme déduite par
passage au quotient de e __ .

uv

(2.10) THEOREME. - Soient H, , ... , H des espaces de Hilbert.

(a) Le dual de (Z)f_l - g) s'identifie isométriquement au complété de
k
®i1 8™
(b) Si _tous les H, sont egaux le dual de (:) H= «:)k H, € s'identifie
,
isométriquement au complété (:>k B de (O \ B , T .

Démonstration.

(a) A. GROTHENDIECK [2] a montré que si E et F sont des espaces de Banach,
tels que E'!' ait la propriété d'approximation métrique, et tels que E' ou F
ait la propriété de Radon-Nikodym, alors (B ®, F)! = E' ® F!' , Ceci permet de dé-

montrer (a) par récurrence sur k .

(b) Posons 'I.‘-:C)k,e H, Alors P = Sym  est un projecteur continu de T d'ima=-
ge (:)k e H . Donc les sous-espaces Im P et In(I - P) =ker P de T sont sup-
?
plémentaires topologiques. Donc (Im P)' est isométrique au sous-espace de T

formé par les 4 nulles sur ker P
(Im P)' = (ker P)* = Im P' .

Comme P' est 1'opérateur de symétrisation dans T' , cette image est fermée, et

(Im P)' s'identifie isométriquement au sous-espace de H formé par les ten~
q

k
seurs o-symétriques.

(2.11) THEOREME ([2], ou [3] exposé 1).

(a) Soient E et G deux e. 1. c. s., l'un d'eus étant nucléaire, Alors les to-

pologies T et e coincident sur E®G .
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(b) De m8me, si E est nucléaire, pour tout k > 1 , les topologies et ¢

coincident sur Ok E.

(2.12) THEOREME.

(a) Soient E et G deux espaces nucléaires complets dont les topologies sont

définies par des familles filtrantes croissantes de semi-ncrmes préhilbebtiennes
(e ) et (e ) « Alors le dual de E@ G est la réunion E! ® ¢! des -espaces de

Banach E!' & G' » lorsque (u, v) € U x V., De plus, la topologie de dual fort sur

E! ® G! co:n.nc:.de avec la topologie limite inductive des espaces normés E! @F:r .

(b) De mfme, pour tout k , le dual de Ek @E est la réunion E‘k des
esnaces de Banach E’ _OE‘ . Bt, la topologie de dual fort coincide avec la to-
’
pologie limite inductive des e. v. n. Ec'sku .
?

En effet, le dual T' de E/@\G youde T =E @, G , est la réunion des duals
des espaces Tu,v = 'I‘/t-:"'1 (0) « Vu (2.9), ces e. v. n. s*identifient & E O Gy o
Le dual de cet e. v. n. est le méme que le dual de E ® G . Par appl:.cat:l.on de
(2.10), on voit que T' est la réunion des espaces Eu@‘G“r o Par applica ion de
(1.6), la topologie forte sur T! coincide abec la topologie limite inductive des
B! ®al .

On montre de méme (b).

(2413) On notera que la conclusion de (2.12 (a)) subsiste si 1'on suppose seulement
que E et G sont des e. 1. c. s. tels que la topologie de E soit définissable
par une famille filtrante croissante de semi-normes préhilbertiemnnes. En effet,

- - ' - 2
..(E@eG)' uv(Eu® G) u,vEl'AQG\‘r°

On utilisera souvent en clacul symbolique le théordme suivant qui identifie deux

espaces d'applications lindaires ddeux produits tensoriels complétés,

(2.14) TH]T]ORJE‘.ME. - Soient E et G deux espaces 1. c. 8. complets, E étant nu~

cléaire, Les topologies de E et G sont respectivement définies par des familles

filtrantes croissantes de semi-normes (eu) et (ev) avec (u, v) €Ux V, les

semi~-normes €, étant préhilbertiennese.

(a) L'espace L(E ’ G) des applications linéaires continues & de E' dans G

est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les parties équicontinues

de E' . Alors, on a un isomorphisme d'e. 1. c. S.
A A
(2.15) L(E', 6 -5 GcOE

et cet isomorphisme fait correspondre & la semi-norme

L —> pu’v(.z) = sup{ev(zu) y % €u}

la semi-norme & £y ev) .

(b) Soit LHR(E , G') 1'espace des applications linéaires hypercontinues

4 : E - G', clest-d-dire telles qu'il existe (u, v) € Ux V, et A >0 avec
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Z(u ) €AV . Cet e. Ve €5t muni des "bornés" définis par les disques

8 = {4 ; Wl < v} . Alors, on a un isomorphisme d'e. v. & bornés
1Rz,

¢) H e @B .

Pour tout (u, v) e U x V, soit u, € U, uwyRu tel que l'application canoni-

que E, —> Eu ait une norme nucléaire majorée par n . Alors,

C C
(2.17) du’v a(au,v) ndul,v .

(¢) Le dusl de 1'espace nucléaire complet L(E' , G) est ainsi identifié & l'es-

pace vectoriel & bornés (g , G') .

Démonstration. — Pour (a), on renvoie & [2], ou & [5]. Signalons que (2.15) sub-

siste dans certaines conditions précisdes dans [6], méme si E n'est pas nucléai-

Tr'ee

(b) Soit B = B(E , G) 1'espace vectoriel des formes bilinéaires continues sur

Ex G ., B estnuni de la famille des bornés définie par les disques

={8; |B(zx,y)] 1,81 x€ e ye vo} .

L'e. v. & bornés LHR(E , G') est isomorphe & B . A l'opérateur linéaire &
est associé la forme bilindaire B(x , y) = Ux , y) et, ainsi, 6u,v est appli-
qué sur 6' v Vu la propriété universelle de w , et vu la nucléarité de E , on
a B==(I}® ¢) = (B ®, G)' . Par application de (2.12), on obtient finalement un
isomorphisme o« de 1'e. V. HR(E @) sur E'® G = Un,v E:J.@ G! ., Soit B 1a
forme lindaire sur E® G associée &8 BE€ B, Comme ™= €, on a

{r(e, » e) s 1} < {ele, » &) 1} .

Donc 4 € & équivaut a |g| €1 sur o x VO , et équivaut & g1 si
n(au , av) 1 , donc 8y, < oy v . Soit w, , comme dans 1'énoncé (b). Donc
ﬂ(eu , av) < ne(e X &y ) . Sl L <1 sur {n(s , ) <n} 2 {ele. , € ) 1},

c
alors 4 < {e( y €,) < 1} , ce qui se tradult par a(su,v ndul,v .

Ainsi (2.17) est demontrg.
(c) résulte de (a) et (b) En effet, le dual de l'espace nucléaire couplet

G-@ E est l'e. v. & bornés G' ®E .
Signalons que (2,12) est 1l'analogue pour les e. l. c. s. du théordme suivant re-

latif aux espaces de Hilbert.,

' ~ .
(2.18) THEOREME [8]. - Soient H et K deux espaces de Hilbert complexes. Alors,
l'espace L (H K) des opérateurs de Hilbert-Schmidt de 1'anti-espace de H ,'é

valeurs dans K , est isométrique & H ®K.

3. Espaces collectivement localement convexes [6].

_(3.1) Espaces munis collectivement de familles filtrantgg_qroissantes (f. f. c,)

de semi-nocrmes.
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Soit J wun ensemhle non vide au plus dénombrable. Les e. V. EJ i€ J sont
P y J y SORLV

dits collectivement munis de f. f. c. de sémi-normes pj u s'il existe un ensemble
?

filtrant croissant U et, pour tout j e J , une application croissante

u —> pj,u de U dans 1l'ensemble des smi-normes sur £ . Soit Eﬂ = Ea/pgfu(O) .

On peut dire aussi que les EY sont collectivement muiti-semi-normés. On pose
E’ ='(EJ)j et

(3.2) mo=(p. ), (p, N =(rn).={p. ;3 (3,u) eTxu}.

J Jyu’u

(3.3) Applications lindaires collectivement continues.

Soit, de méme, des e. v. i collectivement munis de f. f. c. de semi-normes

Q.5 (3, v) €T xV . Les applications lindaires ﬂj : B —5 P sont dites
y IS LA
collectivement continues si, pour tout v , il existe u € U, tel que, pour tout

j . 4. majore . C. C. étant une constante convenable >0 .
J, pJu ° i J qgv 50 i on convensable 0

Donc, quel que soit v , il existe wu , l'application Ea -_> Eg étant définie

et continue. On note ai(u , V) cette application.

(3.4) Espaces collectivement localement convexes. (e. c. 1. c.).

Considérons le cas particulier o R° =F" , 4. étant, pour tout j , 1l'appli-

et

cation identique Id'j de EY . On dit que les familles ((pju)) et ((qjv)) sont

équivalentes si les applications Idj sont collectivement continues, ainsi que les

applieations Id_j'1 .

On obtient ainsi une relation d'équivalence sur la notion (3.1). Par passage au

uotient on obtient la notion dle. 2. 1. c.
q

Si card J =1, on retrouve la notion d'e. l. c. On dit que E* est séparé si
tous 1les Ej sont sépards. On dit que E° est collectivement nucléaire (resp.
collectivement Schwartz) si, pour tout uw € U , il existe u' Zu, u' U, tel
que l'application egnonjqug\\a (u ’ u) de EJ sur Ei soit nucléaire (resp.
si &;(33\‘“h) : Eig —> E es% ccmpacte). Ces définitions ne dépendent pas des

f, £, c. définissant 1a structure d'e. o, 1. c.

ER
(3.5) Les espaces vectoriels duals E?  sont collectivement multidisqués, et col-

lectivement munis de "bornés".

Le polaire absolu

0
s ={gewd; p py Jx) 1=y, B <1
de la semi-boule, ol pj < 1 caractérise pj - Ce polaire absolu est noté w .
9 s ? s
Le sous-espace de (EJ) , engendré par u’ , st normé par la jauge de u , cet

{pj,u

i
e, V. n. est noté EJ . I1 apparait que les espaces EJ sont chacun muni d'une
famille filtrante cr01ssante (uJ) de disques, l'ensemble des indices étant le

méme pour chacune de ces familles.
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(3.6) Définition de 1'e. 1. c. s. P(J, E*) .

Soit E°® = (EJ) une famille d'espaces collectivement localement convexes et sé-

parés, Soit P une famille de poids sur J vérifiant la condition suivante.

(CCE) Pour tout we P et tout couple ordonné ((p )) et ((p' )) de
f. f. ce définissant E°, U v €V, notant u= u(v) € U tel que les
oﬁ(u , V) 3 Ei -3 E3 soient continues, il existe w' € P, tel que o' > w, et
m(J)
w'

J max(1 , Haﬁ(u , M) <=

Mors, 1'espace P(J , E*) des e = (ej) e mBY , tels que
(3-7) v (GJ ) u) ePxTU, qG) u(e) = 1eL_1 =ZQ<J) pj,u(ej) <=,
ne dépend pas de ((p )) « Bt 1a f. £. c. des Ay est remplacée par une famil-
Ny

le équivalente si ((p )) est remplacée par une famille collectivement équivalen-—
te. En effet, vu (CC ), il existe C >0 tel que

w(j) Ha (u, |l € < Cw'(j) , pour tout j .

Dol

2, w(J) p} ole;) < Zw(a)lia (ay Wpy (o) 0 2a(5) py (o) .

(3.8) PROPRIETES.

(a) On notera que P(J , B') - coincide aussi avec 1l'espace Pw(J , B*) des sui~

tes e = (ej)j e TTE telles que

VP (@, u) ePxU; w(a)pJu(ea)—eo si j —> @,

cet espace étant muni de la tqpologie définie par les semi-normes

qm ale) = sup.al) py (es)

JyutJ
En effet, pour tout we P, il existe ' 2@ tel que C = 2 w(j) w‘(j)"1 < ®
Donc, tout e e P?(J , B°) est tel que, pour tout (m , u) e P x U,

> o(3) pJ,u(eJ) C sup; w 1(3) P;, e J) <.

Donc, ee P(J , B*) « Pour tout 1< Bg», P ®(7, E') est aussi 1l'espace

PP(7, B*) des e = (ej) e ME), telles que

" (@, uw)ePxU; (Z ﬂ(::)(p:J u(eJ))B)l/B <o,

(b) Pour tout j y S0oit D. un sous-espace dense de EJ . Alors,
R ————— —————— J S ——

c i c j
@J.Dj P(J , E°) ﬂjE .

(c) Si les E' sont complets (resp. quasi complets), alors D(J , E') est cem-

plet (resp. quasi complet).

(a) Supposons que chague B soit wn espace MA(TY , C) de suites, ol AY dé-

signe une famille de poids nj —_—> KJ(nj) sur 1l'ensemble dénombrable IY » Notant

(e.J)n la base de E° , cet e. 1. c. S. est donc isomorphe & 1'ensemble des
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n. n, . n, . . :
§£ XJ ejJ tels que 2y Xa(nj)lxjal <o, pour tout A e AY , Alors P(EY)
J T 5 -
est 1soﬂorphe 34 un espace de suites sur l'ensemble I = U 1 .

(e) Soient BE* et G* deux familles d'espaces collectivement 1. c. s. indexées

chacune dans le mé&me ensemble dénombrable J . Soit P une famille de poids sur J

vérifiant les conditions CPp et CPy » On considére des applications linéaires

£j : B — 69 collectivement continues. Les structures de E° et G* d4tant dé-

finies par des f. f. C. (( )) et ((q %y v )) , on suppose que, pour tout
’

(w , V) €EP x V, il existe (w' , u) € Px U tel que les applications

ab(u y V) 2 Ei — GJ soient définies continues avec

Ha (u, V)“G(J) < ce'(3) , pour tout j .

Alors, les applications zJ définissent une application continue

a: P(J,E)—>p07,c),
car, V (w, v) ePx 7V,
Jloe) = 2 al(y) Py (e ) £ Zm(.))lloz (u, V)Ilp

¢ Zw'(:]) pj’u(ej) = qu',u(e) .

,

. N
(3.9) Duslité entre @, B et ﬂ‘; o B’ . Recherche du dual P'(J, E') de
P(T, E) .

Pour f = ij e@®E , et pour g-= (gj) e T(EY) , on pose

(3-10) <f’g>=zj=0']!(f3’g3>'
(3.11) Soit P une famille de poids sur J = N vérifiant (CCp)

Soit P’ 1la famille conjuguée, c'est-a-dire des applications
j—> o (3) =3t w(3)t de N dms JO,+ =) ,mwe P.

Le dual de P(E_, E*) coincide avec le dual de son sous-espace dense & Ed , la
topologie de ce sous-espace étant définie par les restrictions aﬁ,u des semi-nor-
mes qw’u , (@, u) aécrivant (P x U) . Toute forme lindaire continue 4 sur ce
sous-espace se restreint, pour tout j , en une forme linéaire gj sur EJ , et
4 =0 siles E, sont nuls. Donc P'(N , E°) s'identifie 3 un sous-espace de
Med' . re polaig'e de la semi-boule de SDEY , ob g, , 1 est llensemble d
des € = (gj) ell Ej' tels que ’ ’

&l w " sup @ (3)Ig;l,, <

Le sous-espace Ew a de 1 Eﬂ , engendré par qn ! muni de la jauge de ce
’ ’
disque est complet,

(3.12) Proposition et définition de 1'e. v. m. P (J, E'') .

Soit E° une suite d'e. c. 1. c. dont la structure est définie par des f. f. c.

(pj u) de semi-normes sur chaque EJ . Alors, le dual de P(N , E') s'identifie
H
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pour la dualité (3.10) 3 la réunion ﬁxﬁ_, E°!') des espaces de Banach.

(3.13) ={g=(g) el B supy o (3)llgyl, <=

le polaire de {qm <1} étant la boule unité a4 de cet espace de Banach.

?

Les disques d_ =~ définissent une structure d'e. v. & bornés sur P (N, E'') ,
?
cette structure ne changeant pas si les (pj u) sont remplacées par des familles
’

collectivement équivalentes.

(3.14) THLOREME, - Soit E® = (EJ).EJ une famille d'e. c¢. l. c. 8., la structure

de cette famille étant définie par des f. f. c. (pj u)u de semi-normes sur les

EJ . Soit P une famille de poids sur J vérifiant (CCE)

(a) Si les EJ sont collectivement de Schwartz, alors P(J, B') est un

e, 1. co 8. de Schwartz.

(b) Supposons les EY colectivement nucléaires, et que, pour tout

@, u €PxU, il existe (0', u') € P x U tel que (&' , u') > (@, u)
(3.15) Zj @ (3)7" wl3) Mj(u‘ , u) <

o Mj(u' , 1) majore strictement la norme nucléaire de ab(u' , u) . Alors

l'e, 1. co 8. P(J , B*) est nucléaire.

Démonstration.

(a) Posant X =7P(J, E°) , l'e. v. n. X.rj a= X/(qm (0)) s'identifie & un es-
pace de suites § = (gj); § € EJ telles que §j = 0 chaque fois que f(a)

et telles que
gl = 2 =a(3)llg;l, <=

. N\
Le complété de Xﬁ,u est 1'espace des suites = (gj) , les gj € Ei vérifiant
une condition analogue.
L'application canonique Y : X, u! —> X est continue, car
(%) el = 2 @(3) py (ot U-)s ) £20'(3) py 4 (85)

Soit B la boule unité fermée de Xm' a Pour ¢ fixé >0 , seit J' une partie
?

finie de J telle que
=1 ]
S @ ()7 0yt W < o2 5

Toute suite £ = (§j) de B s'éerit € = €' + €' avec §‘ = §; pour je I,
et €' =0 pour j¢ J' . Pour tout J , soit B l'enbemble des g5 € Ea(u')
tels que m'(g)lgl <1 . Pour tout € = (g )e B,ona E € By . P/cLuitout
j€J', comme ‘(u' , u) est compacte, il ex1ste n(3) boules de E(u) qui
recouvrent Q. (u' , u)p. . Par conséquent, il existe un nombre fini N de boules
de rayon ¢&/2 de 3§;:& qui recouvrent les Y(g') lorsque € = E' + E" décrit

B . Or quand & décrit B8,
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e = Ty w(3)gl, <) 180 5 w)

<Zw (3™ o(3) g (ur , w)l| < /2

gj”u!

PO
Donc, il existe N boules de rayon e de X = qui recouvrent Y(B) , et Y(B)
< ’
est précompact. Gomme Xm\; est complet, ‘?KB) est relativement compact, ce qui
9
montre que ﬂ> est compact.
(b) On prend des notations analogues. Comme oﬁ(u' , u) est nucléaire, cette ap-

plication s'écrit

aﬁ(u‘ , u) = Zk. Xﬁ,k. ®y; avec Supk,”x'j,k,“ <1
" J J J J J
e

2 < ' ! e (g) e B
-ijyj’ij R Mj(u , u) avec Xj,kj (E )L, et yj,kj EY .
Comme X, 2 stidentifie & un espace de suites vectorielles & valeurs dans les
’ .

€e Vo Do Ei, ’ 1avsurjection canonique X —> &3, a est définie par la collec-
. y U
tion des surjections canoniques a.(ur) : EY — E%‘ . L'application canonique

. . t . 1 \ *. .t ! « 2 _a
Y &n',u' - Xh,u est continue d'aprés (*). Soi gJ " la forme linéaire

?
continue sur Xb, w qui associe a la suite vectorielle igj)j le nombre
’ -

(gj y x5 Xk Y « Sa norme est majorée par o' (3) 1 . Soit TB Xk la suite vectoriel-

9B . 9.

J J
le appartenant & X w? dont tous les termes sont nuls, sauf le j-idme égal &
’

. La norme de cette suite est m(j)“yj . || « Alors, on a
J 3
y=2,2 &, ®Nn , ,
J ,]J’j J’J
et la norme nucléaire de y est finie car

il <25 5 @ ()7 a3y i 1<% o' ()7 w(3) 1y, w)

Y5,k

(3.16) Produit tensoriel d'espaces collectivement localement convexes.

Soient I et J deux ensembles dénombrebles d'indices. Soient E* = (Ei)i , et
P = (Fj)j deux familles d'espaces collectivement localement convexes complets,
ces structures étant définies respectivement par des familles collectives filtran-
tes croissantes ((pi,u)) et ((qj,v)) de semi-normes, u et v , décrivant des
ensembles filtrants croissants U et V respectivement. Alors les espaces
Ei ®€ Fj sont collectivement localement convexes, et leurs topologies sont défi-

nies par les familles filtrantes creissantes de semi-normese.

gij(u , V)

—_ . 1 1 ° 1 - 1
= e(p; y qj,v) t ot —>oupl|(t, e @L| jefed; 5 fle a .}

avec
0 0
= < . = N S
i,u {pi,u\ l} ’ dJ,'V' {q‘J,V 1} ¢
i,u ? qj,v)
est donc indexée dans U x V , muni de l'ordre produit. De mé&me, les espaces complé-

Pour tout (i , j) fixé dans I x J , la famille des semi-normes e(p
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tés Elfé"}F'J sont collectivement localement convexes. Ces deux familles d'e.l.c.s.
mn
sont notées respectivement E° & F* et E°® P . Soient P et Q deux familles
e -
filtrantes croissantes de poids sur I et J respectivement, vérifiant respecti-

vement CCE et CC._ . Alors la famille P ® Q de poids sur I x J est filtrante

F
croissante, et vérifie CCE'@F‘ . On a une bijection naturelle
[ ] [ ] B . L]
(3.18) Pf(I,E)®Q_f(J,F)—I\-Ia(P®Q)f(IxJ,E®F).

(3.19) THEOREME. - Soient (E7), et (F'J)j deux suites d'e. c. 1. c. complets,

ces structures étant définies par les familles collectives filtrantes croissantes

de semi-normes ((pi u)) et ((q )) respectivement avec (i ’ jelIxJd,
?

(u, v) €U xV ., On pose w = {pl,u\ 1} {q 1}0 d'ou des structu-

res d'e. V. c. m. sur les duals (EL)' et (FJ)' So:.ent P et Q deux familles

filtrantes croissantes de poids sur I et J respectivement CCE et CCF y res=—

pectivement.

(a) Alors, la bijection BN se prolonge en un isomorphisme d'e. l. C. Se

(3.20) p(r , )%, ) ~(p @ Q(rx7, BB

qui fait correspondre les semi-normes.

e(q"l'l,m ! q'x'r,w') Ll q'e(u,v),ﬁm' *
(b) De méme,

(3.21) i1, B°)® i, ) ~(p" @ Q')l(I xJ,EBQM).,

Démonstration. - Soit g, Zg L8 ®fk avec o € P (J , BY) , * e Qf(J ).
Soient € e P (I, E'*) , et MNe Q"]-(J F‘ ) decrlvant les polaires des semi-

boules, ob q, o €1 et qp o $1 respectivement.
So) Mgl <1, Zat@7HN,

Alors posant g = (g55);5» &= ¢elay q",,m.) , on a

(o) = sup | G @, gO )

SN DI CARI L D]

= supy sup| % G o168, M, 8]

= supy sup; oli)] 2 el;(fk » W

= supy sup; (i) supg o |5, (e, M, gyl

]

= sup, (i) SUPE eu, supyly ((e ’ §i>fk 0]

= sup, w(i) su;p,g eul sup @' (3) Sup,n v, Izk<e ’ § )(fk 'ﬂ )

i1
= sup, 5 w(i) w'(3) supgieui’njevjf (Zk ei @ f]; y € @ 'ﬂj”
= sup; , o(1) o' (3)12, efif ® fl,-?'u,v = sup, w(l) w(i)le, Jlu v

= 4} get (&) ¢
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(v) se déduit de (a) en égalant les duals de chaque nombre de (3.20).
On a une proposition analogue concernant la topolegie 1 .

(3.22) PROPOSTTION. - P(I , B*) 8 (7 , ') ~P@ Q(I x J , B' @ F*) , ot par cet

isomorphisme, les semi-normes ﬁ(qu o ? q_v w') et g se correspondent.
’" ’ -

m(u,v) , B
En effet, pour g € (P@Q) (IxJ,E' ®F'), ona:

(e g+ G o))(E) = 10T @) qvm(fkn ,

pour toutes les ecrltures de g sous la forme g = Zg,_l e ® f , 80it, plus expli-
citement, g.. = N e ® fk . D'ou,

ij k=1 7
inf {3, jmmm'(a) lefl, 155l s e = 5 & @£
Zm(l) GT'(J) Mm (g..) = qﬂ(u,w),tD@ wq(g)

u,v' -ij

it

I

(3.23) Le théordme (3.19) entraine, en prenant J réduit & un élément,

I, E)® F”P(I, ®F).

4. lMatrices d'opérateurs linéaires.

(4,1) Les données.

Soient E* = (EJ) et G° = (Gj) deux suites d'espaces collectivement nucléai-
res complets, dont ies structures sont respectivement définies par des familles
collectivement filtrantes croissantes (ea)u et (53) de semi-normes. On suppose
que, pour E et G , les normes des applications ozj , intervenant dans (CCE) et
(CCG) , admettent des majorations en Y , T pouvant &tre arbitrairement grand.

Soit P wune famille de poids sur N vérifiant (C1). On pose
(4.2) x=p(n,E), Y=PF, a).

Ces espaces sont nucléaires complets, et leurs topologies sont respectivement dé-
finies par les semi-normes s et 9 définies en (3.7). Leurs duals sont
sy U 'V

respectivement

(4.3) x*=P"(x, B**), Y'=P(N, G") .

.

(4.4) PROPOSITION, - L'espace L(xt , Y) des opérateurs lindaires continus de X!

dans Y est muni de la topologie € de la convergence uniforme sur les parties

dquicontinues de X' . Alors

~ N
(4.5) LE(X' , Y) ~x%Y Q‘P(y'_z , C*®E) .
A 1'opérateur /Q\e L(X' , Y) , cet isomorphisme associe Q = ( ) avec
= %, 47,4
QkEEGAE’e Quels que soient cp——(cpA)GX', (W)GY , On a
(4.6) . <QCP1 ‘l'>= <Q7 ‘lf®@>=%{,£kgﬁg<Qk,£, ¢k®¢£>k’£ .

(4.7) En particulier, si tous les \yi sont nuls sauf ‘l'k
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(a) @p oy ¥ = k1Al » D = kE2Z A1 45 b B Q) -
(b) Ce quton dcrit

(¢) BEn particulier, si tous les P sont nuls sauf ¢,

i
o
En effet, vu (2.14 (a)), on a L(X' , T) ~Y® X, et, d'apres (3.20), cet espace
localement convexe est égal a P(E? R G'1§:E') . A 1l'opérateur ‘Y correspond 1'é1é-

ment @ d4 , espace de suites tel que

Qo, D==3@0, te o,

PAN
le dernier crochet indiquant la dualité naturelle entre Y ®X et Y'@®X' . Par

exemple, pour Q = B, ®4, , B € & et A, € o , on a

it

@p, ¥y = B ®hy , ¥84) = B, Ny , @

a'oh la formule (4.6).

(4.8) DEFINITION de LE(R‘ , S'). - Soient R et S deux espaces nucléaires com=-

plets dont les topologies sont définies par les familles filtrantes croissantes de

S. ne préhilbertiennes (au) et (qv) . Soit L'(R! , S') 1'espace des applica-

tions lindaires Q de R' dems S', transformant toute partie équicontinue de

R' en une partie équicontinue de S' . On peut le munir de la famille des disgues
{mev}, (u,v) décrivant U x V . Une partie de LE(R' , S') est dite bornée

si elle est contenue dans 1'homothétigque d'un tel disque.

Une telle application linéaire Q est dite équicontinue. On notera qu'une telle
application Q est forcément continue pour les topologies fortes de R' et S' .
Dans le cas particulier ou S est réflexif, tout borné de S' est édquicontinu, et
toute application linéaire continue Q de R!' dans S' est équicontinue. En ef-
fet, Q étant alors bornée, Q transforme toute partie équicontinue de R!' en

une partie bornée (donc équicontinue de S' ).

(4.9) Matrices d'opérateurs caractérisant tout Qe LE(X' , Y') .

Pour tout (k , 4) € ﬂ? , on pose

E J k
= LO(x, 1)
Y’

L

k&
L'espace Ly est muni des disques f{A ; Av
z 7 ~ > -] .

trés dans U x V . Btant donné Q € LE(X' , Y') , on définit an € LkL par

c ﬁk} . Ces disques sont paramé-

(4.10) Vg, € x4, (Qcpz)k =41 q,(q) .

3 . ’ 3 4 . 7’ . 4 . 3 ,\
Ainsi, on caractérise tout opérateur linéaire équicontinu Q@ de X' dans Y

par une matrice infinie (ka)k 2 d'opérateurs linéaires équicontinue Q_, de
4

% gqans T'F.
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Le théoréme suivant caractérise les matrices des opérateurs lindaires équiconti-

nus de X' dans Y'!' .

(4.11) TH]E‘.ORF:I&IE. - L'application 6 —_ (Q‘ld) réalise un isomorphisme de 1l'espace
vectoriel & bornés LE(X' , Y') sur 1l'espace des suites doubles ka € Lk£ telles
que V(@,uePxU, 3(a" ,v)€EPxV,et C>0 avec pour tout

(k , 4) € §°

(4.12) A, o e o o)t m e .

B
Démonstration. — Dire que 136 L(X', Y') signifie que, pour tout

(g, u ePxU, il exizte (w' , v) €PxV et C 20 avec Q dm,u cCc duﬂ,v ’
soit
A . ‘ . V
| @p, &) ¢ si ged etsi py ()<t
Ceci peut encore 8&tre écrit
(4.13){&1 (g,u) ePxU, 3(wa*,v)eEPxV,et C>0, avec .
R -1
%{'xl«lu % ’ €k>lk9 41 <C =i |<leu~< w(4)4 et Zl::O w'(k)!gleS 1.
(a) Cette condition entraine,
* . -1 ©
Vi, z:k=0|<Qk£ X gk)lki 41 £C si |q2|u < oL)4! et Zk:O Gﬂ(k)lgklv.s 1,
soit
. -1
v, I(ka % g )|kt 41 <C sl lcpzlusw(z)z et o (K)lgl, <1
Posant 9, = G(A)ZQ—lgé » et g = Uﬁ(k)gk , ceci s'éerit si w{y) #0

4

| @, @ » &) s¢ ki )7 k) siogp eu’ et gle v*) .

Donc les Q, vérifient la condition (4.12). De plus, si Qe IP(X' , Y') dé-

/\

. . c
crit le disque {Q %D,u dw', 9%
(4.12) avec la mme constante C e Donc 1l'gpplication Q —> (Qu)k P) est bornde.

H

v} , on voit que les ka correspondants verifient

(v) Inversement, soit (ka) une famille d'opérateurs appartenant & I, , les
Qg vérifiant (4.12) . Montrons que 1l'opérateur A, difini par (4.10), est équi-
continu de X' dans Y!' , c'est-a-dire que les ka vérifient (4.13). Prenons
®, €P, @ >0 tel que Z;o ml(;j)"1 @(j) < » . Appliquant 1'hypothése (4.12)

avec (@, u) remplacé par (wl , u) , on obtient qu'il existe (@' , v) € P xV

et C >0 avec, pour tout (k , &) € f ,

(G @, » BIIKELESC s [l s, et o(k)lgl, <1
On a donc

w4 . -
| Qg 9 5 gkt 41 sc‘;{(%)-, si |yl < w(e)st

Ceci entraine

1 et w'(k)lgklv.s 1.

2l o 0 glkt 41 s c;’(;l‘(%- si [ol, € o(4)4170 et Z;::o o (k)| g l, €1 .

En sommant membre & membre ces inégalités correspondant & £ =0, 1 , 2, eco ,
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on obtient (4.13). Ce qui prouve que Q est equicontinue, Le théoréme est démontré.

On notera que cette démonstration a simplement utilisé le fait que la famille P
de poids servant a définir X = P(E_, E°) vérifie (c1) , et la conclusion du
théoréme subsiste si Y = Q(N_, ¢*) , la famille Q de poids ne vérifiant pas for-

cément (Cl) . Btudions d'ailleurs une variante de (4.11) utilisant cette remarque.

by

(4.14) Matrice d'un opérateur a valeurs dans une somme hilbertienne.

Soit X comme précédemment. Soit Yo ’ Yl s ees Yk , ess une suite d'espaces
de Hilbert et

(4.15) Y= ()5 Fed, I <.

Tout opérateur lindaire continu Q de X' dans Y est caractérisé par une ma-

trice d'opérateurs
(4.16)

€ L(X"a‘ , Yk) ~XBY ,

ces opérateurs étant tels que (Qq%)k = 4! ka(qz) .

%, 4

(4.17) PROPOSITION. - Une matrice ( ) d'opérateurs € L(X"e’ Yk) est la
et Qk 4 Qk §) 4 il
? 9

matrice d'un opérateur linéaire continu Q de X! dans Y si, et seulement si,

(4.18) ¥ (@, w) € PxU,3C>0,04,q cu =2 o, o ki a2 <o

Démonstration. - L'opérateur Q de matrice (Qk z) est continu de X' dans Y
9

si, et seulement si,

(4.19) ¥ & ,u) e Px U, 5 o kH2y o 41 Q, lf s st EPAREE: P e

Cette relation peut encore s'écrire

. . -1 @ 2
() PRI l(Qk’z ®, » gl <0 i lg,| <m(0)at™ et 2 o killg I©< 1 .

(a) Ceci entraine,

. -1 - 2
V4, Ek k! 29l<Qk’4 0 gk)‘ <C si lqzl~$ W 4)41 et 2;;0 k?Hng 1,

soit

14, Ikl o)lQ 0 gl <0 st g et ot T kilglts
Ceci équivaut a

v, Tookt o)l glf sc st oo, et

(b) Réciproquement, montrons que si, V (@, u) e PxU; zes Qg vérifient

cette relation, 1l'opérateur Q de matrice QkA est continu de X' dans Y .

Soit w, >w tel que 2 mw(j)e (j) <=.Ona

1
2 2 .
V4, 5 oo (@)l ol ki cCo s g ot
Donc,

1

Vi, L oki 4@ , 00 gl £C st lo, |, s @ (8)ai™" et S xtllg | <,
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ou bien

w(g)
Vi, Z:__:Ok?‘egl<Qk’£CPA 7.gk>|\<calj'%')"
si Iq%|u_sim(2)£!—l et ZE;O k!”ng2 <o,

En additionnanht ces inégalités pour 4 =0, 1, ... , on obtient (¥). On a donc

démontré que Q est continu.

5. Probléme.

Soit E° = (&’ 3 3=0, 1, «eo) une suite d'espaces collectivement nucléaires
et complets sur le corps K =R ou C . Soit P wune famille de poids vérifiant
(CCE) et (Ol) « I1 serait intéressant de trouver des conditions suffisantes sur

P et E®* pour
que P(J , E*) soit bornologique,
ou que son dual fort soit complet,

ou que son dual fort soit nucléaire.

Le cas particulier important est celui ou EO =K, El = E nucléaire complet,

A

DA
Ek=®kE pour k > 1 , ou bien Ek=®kE.

On peut prendre par exemple, E = g' , et pour P 1la famille PH des poids
Gh(j) =1’ . Ce résultat de S. DINEEN [1] répond 3 une question qui avait été posée

lors de la publication de [7].
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