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ESPACES COLLECTIVEMENT LOCALEMENT CONVEXES

Paul KRÉE

Séminaire Paul KREE
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Du point de vue de la physique, cet exposé peut être considéré comme un outil

d’ analyse fonctionnelle, pour étudier l’analyse en dimension infinie et la théorie

des champs. On rappelle d’abord les résultats sur les produits tensoriels topoli-

ques (p. t. t.) multiples (pour les détails, voir [4D* On complète d’ailleurs ces
résultats en étudiant la dualité entre EG et son dual, E et G étant nuclé-

aires complets. Puison introduit des notions mathématiques nouvelles à savoir les

espaces collectivement localement convexes, et les espaces de suites de vecteurs

d’espaces variables, ces espaces de suites généralisant les espaces de suites de

nombres. L’idée est la suivante. Si E est nucléaire complet, il est naturel d’in-

troduire des espaces de séries formelles sur E’ , appartient au

corps de base K = R ou C , et où, pour tout k ~ 1, ~ est le polynôme homo-

gène de degré k sur E’ défini canoniquement par un élément (noté de

E~ == ~ E . Pour imposer des conditions de croissance à la suite il faut

contrôler simultanément les semi-normes sur tous les 4 . Or, si (e ) ~ est une
ij u u U

famille filtrante croissante de semi-normes définissant la topologie de E, pour
tout k  1 , les restrictions ~03C3k à des semi-normes ~(~u, ... , e ) sur

Ekx =©2 forment, lorsque ue U , une famille filtrante croissante de semi-nor-

mes définissant la topologie de ~. Autrement dit, chacun des espaces E- admet

une famille filtrante croissante de semi-normes indexées dans le même
U U~U

ensemble U . Nous dirons que les Ef§ sont collectivement localement convexes et

c’est ce fait qui permet de définir des e. 1. c. s. de suites (~), ~ ~ E~ du

type suivant, par exemple.

où l’on a posé ~03C3ou(03C60) = |03C60| pour D’ailleurs si K = C , est

isomorphe à un espace de fonctions entières 03C6 sur l’ isomorphisme associant

à (C/k) la fonction entière S 2014~ 1~/~ ~ (ç~ , (~)t- s) . On étudie, dans cet exposé,
des propriétés topologiques des espaces de suites vectorielles de ce type, la fa-

mille P des poids 03C9n(j) = nj étant d’ailleurs remplacée par une famille plus

générale. Donc, du point de vue de la physique, cet exposé technique peut être pas-
sé en première lecture, et on y reviendra à l’occasion des applications (voir les

exposés 3, 4 et 5).

Du point de vue mathématique, il s1agit d’une structure nouvelle très motivée, et

qui pose encore des problèmes (voir,par exemple, le paragraphe 5 du présentexposé).
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1. Compléments sur la dualité our les e. 1. c. s.

(l.l) Généralités.

Soit E un e. 1. c. s. dont la topologie est définie par une famille filtrante

croissante (e) U de semi-normes. La semi-boule V = {~u  il est un disque

fermé, et son polaire (absolu) est

On ne considère ci-après que des polaires absolus. L’espace E - esto p q p u u

muni de la norme déduite de ~ par passage au quotient. Par le théorème du bipo-
u

laire v 
u 

est le polaire absolu de V0u pour la dualité E - Comme E 
u 

est

ainsi caractérisée par on peut simplifier les notations en écrivant u au

lieu de Le dual de l’e, v. E muni de la semi-norme ~ coincide avec le
u u

dual de E ,
. u

Ce dual s’identifie ainsi au sous-espace de E’ engendré par u, muni de la

jauge de u . Cet e. v, n. est complet. D’une manière générale, on associe à

l’e. 1. c. s. E le système projectif des e, v. n. E , avec, pour tout couple
(u , u’ ~ d’éléments de U tels que u C u’ , des surjections canoniques :

la topologie de E étant la topologie initiale associée aux surjections E 2014~ E 
u 

t

En considérant les duals, on a un système inductif d’e. v, n. Et , les applica-

tions de transition étant injectives :

et v. Et est la limite inductive des sous-espaces Et . Mais le dual fort
E’ de E est-il la limite inductive localement convexe des Et?

(1.6) TEÉORÈME [8J. - Si E est un espace de Schwartz complet alors son dual fort

Et est limite inductive des espaces de Banach pour toute famille filtrante

croissante de s. n. Eu définissant la topologie de E.

( 1 . 7 ) Conséquence pratique .

Il est inutile de connaître les ouverts ou les bornés pour cette topologie forte.

Il suffit de connaître la structure d’ e, v. à bornés de E’ définie par les dis»

ques u , un ’borné" étant par définition un ensemble équicontinu i. e. une partie

de E’ contenue dans un Àu . En effet, pour voir si une application linéaire À

de Et dans un e, 1. c, s. F est continue, il suffit de voir si les restrictions

de  aux espaces normés sont continues. Prenant, en particulier, F = K = le

corps de base R ou £, le bidual de E est l’espace des formes linéaires sur

E’ dont les restrictions aux E’ sont continues. On sait que ce bidual est E,
u

car E est semi-réf lexif .
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( 1 . 8 ) Cas où E est nucléaire complet.

D’après [2J ou [4J, on peut choisir e pour que les E’ soient des espaces de
u u

Hilbert séparables. Les semi-normes (E) sont, alors, dites préhilbertiennes car
u

E est préhilbertien.
u

2. Produits tensoriels topologiques mültiples.

(2. 1) une semi-nonme l-tensorielle est la donnée, pour toute suite

Pl) , ... , de l espaces semi-normés, d’une semi-norme

0153(p) = 0153(Pl ’ ... ,p~) sur 0i Ei de façon que:

(a) Si lIon a une autre suite Pl) , ... , (Fl,pl) d’espaces semi-nor-

més, et si l’on a, pour tout 1 E (1 , ... , n} , une apolication linéaire conti-
nue u. : E. --p F. , alors u =Qu. est continue, §E. -7@F. , eti i i 1 1].

~u~ 5 1)Ui ÎÎ ... )ÎU, Il .

(b) Notant u la norme usuelle À -p ) 1 iB.1 sur le corps de base, on a

... , u) = u . -

( 2 . 2 ) , On montre que (voir [4J) :

(a) pour tout tenseur décomposable e = l’0e. E f:0. E. , on aBU 1 ~1 ].

(b) pour tout tenseur E., Itl est compris entre

et l’on définit ainsi deux semi-normes tensorielles.

(2.3) Topologies TT et e:.

Soient ae e. 1. c. s. El’ ... , Eà , et, pour tout 1 E li , ... , àl , soit
( EU. ) une famille fondamentale filtrante croissante de semi-normes de Ei’ ui
décrivant U.. La topologie TT (resp. E ) sur est définie par la famille

filtrante croissante des semi-normes n( £ u1 ,..., g 

ul 
) (resp. e( e 

ul 
,... ,e: 

ul 
) )

lorsque, pour tout i, u. décrit u..
1. 1

On vérifie facilement que ces défini tions des e. v. t. O n E. et QB Ei ne

dépendent pas du choix des familles fondamentales (e: u. ) choisie sur chaque
E.. 1.

1.

( 2 . 4 ) Pj_o$ri,é,£,é, universelle d e TI.

C’est la topologie localement convexe la plus fine sur @Ei rendant continue

l’ application canonique a : nE. --7 @E.. De plus, pour tout e. l, c 4IJ, s, G , si
i 1, , 

’ 

,

03B2 désigne l’application linéaire @Ei --a G associée à une application l-linéai-
re S: uE. ~ G , alors 03B2 ~ 03B2 est une bijection entre l’espaoe



2-04

L(E1 , ... , E. ; G) des applications B3 qui sont l-linéaires continues et l’es-

pace L(!) n,~ A E. 1 ,G) des applications ~ qui sont linéaires continues. Cette

bijection met en correspondance les ensembles équicontinus (proposition (5.1) de

[3]).

(2.5) Interprétation de la topologie e .

Soient &#x26; e. 1. c. s. ... , E . à On a une dualité naturelle entre 
et (3) El . Ainsi @ Ei se plonge dans l’espace M des formes multilinéaires m

sur El x ... x E’l dont les restrictions aux produits d’espaces normés

E1 x ... x El sont continues. De plus, la topologie E est induite par la topo-

logie naturelle sur M , à savoir celle définie par les semi-nonnes

(2..6) Produit tensoriel a-symétrique.

Par la suite, l’élément a de l’ensemble (X, S , A~ est supposé fixé. a

caractérise la symétrie des tenseurs. Plus précisément, pour tout e, v. E sur

K = R ou C , pour a = S ou A , Sym est l’ opérateur de 03C3-symétrisation des

tenseurs appartenant à 0k E .

avec = 1 ~ sgA(a) étant la signature de la permutation

On pourra noter Sym l’opérateur identique de @~ E . Un tenseur t E

est dit a-symétrique s’il est quelconque pour a = X , symétrique ( SymS t = t )

pour a = S , antisymétrique (SymA t = t) pour o = A . Le sous-espace de 0k E
formé par les tenseurs 03C3-symétriques est noté général, et plus précisé-

ment Oir E si a = S , et A, E si o- = A . Dans l’espace vectoriel

OE (E) = ~~k=0(Ok E) , le produit tensoriel 03C3-symétrisé est noté f 0 g , pour f

et g ~ CL (E) . On obtient ainsi une algèbre Lorsque E est un e.l.c.s.

dont la topologie est définie par (e) , la topologie e sur 0k E est définie

par les semi-normes ~ku = e(e , ... , e) . On peut munir Qk E de la topologie
induite par e . Si E&#x26; désigne la restriction à ok E de la semi-norme 1 ,
on notera que pour t ~ Ok E ,

De la même manière, la topologie 11 sur @k E est définie par les semi-normes

11~ = 11( eu ’ ... , e ) , et peut être muni topologie induite. La res-

triction 03C003C3ku de  à est telle que
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(2.9) Les topologies des e. 1. c. s. E et F sont respectivement défi-

nies par les familles filtrante croissantes et (~~~~V ’ Posant
T = E~F . Alors l’e. v. n. s’identifie à lIe. v. n. 

En effet, les deux applications canoniques

sont transposées l’une de l’autre, donc faiblement continues. Or £-1(0) est

l’espace des F , définissant des formes bilinéaires nulles sur Eb x E’ ,
donc des tonnes linéaires nulles sur Im L’. On a donc un isomorphisme ensemblis-

te

On vérifie alors que la norme e sur cet espace coïncide avec la norme déduite par

passage au quotient de e 
uv 

.

(2.10) THÉORÈME. - Soient H. , ... , Hk des espaces de Hilbert.

(a) Le dual de (~ki=1 H. , e) s’identifie isométriquement au complété de
.) ;

(b) Si tous les H. sont égaux, le dual de ok,~ H = (ok H , e) s’identifie

isométriquement au complété (~~ H de ((~ H, Tf) .
Démonstration.

(a) A. GROTHEMDIECK [2] a montré que si E et F sont des espaces de Banach,

tels que E’ ait la propriété d’approximation métrique, et tels que E’ ou F’

ait la propriété de Radon-Nikodym, alors (E 0~ F)’ = E’ @ F’ . Ceci permet de dé-

montrer (a) par récurrence sur k .

(b) Posons T = ~k,~ H . Alors P = Sym03C3 est un projecteur continu de T d’ ima-

ge Q S * ~~ ~ et P) = sont sup-

plémentaires topologiques. Donc (im P)’ est isométrique au sous-espace de T’

formé par les l nulles sur ker P

Comme P’ est l’opérateur de symétrisation dans T’ , cette image est fermée, et

(Im s’identifie isométriquement au sous-espace de k H formé par les ten-

seurs a-symétriques.

(2.1l) THEOREME ([2], ou [3] exposé 1).

(a) Soient E et G deux e. 1. c. s.. l’un d’eux étant nucléaire. Alors les to-

pologies 03C0 et E coïncident sur E ~ G .
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(b) De même, si E est nuc léaire, pour tout k &#x3E; 1 , les topologies n et E

coincident sur Ok E .
(2.12) THÉORÈME.

(a) Soient E et G deux espaces nucléaires complets dont les topologies sont

définies par des familles filtrantes croissantes de semi-ncrmes préhilbetiennes

(£) et ( £ ) . Alors le dual de E ~ G est la réunion G’ des espaces de
u ~"" v - *’’’ 

" ’ " ’ 

-"’ ’ -i-~~~.~~~-~--~-~~~-2014 . . ’’’ ’~ m . 
- 

’" --~~~*~**

Banach G’x , lorsque (u, V . De plus, la topologie de dual fort sur
G’ coincide avec la topologie limite inductive des espaces normés E’ ’i’ F’.

(b) De même. pour tout k  1 , le dual de est la réunion Ef des

espaces de Banach Et la topologie de dual fort coincide avec 
pologie limite inductive des e. v. n. 

En effet, le dual T’ de E  G , ou de G , est la réunion des duals

des espaces T = (0) . Vu (2.9), ces e. v. n. s’identifient à E $ G ,
u~v u,v ~ ~~ 

u e v

Le dual de cet e, v, n. est le même que le dual de E © $ . Par applicat ion de
(2.10) y on voit que T’ est la réunion des espaces E’  G’v. Par applicabion de

(1.6) , la topologie forte sur T’ coincide abec la topologie limite inductive des

On montre de même (b).

(2.13) On notera que la conclusion de ( 2.12 (a)) subsiste si l’on suppose seulement
que E et G sont des e. 1. c, s. tels que la topologie de E soit définissable

par une famille filtrante croissante de semi-normes préhilbertiennes. En effet,

On utilisera souvent en clacul symbolique le théorème suivant qui identifie deux

espaces d’ applications linéaires àdeux produits tensoriels complétés.

(2.14) THEOREME. - Soient E et G deux espaces 1. c. s. complets, E étant nu-

cléaire. Les topologies de E et G sont respectivement définies par des familles

filtrantes croissantes de semi-normes (e) et (e ) avec (u , v) ~ U  V , les

semi-normes e étant préhilbertiennes.

(a) L’ es ace L(E’ , G) des applications linéaires continues A de E’ dans G

est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les parties équicontinues
de E’ . Alors, on a un isomorphisme d’e. 1. c, s.

et cet isomorphisme fait correspondre à la semi-norme

la semi-norme ~(~u , e ) .

(b) Soit l’espace des applications linéaires hypercontinues
~ : E 2014-~ G’ y c’est-à-dire telles qu’il existe B&#x3E;0 avec
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Àv . Cet e. v. est muni des définis ar les disques

6 _ ;~ . v} . Alors on a un isomorphisme dte. v, à bornés
u,v

Pour tout (u , v) E U x V ! soit u E U , u1 ~ u tel que l’application canoni-
1 --- m 

- ------- 
- 

.. v-- 
.--.-

que E ~ E ait une norme nucléaire majorée par n . Alors,
u~ u ~"’ ’ 

~ 

’ -

(c) Le dual de l’ espace nucléaire complet L(E’ G) est ainsi identifié à l’ es-

pace vectoriel à bornés 

Démonstration. - Pour (a), on renvoie à [2], ou à [5]. Signalons que (2.15) sub-

siste dans certaines conditions précisées dans [6], même si E n’est pas nucléai-

re. 

(b) Soit B = B(E , G) l’espace vectoriel des formes bilinéaires continues sur

E x G. B est muni de la famille des bornés définie par les disques

Lie. v. à bornés G’ est isomorphe à B . A l’opérateur linéaire &#x26;

est associé la forme bilinéaire y~ = ~~x , y} et, ainsi, est appli-

qué sur 03B4’ . Vu la propriété universelle de et vu la nucléarité de E , on
u,v

- a B ~ ( E ® 
TI 
G)’ = (E ® 

E 
G)’ . Par application de (2.12), on obtient finalement un

isomorphisme a de l’e. v. LHR(E, G’) sur Et e G’ = u "i’ G’ . v Soit 03B2 la

forme linéaire sur E ~ G associée à ~ E B . Comme TI ~ E ~ on a

Donc ô 
V équivaut ~1 sur U x ~ , et équivaut à j3~1 si

u,v

E ~ ~ v 1 , donc 6 
C 

as u, v . Soit u , 1 comme dans i’énoncé (b). Donc

l  1 sur {03C0(~u, ~v)  n} ~ {~(~u , ~v)  1},
alors l  1 sur {~(~u, ~v)  1} , ce qui se traduit par nd .
Ainsi (2.17) est démontre. 

(c) résulte de (a) et (b). En effet, le dual de l’espace nucléaire complet

G  E est l’ e. v. à bornés G’ ~ E’ .

Signalons que (2.12) est l’analogue pour les e. 1. c. s, du théorème suivant re-

latif aux espaces de Hilbert.

(2.18) Soient H et K deux espaces de Hilbert complexes. Alors,

l’espace L (H, K) des opérateurs de Hilbert-Schmidt de l’anti-espace de
valeurs dans K, est isométrique à H j K .

3. Es aces collectivement localement convexes [61.

(3.1) Espaces munis collectivement de familles filtrantes croissantes (f. f. c~)
de semi-normes.
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Soit J un ensemble non vide au plus dënombrable. Les e. v. E" , J ~ J ~ sont
dits collectivement munis de f. f. c. de semi-normes p. s’il existe un ensemble

filtrant croissant U et, pour tout j e J y une application croissante
u ~ p. de U dans l’ ensemble des semi-normes sur Ej . Soit Ej = Ej/p-1.. (ot .

2014 

-201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 
201420142014 u 

On peut dire aussi que les Ej sont collectivement muiti-semi-normés. On pose

E~ = (E~). et
J

(3.3) Applications linéaires collectivement ContinUes.

mêm(, des e, v. Fj collectivement munis de f, f, c, de semi-normes

q. , (j , v) E J x V . Les applications linéaires £ . : J Ej - Fj sont dites

Collectivement continues si, pour tout v , il existe u EU, pour tgut
j , p . Q £. majore q . C . , C. étant une constante convenable&#x3E; 0 .

JU J --=- JV J J °°’°’°-’

Donc, quel que soit v , il existe u , l’application Ej ~ Fj étant définie
u v

et continue8 On note 0153.(u, v) cette application.

(3.4) Espaces collectivement localement conyexes, (e. c. 1. c. ) .

Considérons le cas particulier où E° = F8 , lj étant, pour tout j , l’appli-
cation identique Id , de On dit que les famille s (p.)) et (q.)) sont

--- J - ju - jv -

équivalentes si les applications Id. sont collectivement continues, ainsi que les

appliiations Id-1j.
J

On obtient ainsi une relation d’équivalence sur la notion (3.1). Par passage au

quotient on obtient la notion C. l , c ,;

Si card J = 1 , on retrouve la notion d’e. 1. c. On dit que E. est séparé si

tous les Ej sont séparés, On dit que E’ est collectivement nucléaire (resp.
collectivement Schwartz) si, pour tout u EU, il existe u’  u , ut U , tel

que l’application canonique a.(u’ , u) de sur Ej soit nucléaire (resp.
/":-.. U u

si cy..a’ , û) : - Eju est ccmpacte)o Ces définitions ne dépendent pas des

f. f. c. définissant la stru.ctu.re d’e... c, le c"

(3.5) Les espaces vectoriels duals EJ .. 1 sont collectivement multidisqués, et c£1-
lectivement munis àe "bornés".

Le polaire absolu

de la semi-boule, où pj,u  1 caractérise p .. Ce polaire absolu est noté 

Le sous-espace de , engendré par est normé par la jauge de cet

e. v. n. est noté Il apparait que les espaces E" sont chacun muni d’une

famille filtrante croissante (uj)u de disques, ’ 1" ensemble des indices étant le

même pour chacune de ces familles ,
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(3.6) Définition de l’e. 1. c. s. P(J y E’) .

Soit E. = (Ej) une famille d’espaces collectivement localement convexes et sé-

parés. Soit P une famille de poids sur J vérifiant la condition suivante.

Pour tout 03C9 ~ P et tout couple ordonné ((p. )) et ((p’j,v )) de

f. f. c. définissant E*, V V EV, notant u = U tel que les

v) ; Ej ~ Ej soient continues, il existe 03C4’ E P , tel que 03C9’  03C9, et

Alors, l’espace P(J y E*) des e = (e.) e tels que" 

, J J . 

’ 

’

ne dépend pas de ((p. h~. )) . Et la f. f. 
~ 

c. des est remplacée par une famil-
le équivalente si ((p. )) est remplacée par une famille collectivement équivalen-
te. En effet, vu (CCE), il existe C &#x3E;0 tel que

D’où

(3.8) PROPRÉTÉS.

(a) On notera P(J , E*) coïncide aussi avec l’espace E*) des sui-

tes e= (e.).~ nE telles que
*~***** J J 

’ 

.

cet espace étant muni de la topologie définie par les semi-normes

En effet, pour tout m E P , il existe 03C9’  03C9 tel que C = 03A303C9(j) 03C9’(j)-1  oo .

Donc, tout e E P~(j ~ E.) est tel que, pour tout (m , P x U ,

Donc~ e=P(J , E’) . Pour tout P (J , E*) est aussi l’espace

E’) des e= (e.) ~ H E~ , telles que’ ’ ’’ J 
,

(b) Pour tout j, soit D. un sous-espace dense de Alors,
- J j 

~ 

’" 
~ 

° ’- ~ ~"" -

(c) Si les Ej sont complets (resp. quasi complets), alors E.) est ccm-

plet (resp. quasi complet).

(d) Supposons que chaque Ej soit un espace de suites, où Aj dé-
signe une famille de poids n. ~ Àj(n.) sur 11ensemble dénombrable 1 ,. Notant
n .. J J 

&#x3E; 

""

n. J 
la base de cet e~ 1, c. s. est donc isomorphe à l’ensemble des
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est isomorphe à un espace de suites sur l’ensemble

(e) Soient E* et G* deux famille,s (~espaces collectivement 1. c. s. indexées
chacune dans le même ensemble dénombrable J . Soit P une famille de poids sur J

vérifiant les conditions et CP~ ~ On considère des applications linéaires

~. : E~ 2014~G~ collectivement continues. Les structures de E* et G* étant dé-

finies par des f. f , c . ((p. )) et ((q. )) , on suppose que, pour tout
(~~ v) ep x V , il existe (~’ ~ u) ~=p xU les applications

v) : E~ 2014~ G~ soient définies continues avec
3 

’ ’ 
u v 2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014

Alors les applications définissent une application continue

car, V (~~ v) E P x V ,

(3.9) Dualité entre EJ et rr=O Recherche du dual P’(J, E’) de
20142014~.20142014201420142014- ~=’-’ "" J~’ 2014201420142014~2014201420142014 2014

P(J, E’) .

Pour

(3*11) Soit P une famille de poids sur J = N vérifiant (CCE)
Soit P la famille conjuguée, c’est-à-dire des applications

Le dual de P(N , E’) coincide avec le dual de son sous-espace, dense la

topologie de ce sous-espace étant définie par les restrictions ~ u des semi-nor-

mes , ~a , u) décrivant (P x U) . Toute forme linéaire continue ~ 
. 

sur ce

sous-espace se restreint, pour tout j, en une forme linéaire sur EJ, et
4 = 0 si les §j sont nuls. Donc P’(N, E’) s’identifie à un sous-espace de

Tl Ej’. Le polaire de la semi-boule où q03C9,u  1 est l’ ensemble d
des S == (~.) ~ F! EJ t e ls que 

Co~u

J .

Le sous-espace B de H E" y engendré par muni de la de ce

disque est complet.

(3.12) Proposition et définition de l’ e. v. m. P~(J , E’’) .

S oi t E~ s ui t e c. 1. c. dont la structure e s t définie par des f. f. c.

(p. ) de semi-normes sur chaque Ej. Alors, le dual de P(N,, E) s’identifie
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pour la dualité (3.1G~ à la réunion t E81) des espaces de Banach.

le polaire de 
. (q~ ,u ~ l) étant la boule unité de cet espace de Banach.

Les disques d définissent une structure d’e, v. à bornés sur P(N, E’),
cette structure ne changeant pas si les (p..) sont remplacées par des familles

collectivement équivalentes .

= (E~). - famille c. 1. c. s., la structure
de cette famille étant définie par des f. f. c. (p_ u)u de semi-normes sur les

Ej . S o it P une famille de poids sur J vérifiant (CCE).
(a) Si les E~ sont collectivement de Schwartz, alors P(J , E*) est un

e. 1. c. s. de Schwartz.
. (b) Supposons les Ej colectivement nucléaires, et que, pour tout

(~ , u) ~ P x U ~ il existe (~ , u’) ~ P x U tel que (~ , u’) ~ (~ , u) , et

où Nj(u’ , u) majore strictement la norme nucléaire de 03B1j(u’ , u; . Alors
2014 j ~20142014201420142014-2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014’ J

1. c. s. P(J y E’) est nucléaire.

Démonstration.

(a) Posant X = P(J , E’) , v. n. = X/(q-103C9,u(0)) s’identifie à un es-

pace de suites 03BE = (03BEj); 03BEj ~ Ej telles que §j == 0 chaque fois que == 0,
] J ~- J

et telles que

Le c o m p lété de est l’espace des suites 03BE = (S.) E vérifiant

une condition analogue. 

L’ application canonique y : 1 ~ X 9 u est continue, car

Soit boule unité fermée de X~, ~ . Pour e fixe &#x3E; 0 , soit J’ une partie

f inie de J te lle que

Toute suite 03BE = (03BEj) de P s’écrit 03BE = 03BE’ + 03BE" avec 03BE’j = 03BEj pour je J’ ,

et 03BE"j = 0 pour j  J’. Pour tout j , soit p l’ensemble des 03BEj ~ Ej(u’)
t e ls que 03C9’(j)|03BEj|u’  1 . Pour tout 6. = (03BEj) ~ p , on a 03BEj ~ 03B2j. Pour tout
j e J’ , comme ~(u’ , u) est compacte, il existe n(j ) boules de E~(u) qui

recouvrent j(u’ , u)03B2j . Par conséquent, il existe un nombre fini N de boules

de rayon e/2 de X03C9,u qui recouvrent les 03B3(03BE’) lorsque 03BE = §’ + 03BE" décrit

03B2 . Or quand 03BE décrit 03B2 ,
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Donc, il existe N boules de rayon e de X_ ~ qui recouvrent ~(p) ~ et 

~~~ 

~ 

~~ ~~u
est prëcompact. Somme X 

u,u 
est complet, y~) est relativement compacta ce qui

montre que 03B3 est compact.

(b) On prend des notations analogues. Comme 03B1j(u’ , u) est nucléaire, cette ap-

plication s’écrit

et

u v -

Comme xro, 1 s’identifie à un espace de suites vectorielles à valeurs dans les
,u

e, v, n. Ej, , la surjection canonique X ~ X03C9’,u’ 1 est définie par la collec-
u . ,u

tion des surjections canoniques aj(u1): Ej - Eà , . L’application canonique
Y : %i ,ut ~ X est continue d’après (*). 

Soit §J ,k . la forme linéaire

continue sur X, , qui associe à la suite vectorielle Î § . ) , le nombre

03BEj , x’j,kj&#x3E;. Sa norme est majorée 03C9’(j)-1. Soit ~j,kj la suite vectoriel-
le appartenant à X03C9,u , dont tous les termes sont nuls, sauf le j-ième égal à

,u

Yj k . La norme 
de cette suite est 

,k , Il . Alors, on a

J, j J, j

et la norme nucléaire de y es,t finie car

(3.16) Produit tensoriel d’ espaces collectivement localement convexes.

Soient I et J deux ensembles dénombrables d’indices. Soient E = (Ei). , et
. 

1

F- = deux familles d’espaces collectivement localement convexes complets,

ces structures étant définies respectivement par des familles collectives filtran-

tes croissantes ( (p. )) et ( (q . )) de semi-normes, u et v, décrivant des
1,U J,v

ensembles filtrants croissants U et V respectivement. Alors les espaces

Fj sont collectivement localement convexes, et leurs topologies sont défi-

nies par les familles filtrantes croissantes de semi-normes.

avec

-, _ .

Pour tout j) fixé dans I x J , la famille des semi-normes ,q.)
est donc indexée dans U x V , muni de l’ordre produit. De les espaces complé-
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tés sont collectivement localement convexes. Ces deux familles d’e,l,c,s.

sont notées respectivement E* g) F* et Soient P et Q deux familles

filtrantes croissantes de poids sur e 
.. 

1 et J respectivement, vérifiant respecti-

vement CCE et Alors la famille P ~ Q de poids sur 1 x J est filtrante

croissante, et vérifie On a une bijection naturelle

(3.18) P~(l , E-) ~ Q~(J , F~) -~ (P ~ Q)~ (I x J , E’ ~ F’) .

(3.19) TBEOHà0152. - Soient (Ei)i et (Fj)j deux suites d’e, c. 1. c. complets,

ces structures étant définies par les familles collectives filtrantes croissantes
de semi-normes ((p. )) et ((q. )) respectivement, avec (i , j) ~ 1 

(u , v) e u x V . On pose ui 
= {pi,u  1}0, vj 

= {qj,v  l3 -; d’où .- - - des structu-

v. c. m. sur les duals (EL)’ et (F~)’ . Soient P et Q deux familles

filtrantes croissantes de poids sur 1 et J respectivement CC~ et CCp , res-

pectivement.

(a) Alors, la bijection BN se prolonge en un isomorphisme 1. c. s.
~ ’ " ’ 

- 

~ 

_ ~~

qui fait correspondre les semi-normes.

(b) De même,

Démonstration. - Soit g.. = 03A3Nk=1 eki ~ fkj avec E.) , 

Soient 03BE E P"’(l , E’*) , F’*) décrivant lea polaires des semi-

boules, où qu,03C9  1 et q 03C9’  1 respectivement.

Alors posant
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(b) se déduit de (a) en égalant les duals de chaque nombre de (3.20).

On a une proposition analogue concernant la topologie n .

(3.22) PROPOSITION. - P(I , , E") ~ Q.(J , F’) ~ P ~ Q( I x J , E~ ~ F.) , et par cet

isomorphisme, les eemi-normes Ti(q , a ,) et 
~ se correspondent.

En effet, pour g E J , on a :

pour toutes les écritures de g sous la forme g = Z.. ek ~ fk, soit, plus expli-

citement, g..= ¿Nk 1 
e. &#x26;f.. D*où.

(3.23) Le théorème (3*19) entraine, en prenant J réduit à un élément,

4 . Matrices d ’ opérateurx linéaires.

( 4 , 1 ) Les données.

Soient E. = (Ej)j et G8 = deux suites d’espaces collectivement nucléai-
J

rex complets, dont lex structures sont respectivement définies par dex families

collectivement filtrantes croissantes (~j) et (£j) de semi-normes. On suppose
u u v

que, pour E et G, les normes des applications OE , intervenant dans (CC ) et’ ’ 
. J E

admettent des majorations en r pouvant être arbitrairement grand.

Soit P une famille de poids sur N vérifiant (Cl) . 0n pose

Ces espaces sont nucléaires complets, et leurs topologies sont respectivement dé-

finies par les semi-normes et définies en (3.7). Leurs duals sont

respectivement

(4.4) PROPOSITION. - L’espace des opérateurs linéaires continus de X’

dans Y est muni de la topologie e de la convergence uniforme sur les parties

équicontinues de X’ . Alors

.. /~, , 9 4à ,

é_ -_i’op,é,ats.u£_ ’i e L(Xt t y) t cet _isç&#x3E;,o_rphi.aae_._ _.as_s_oc.é._e Q = (Qk,l)k,l n avec

Qk,l E Gk ~ E"" . Quels que soient cp = ( wà ) E XI t * = (’k) E Y’ , 
,

, . "" - - , .

(4.7) En particulier, si tous les sont nuls sauf
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(b) Ce qu’on écrit

(c) Ln particulier, si tous les (p. sont nuls sauf W,

En effet, vu (2.14 (a)), on a et, d’après (3.20), cet espace

localement convexe est égal à P(N2 , G°E*). A l’opérateur Q correspond l’élé.

ment Q dl, espace de suites tel que

le dernier crochet indiquant la dualité naturelle entre et l’’ ~ X’ . Par

exemple, Bk E G et 

d’où la formule (4.6).

(4.8) DÉFINITION de L(R’ , S’). - Soient R ~ S deux espaces nucléaires com-

plets dont les topologies sont définies par les familles filtrantes croissantes 
de

s. n. préhilbertiennes (~u) et (~v). Soit S ’ ) l’espace des applica-

tions linéaires Q de R’ dans S’ , transformant toute partie équicontinue de

R’ en une partie équicontinue de S ’ . On peut le munir de la famille des disques

(Qu-cv) , (u, v) décrivant Ux V . Une partie de est dite bornée

si elle est contenue dans l’homothétique d’un tel disque.

Une telle application linéaire Q est dite équicontinue. On notera qu’une telle

application Q est forcément continue pour les topologies fortes de R’ et S’ .

Dans le cas particulier où S est réflexif, tout borné de S’ est équicontinu, et

toute application linéaire continue Q de R’ dans S’ est équicontinue. En ef-

fet, Q étant alors bornée, Q transforme toute partie équicontinue de R’ en

une partie bornée (donc équicontinue de S’ ).

(4.9) Matrices d’opérateurs caractérisant tout Qe Y’) .

Pour tout (k,~) E !2 , on pose

L’espace L. est muni des disques (A ; 9 Avl c u ) . Ces disques sont paramé-
trés dans U x V . Etant donné LE(X’ , Y’) , on définit Lkl par

Ainsi, on caractérise tout opérateur linéaire équicontinu ~ de X’ dans Y’

par une matrice infinie (Q~)~ ~ d’opérateurs linéaires équicontinue Q~ de

dans 
’
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Le théorème suivant caractérise les matrices des opérateurs linéaires équiconti-

nus de X’ dans Y’ .

(4.1l) THEOREME. - L’application Q ~ (Qkl) réalise un isomorphisme de l’espace

vectoriel à bornés Y’) sur l’espace des suites doubles L~ telles

que V (c?~ u)= Px U , B(~’ , v)=PxV , et C &#x3E;0 avec pour tout

(k i) e n2

Démonstration. - Dire que Q E Y’) signifie que, pour tout

(U1 , u)e P x U , il existe (U11 , v) E P x V et C  0 avec Q 

soit

Ceci peut encore être écrit

(a) Cette condition entraine,

soit

Posant

Donc les Q, vérifient la condition (4.12). De plus, si Q~ L (X’ y Y’; dé-

crit le disque (Q on voit que ies Qkl correspondants vérifient

(4.12) avec la constante C Donc l’application Q ~ (Qkl)k,l est bornée.

(b) Inversement, soit (~) une famille d’opérateurs appartenant à 1~. y les

û vérifiant (4.12) . Montrons que l’opérateur Q, défini par (4.10), est équi-
continu de X’ dans Y’ , c’est-à-dire que les ~. vérifient (4.13). Prenons

tÃ11 e P .  03C9 tel que tÃ11 (j)-l  ~. Appliquant l’hypothèse (4.12)
avec (tÃ1, u) remplacé par (tÃ11’ u) , on obtient qu’il existe (tÃ11, v) e P x V

et C &#x3E; 0 avec, pour tout (k , &#x26;) ~ ~ ,

On a donc

Ceci entraine

En sommant membre à membre ces inégalités correspondant à ~=0~1y2~..w~
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on obtient (4.13). Ce qui prouve que Q est equicontinue.Le théorème est démontré.

On notera que cette démonstration a simplement utilisé le fait que la famille P

de poids servant à définir X = P(N , E’) vérifie (Cl) , et la conclusion du

théorème subsiste si Y = Q(N , G ) , la famille Q de poids ne vérifiant pas for-

cément (Cl) . Etudions d’ailleurs une variante de (4.1l) utilisant cette remarque.

(4.14) Matrice d’ un opérateur à valeurs dans une somme hilbertienne.

Soit X comme précédemment. Soit ’ , 9 ... , ... une suite d’espaces

de Hilbert et

Tout opérateur linéaire continu Q de X’ dans Y est caractérisé par une ma-

t rice d’opérateurs

ces opérateurs étant tels que BQ~~)k = ~! Qk~B~~) .

(4.17) PROPOSITION. - Une matrice (Qk,l) d’opérateurs Qk,l E L(X,t ,ik) est la

matrice d’un opérateur linéaire continu Q de X’ dans Y si, et seulement si,

(4.18) V (UJ, u) E P x U , Be&#x3E; 0 , Il ki 

Démonstration. - L’opérateur Q de matrice est continu de X’ dans Y

si, et seulement si,
1"B , ~ - _1

Cette relation peut encore s’écrire

(a) Ceci entraîne,

soit

Ceci équivaut à

(b) Réciproquement, montrons que si, V (a , u) E P x U ; les ~ vérifient

cette relation, l’opérateur Q de matrice est continu de X’ dans Y .

Soit a  03C9 tel a

Donc,
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ou bien

En additionnant ces inégalités pour l = 0 , 1 , ... , on obtient (*). On a donc
démontré que Q est continu.

Soit E. = (Ej; j = 0 , 1 , ...) une suite d’espaces collectivement nucléaires

et complets sur le corps! = ~ ou (~ . Soit P une famille de poids vérifiant

(CCE) et (Cl) . Il serait intéressant de trouver des conditions suffisantes sur

P et E* pour

que Ee) soit bornologique,

ou que son dual fort soit complet,

ou que son dual fort soit nucléaire.

Le cas particulier important est celui où EO = !, El = E nucléaire complet,
-.k ~ -.le 
W- = 0k E pour ou E .

On peut prendre par exemple, E = et pour P la famille PH des poids
= nj . Ce résultat de S. DINEEN [lJ répond à une question qui avait été posé

lors de la publication de [7J.

BIBLIOGRAPHIE

[1] DINEEN (S.). - Analytical functionals on fully nuclear spaces (à paraitre).
[2] GROTHENDIECK (A.). - Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires. -

Providence, American mathematical Society, 1955 (Memoirs of the American ma-
thematical Society, 16).

[3] KRÉE (P.). - Symboles et noyaux des opérateurs différentiels, Séminaire Krée :
Equations aux dérivées partielles en dimension infinie et applications à la
physique, 2e année, 1975/76, n° 1, 16 p.

[4] KRÉE (P.). - Produits tensoriels topologiques multiples, Séminaire Krée : Equa-
tions aux dérivées partielles en dimension infinie et applications à la phy-
sique, 2e année, 1975/76, n° 3, 19 p.

[5] KRÉE (P.). - Espaces nucléaires, Séminaire Krée : Equations aux dérivées par-
tielles en dimension infinie et application à la physique, 2e année, 1975/76,
n° 5, 13 p.

[6] KRÉE (P.). - Méthodes holomorphes et méthodes nucléaires en analyse en dimen-
sion infinie et en théorie quantique des champs. "Conférence on measures on
vector spaces [1977. Dublin]. - Berlin, Springer-Verlag (Lecture Notes in
Mathematics) (à paraitre).

[7] KRÉE (P.). - Calcul symbolique et seconde quantification des fonctions sesqui-
holomorphes, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 284, 1977, Série A, p. 25-28.

[8] SCHMARTZ (L.). - Théorie des distributions à valeurs vectorielles, I et II,
Ann. Inst. Fourier, Grenoble, t. 7, 1957, p. 16141 et t. 8, 1958, p. 1-209.



2-19

[9] Séminaire KRÉE : Equations aux dérivées partielles en dimension infinie, 1re

année, 1974/75. - Paris, Secrétariat mathématique, 1975.

P aul KREE
3 2 rue Miollis
75015 PARIS


