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Séminaire Paul KREE 9-01
(Equations aux dérivées partielles

en dumension infinie)

2e année, 1975/76, n® 9, 7 p,

SUPPORTS DES PROFONCTIONNELLES ANALYTIQUES

par Christer O, KISELMAN

1« Introduction.

Le but de cet exposé est premiérement (§ 2) de résumer quelques résultats dans la
théorie des fonctionnelles analytiques d'un nombre fini de variables et deuxiéme-—

ment (§ 3) d¥étudier quelques questions correpondantes en dimension infiniee

On sait qu'il y a certaines difficultés pour définir le support d'une prodistri-
bution (cfe SCHACHERMAYER [9])e Or, pour les fonctionnelles analytiques, la notion
de support pose des problémes déja en dimension finie, et il faut bien s'y habituer

avant qu'on ne puisse passer aux profonctionnelles analytiquese

2?2 Fonctionnelles analytiques en dimension finies
L e e e e e e e e alale e ata et

Soit  un ouvert de CV (ou une variété holomorphe de dimension finie, réunion
dénombrable de compacts), soit ©(Q) 1l'anneau des fonctions holomorphes sur Q 3

c'est un espace de Frechet avec la topologie définie par les seminormes

Une forme linédaire T : 0(Q) - G est donc continue si et seulement stil existe
une constante C et un compact K “dans Q tels que IT(¢)| C_ (p) pour toute
@ € O(Q) e On pourrait dire, dans ce cas, que K est un porteur strict de T «

Nous dirons qu'un compact K est porteur de T si tout K' == K en est porteur
stricte La raison de cette notion est claire ¢ § (W) =¢(a) o a eqc C

est une fonctionnelle portée strictement par f{a} , or §! (¢) = - p'(a) n'est pas
strictement portée par {a} : De fagon générale, si T est prrtée par Ke < C $
alors (5/32 )am veo (a/éz ) § est elle aussi portée par K « Donc toute combl—
naison linéaire finie 2 ay 8o est portée par {0} = C , mais c'est ke cas aussi

~o

pour certaines combinaisons infinies. Plus préciéément, 2 a ék) est portée par

|1/k

= {z eg; Izlgr} g OU T3>0, si, et seulement si, lim sup lak <T

Soit & wune famille de pexteurs (compacts) de T € 9'(Q) « On dit que K est
un S-support de T si Ke$ et si K est minimal dens F pour ltinclusione

Exemples = Si T(qp) =:5O(¢) =¢(0) , alors {0} est le seul S-support de T
ou &§={Kj; K compact, O €K} «

Exemples =~ Soit T(p) = JS p(z) dz 4 f € O(C) « Tout chemin simple de a a b
est un S-support de T , oi & est la famille de tous les porteurs polynomiale-

ment convexes de T « Donc T a une infinité de &-supports polynomialement con-

vexese Or T n'a qu'un seul &q—support ou &1 est la classe des porteurs con-



vexes, a savoir le segment (a , b) , dit support convexe de T .

Exemples = Etant donnée g , holomorphe pour |z| > 1 , on pose

T(p) = |1 o(2) o) az

oi ' est un chemin faisant un tout autour de Izl <l «Soit T = Ty +T 5 et

posons
S(e) = Jp, #(2) a(z) oz = Tg) = [ of2) 9(z) dz «

Si K est un support polynomialement convexe de T contenu dans le disque unité,
alors on peut montrer que r1? et Ky Iy sont des supports polynomialement con-
vexes de S . Morale : Dans la présence d'une petite couTbe (F2) s On ne peut pas

affirmer qu'un support (K u T,) soit uniques

Si 1'on veut qu'un support polynomialement convexe soit unique il faut donc, en
gros, supprimer les parties 71~dimensionnelles tandis que les parties O-dimension-
nelles et Z2~dimensionnelles sont permises. Le théoréme suivant exprime de fagon

précise cette idée,

LS
THEOREME 2,1 ([2], théoréme 3.333). — Soit K un compact de ( < C . Alors les

conditions suivantes sont équivalentes s

- K est le seul support G(Q)-convexe de toute fonctionnelle analytique

T € 9*(Q)

dont K est support O(Q)-convexe ;

- pour tout ouvert connexe el que wn K #@ et toute composante W de

W\K o l'intérjeur de Ku ©q rencontre OK

Or pour la convexité ordinaire, la situation est différente

THEOREME 2.2. - Toute fonctionnelle T € 0r(q) 4 oL Q est un ouvert convexe de
C , admet un support convexe uniquee.
En effet, soit g(w) = T(z = {w - z)-1) la transformée de Borel de T , définie
au voisinage de (C U {=})\Q « On a
Is . "'1f .
T(g) = (2nt) ™" [ o2 gl2) oz

si T est une courbe convexe faisant un tour autour des singularités de g . Alors

le support convexe de T est "l'enveloppe convexe des singularités de g " qui est
un ensemble compact convexe bien défini dans C bien que "les singularités de
g " soient définies sur une surface de Riemann dont une partie variable peut se
réaliser dans C

Dans C" s n> T, il peut arriver qu'une fonctionnelle ait plusieur supports

convexes ; c'est attendu dans la mesure ou des "phénoménes polynomialement con-

n . o s
vexes" dans un espace C  peuvent se reproduire comme des "phénoménes convexes"
o~



dans un espace de dimension élevée,

Soit T € qun) la transformée de Fourier (ou de Laplace) de T e @(C")

T(g) = T(z > exp(zig)) ey,

o (z , L) = Zy Cq ¥ oeee * LI S On montre facilement que T est de type expo-
nentiels Plus precisément, soit K un porteur de T 3 on obtient, pour tout ¢ > Q4
en notant B la boule unité de C" ’

M) <G sup gy, o lo(2)] 4 €0,
dfoly pour o(z) =exp (Z 5 §) »
7o) | < C_ exp(H(c) + elgl) o
ou Hk(g) =sup,  Re(z 4 £) 4 ¢ e‘gﬁ y est la fonction d'appui de K ,
Hy(g) = Igl |
celle de B (norme euclidienne). L'indicatrice pp de T, soit
prle) = lim sup, ¥ 1ogT(t0) | ,
satisfait donc a
pp(t) < He (o) + elgl
d'ol
Pr < inf(H, 3 K porte T)
Pour montrgr une inégalité dans l'autre sens on a besoin du résultat profond

suivant @

THEOREME 2,3 (EHRENPREIS-MARTINEAU, voir [5]s pe 152 5 [1]y pe 98)e - Soient
T e ©(C") et K un compact convexe de C" ., Alors K porte T si, et seulement

_S_i_, pTSHk'

De ce théoréme, on peut déduire :

THEOREME 2.4. ([3], théortme 5.2)s - Si T e 0*(C") , on a
*
pp = inf(Hk ; K porte T) ,
* *
ou pp est la régularisée supérieure de P » soit pT(g) = lim supe._’g pr(e) .

Le théoréme 2.4 entraine donc & son +tour le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.5 ([3], corollaire 5.3)s - T e 91(C") admet un support convexe
* ~

unigue si, et seulemeny si, Py est convexe.

Comme la fonctlonnelle T , définie par T(g) = cos /g1 G » @ l%indicatrice
pT(g) = IIm.[gm 52' non-convexe, on obtient par 13 un exemple d'une fonctionnelle
ayant plusieurs supports convexes ([2], pe 309)..
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. > 3 * 3
Il est facile de voir que si Pr n'est pas convexe, alors toute majorante con-
*
vexe minimale de pp est lineaire dans un sous-ensemble convexe de dimensioniréel-
le au moins égale a deuxe Soit HK une telle majorante ; il s'ensuit que le com—

pact convexe K a un arr8t. Donc on a le résultat suivante

COROLLAIRE 2,6 ([2], théoréme 3.1). — Si la frontidre d'un support convexe K de
T e O'QSH) est de classe C1l s alors K est le seul support convexe de T e

MARTINEAU [6] a montré un resultat plus précis. Pour les supports ©(q)-convexes
un théoréme analogue est vrai, cependant la démonstration que je connais est trés
différente, et l'étude précisée, que MARTINEAU [6] a faite dans le cas convexe,

reste a faire.

THEORELE 247 ([2], théortme 3.2). - Si K est un support oq)-convexe de
T e (q) , de frontiére C? s €t si (O est d'holomorphie, alors K est le sup-

port ©(Q)=-convexe unique de T .

D'autre part, le corollaire 2.5 peut 8tre généralisé en introduisant 1l'indica-—

trice générale

. il
prle) = lim sup, ¢ log|T(e?)| , ¢ € o) ,

( ¢ linéaire donne 1l'indicatrice ordinaire). On peut alors démontrer un nouveau

théoréme.

4 \
THEOREME 2.8 ([3], corollaire 5.10)s -~ Si ( est une variété de Stein, T e 9'(Q)
*
admet un seul support &n)-convexe si, et seulement si, Pr est convexe dans
Q) .

Ici T(gp) = T(e®) est une fonctionnelle analytique non linéaire ; ctest la

transformée de Laplace (ou de Fourier) non linéaire que jtai étudiée dans [3]. Une
étude systématique des supports des fonctionnelles analytiques non linéaires a été
commencée par MARTINEAU dans [7] et [8]e

3+ Profonctionnelles analytiques en dimension infinie,
L e e e e g o Y e A N S g s Y o e e o]

Soient E wun espace localement convexe complexe, et (Fj)jel une bonne famille
de sous-espaces de E dans la terminologie de KREE [4]e Cela veut dire que

Tout Ej est fermé et de codimension finie 3

Etant donnés j et k dans J , il existe i dans J tel que Fj r)Fk = Fi 3
et

Ltintersection des Fj est {Q} »

On note Ej = E/Fj ltespace quotient qui est donc séparé et de dimension finie,
et nj : E—> Ei la surjection canonique. On écrit i <J si Ei 2 Fj s et on
définit de fagon naturelle ng : Ej 4>~Ei si 1gj s onaalors ﬂg ° nj =Ty .



j* - j—' N ¥* - s,
Avec ﬁi (cp) — (O ﬂi s OU ¢ € G(Ei) s et ﬁj(\V) = \ij © TTi ou ‘il € O(Ej) s ON
obtient pour i g J s 3

ﬂ' ﬂo
E, <= Ei<—l- E,

et ‘% *
) .
O(E;) —=> OE,) —3> O(E).
donc

J* *
E} Y E} -—J-> E?
1%
s'obtient par restriction. L'application adjointe a ni sera notée

et OE) > (). .
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Une profonctionnelle analytique T = (T ) o7 Sur E est, par définition, une

famille de fonctionnelles analytiques T € 0'(E ). qui est cohérente dans le sens

habituel, a savoir
H = j = J*
pour tout i, j avec i< J e

Un ensemble borné M c E sera dit porteur de la profonctionnelle T = (Ij)

si

1tadhérence de “j(M) porte Tj pour tout j € J (cf. la définition de suppor-

teur d'une prodistribution due & SCHACHERMAYER [9])e Si c'est le cas, on a
. t
PTj(C)f < th(m)(\g)' s+ C€ Ej .
La définition de la fonction d'appui s'étend immédiatement a E 3

Hy(g) = sup, y Re ¢(z) , { €E', McE,

et on obtient

(3.1 Lo e = E!
1) Hjyomy =H (M) SUr By e
L'indicatrice py de T = (Tj) sera deflnie par l'équation
*
(3'2") PT(ﬂj[C)) = PT.((,) s [ € E.'j ’
J

*
et pp est par la-méme définie sur E! = Linj(EE),c E' , car

j* . s .
p,E. [ ni =p,1. SL 1< J e
j i

Avec ces définitions, on obtient

pTQg),s HMSQL pour ¢ €E!,

si T est pprtée par M . Réciproquement, on peut énencer le théoréme suivante

THﬁbRéME 3¢1e = Si M. est un sous—ensemble convexe et borné de E , espace

localement convexe complexe, et si pour une profonctionnelle analytique T sur

ona pr < HM dans E; s alors T est portée par M.

B
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En effet, si p, g Hy dans E!' yona p; < H (M) dans chaque ES (voir (3.1)

et (3.2)) et donc, par le théoréme 2.3, Tﬁ’ est portee par le compact ms (M)

Le théoreme 3.7 n'est donc qu'ure traduction du théoreme correspondant en dimen-
sion finiee. On note qutaucune condition sur la bonne famille (Fj) n'est néces-
saire. L'étude des supports uniques est moins trivialee

7/ LN
THEOREME 3.2, - Soient E un espace localement convexe complexe, et (Fj) une

" bonne famille telle que E! soit dense dans E' pour la topologie forte B(E' , E}

Soit T = (Tj) une profonctionnelle analytique sur E gui est portée par une par-—
tie bornée B de E . Si chaque Tj admet un support convexe compact uni

alors T admet un support convexe fermé et borné unique.

*
DI . . - . . . = .
emonstration Soit KJ le support convexe de Hj « Donc Pr. HKA £ Hﬂ (B)
ety en posant h (n (c)) = Hk (g)y C € ES s on obtient une famille de fonctlons

convexes et posltlvement homogénes sur n (E') c E! » qui est de plus croissante

pour l'ordre de J 5 en effet, p, = ° njf si 1gd et, en prenant la régu—
T, " Pr, ° i

larisée supérieure dans les espaces Ei et E% respectivement, on aura

* ¥* j*
Pp, SPp, ° 7y ¢
i 3

Dtautre part,
*

*

hi ° "j =B}‘Kj SHnj(HB) =Hé ° "j ’
ce qui montre que la famille (h ). est majorée par Hy « La limite h_ = 1im hj
existe donc quand Jj tend vers + » pour ltordre dans J , et h est une fonc—
tion convexe, positivement homogéne, définie dans E; et majorée par HB » Donc
h& est uniformémént continue sur E; pour la topologie sur E' définie par HB ’
topologie plus faible que g(E* 4 E) « La fonction h°° admet un prolongement

(unique) & E' , noté h . Considérons
L={zeE; Reg(z) gh(g) pour tout ¢ €E'} ;
c'est un sous—ensemble convexe et fermé de E et comme h g HB on voit que L
est contenu dans l'enveloppe convexe et fermée de B , d'ou L est borné.

Je dis que “jﬁlj 2 K3 gy d'ou. L porte T « En effet,

*
H’K =h. o J ho'rr H]Lon—Hl (L)’

Il reste 3 voir que L est unique : soit M un porteur convexe, fermé et borné
de T . Il stagit de montrer que M contient L . Comme M porte T , nleS
porte Ej ¢ donc n32M5 2 Kj pour tout j « En prenant les fonctions d'appui, nous

avons

*
B e my = g 2 TRy T



d'ou
HM.;>lim.hj =h_sur E! .

Comme M est borné, sa fonction d'appui est uniformément continue pour g(E', E),
topologie pour laquelle B; est dense dans E' . Donc HM:;.hi==Hi partout dans
E' et, finalement, M2 L , ce quli montre que L est le seul support convexe

fermé et borné de T .
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