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THEOREME DE CAUCHY-KOVALEVSKY' ET THéOREME D'UNICITE D*HOLMGRE N
POUR DES FONCTIONS ANALYTIQUES D'UNE INFINITE DE VARIABLES

par Bernard LASCAR

4
Qe Enoncé des théorémese Notationse
MNWMWWNW

Soit E et F des Banach réels. On note PJ.(E s F) 1les polynSmes continus ho-
mogénes de degré j sur E 3 valeursdans F 4 On a

en notant & le complété pour la topologie II o

Soit A € Bj(E s F) , espace des formes j-linéaires symétriques continues de E
dans F 4 on note

Alx, g = g X, )‘ (X o s X
14 = su pxmw,)sei "Tx:]m oee “x ”u &t “A“ = SUPye & j .

Bl

On sait que 1'on a (voir NACHBIN [7]) s

1] < 1< S0 -

Soit U unouvertde E , et £f: U->F, Ondit que f e U, F) , espace
des fonctions R analytiquesde U dans F 4 si, et seulement si, V¥ Xy € U 3r>0
tel que ¥ x € B(xo y T) 5 la série

f(x) = j=0 J(xo) (X - X )

converge uniformément dans B(xO sy T) vers f et ou fj(xo) € Pj(E s F) o Cette
condition implique que f admet un prolongement holomorphe dans un voisinage U
de U et donc que lton a

||13j f(xo)“/j! = “%(x&“ < p'j C avec p>0, ¥ Je

Réciproquement, cette inégalité implique la convergence uniforme dans la boule

1
B(XO,I"), r'<'p".

On dira qutun opérateur différentiel sur E est & coefficients analytiques dans

U g1i) stéerit
P(x y D) u = j=0a(><)D u 4 ol a(X)ea(‘u R (P(E)) ) 3

le dual (P (E))r de P (E) est muni de sa topologie forte, il est clair, dans
ces cond:.tlons, que P(x s D) agit sur les fonctions C™(U) (Fréchet différentia—
bles), et applique gk (u) dans C (u) .

THEOREME 1e = Soit S wune hypersurface analytique ; soit Xq € S et ¥4 un
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voisinage de X, e Soit P(x 4 D) un opérateur 3 coefficients analytiques dans

U « On_suppose que S est non caractéristigque pour P en Xy * Alors le probléme

de Cauchy

{P(x N D) u=f
., .3 .

(S%) u=¢ sur S, Ogjgm=1,

a une solution analvtigue uniqug dans un voisinage de Xy pour. fealw,

(:?i e WU nS); /oy représente um champ de vecteur analytidue fransverse a S
. .
On suppose maintenant que l'on a E? s> X <E5 E avec les hypothéses de [4],

on a alors le théoréme dtunicité sous la forme suivantes. Soit P(x , D) un opéra=-

teur différentiel sur E qui s*éerit
P(x 4 D) = 2;=O aj(x).DJ u avec ay € a(u , (Pj(E'))') s

ce qui signifie une hypothése restrictive sur les coefficientse

THEOREME 24 - Soit S wune hypersurface de classe Cm+1 de E . Soit P(x , D)

N

un opérateur a coefficients analytiques dans un voisinage U de Xy € S , on sup-

pose que S est non caractéristique pour P en Xy &t que
P(x 4 D) =Z?=O aj(x) DY avec aj(x) € a{U » (Pj(E'))') -

Soit u e K'(¥) (voir [5])

~ P(x y D) u=0 dans U

- u=0 dans S nU, alors il existe V< U yvoisinage de x, tel que u=0

dans Y .

On remarque que ce théoréme s'applique en particulier aux fonctions de c™(w .

1. Théoréme de Cauchy-Kovalevskye

Nous montrons d'abord une forme plus particuliére du théoréme dans laquelle S
est un hyperplan fermé de E , que nous noterons H , d'équation t =0 , de sorte
que

E=RH’ x=(t'x'), tER, X'EH, XO=O
et
= Jsk DYk pd oy adek '
P(‘x 4 D) = ch-j-o-kgn a (X) (at) va u 9 ou a (X) € d(‘u 9 (PJ(H)) ) L4

H , non caractéristique peur P , s'exprime par ao’m(O , x)A O pour x'e UnH;

O,m=1 ,

an supposera donc a ¥ x € U4 ce qui n'est pas restrictif quitte a

diminuer U «
Soit f € A(U) , on écrit

£(x) = 2,

' r N
5 rel fj’r(x ) £, ol fj’r € Pj(H) :
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alors, 31 L Elgf tel que ”fjr“ < 13+ géveloppement de Taylor en 0 e U.
Soit cpjed(\?) s ¥ =UnH, 0<jgm=1, on écrit
@ (x) =Z£d\] cpg(X') ’ cpg € P‘z(H)
j WAL ~
et 3 M> 0 tel que ]]¢£[[s y O<igm=To
On écrit également 3
Jik Uy al’k(x') tP avec ad?¥ e ?z(H N Pj(H)') .

LeP LeP 4 9P
et

3 +p+1
321 < W

Le théoréme 1, énoncé ci-dessus, prend la forme suivante.

/ \
THEOREME 1, =~ Soit P(x , D) un opérateur différentiel a coefficients analyti-

gues comme dans [1] tel que l'hyperplan H ne soit pas caractérisiique pour P ,
alors le probleme de Caushy

P(x y D) u=¢£
{g‘?;)j w(et 4 0) = (1), Ogigm~

a_une solution analytique unique dans un voisinage de z€ro.

Démonstrations — On va montrer que le probléme a une solution unique en séries

formelles puis que la série formelle converge dans un voisinage de O

On écrit
u=2 u {x') t? avec u _(x') € P (H) .
Zp 4P 4P &
On a
2k pd - 3 p-k !
(at) Dy u zﬂup D+ uzp(x') £ -—-p——T(p Y
avec
j [ J = ! 'z-j 3
D34 uzp(x ) h -(J&_{-Tﬁ-!_u,ep(x s h7)
dtou

=2 . > dakeyry | pd ppt=k ' - R
Pu Ogj+kagm 4 spekt op? aZ:P\(x ) x? u.@'!P' ¢ -(_p_'p-:m Zj,r fj,l‘(x ) £

Ory pour j=0, k=m, ona ao'm(x)=1 , dtol

5 ) o+ mdl .p_
op Yypm™*) o1
= 1) f ~ jkpd L (' + KL
Zj,n fj;r(x ) Zk<m Zz.p.z',p' %p xt Ygt,ptek p*! *

Or on a

dtol, par récurrence sur p , on voit que la forme ci~dessus permet de déterminer



d'une maniére unique les uz p pour 4 €N 4 peN 4 yetona:
[ ~~ ~

LP._)_ = £, (xr)

=iy (x+k)1 g™
ziKm,J AL TRV ARe e L AL q(x ) u " +k(x' o) ol (e"=3)t °

On va montrer que l'on peut choisir M1 et N& de sorte que

pl /z.! p! :
Pour O<pgm-1, cela est évident ; et supposons qu'on ait vérifié cette iné-

galité jusqu'a l'ordre p+m -1, il faut alors mentrer que
4 L p!  (4+ptl yemgel p-m T 21+l =4t Tak-p-m
() 12T e b ke 20 saar LI

Mar+k)! (r+k)! "y 1 !
oM (r+k) ! ¢! (e"=3)1 fpfg*m5l

2 p+m

aveg
Fq+T=p
Lit +4" -3 =14«

On a utilisé le lemme suivant.

IEMVE. - La forme 4 linéaire symétrique associée au polyndme

9 »er""' j - 1
Xt - a:(,, q(x ) u "r+k(x ’ .) P,?,(x )

vérifie

1P < uign zidl I205gl o

Preuve du lemmee = Soit x% g = g xﬁ,, X'g*+m y =9 gz +0"—j une famille de 4

vecteurs de H j on note que j
1
Pz(x%woxp "-‘E‘,:'Z a(x (1)9*-")( (4! )) (h =»>u, n(h'"’shox (g1 +1) T u " )))
et donc
o T ..
‘pﬁ,(x?’m’xﬁ()' <71 2, z(supy’ll'm’yfﬂ ““y1“ mnyz'“ (Pj(Hl)) )
%t gl = 1% gyll % lgull > 1% e vayll = 1% (g raguag)ll <

D'ou le lemmee.

On constate que 1l'on a

2! pt (g" +x + k)i
(0 +p+m)i ! (g" - j)! S

et comme pour vérifier (*) il suffit dtavoir

4L p! L4p+1 =4=1 —p-m |~ LVl J=gt L r+k-p-m
2 e rE SRR Mt .
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On choisit M1 et M, assez grand pour que
Lig+1 , Lyp ,~=m _ 1
(==) (=) <5
W, K Y2 2
et

2! (M )z' (AZ

ce qui est toujours possible, et pour réaliser (¥) il suffit maintenant d'avoir

az_ 1@“W %

ce qui est possible si on choisit Mz assez grand par rapport a .M1 .

Remarque. ~ Le rayon de convergence de la solution ne dépend que de celui des
coefficients et des donnéess

Regardoné maintenant comment se transforme par difféomorphismes analytiques notre

condition sur l'opérateur P(x , D) e

Soit

= g j t
P(x y D) u §§%O ajﬁx) DY u avec aj(x) € (Pj(E)) .

Nous dirons que la surface S = {x 3 o(x) = ¢(xo)} est non caractéristique au

point x; si N=g¢ (x ) €eE* , ona
a (x)) NeN@-@M £A0.
Vérifions que cette condition correpond 3 la condition donnée en (1) si S=H,
On définit un isomorphisme & PB(E) sur [P (H) de la maniére suivan-

4=0 £

S

te s u-> (uz s 0<4 <3) pars
w (x1):= u(ed™ , x1)
et on a

J j! Jre
u(t 4 x') = ZZ=O ZT-(*l-fZYT t uﬁ(x') °

Par cet isomorphisme, on fait correspondre a DJ u les Qﬁ%)k Di, u pour
4 + k=3 « Par transposition, on a une bijection de

v = o (RyE)Y sur TH (R, (H))' .

On suppose X5

a E=R e1$C)H somme directe topologique § l'applicetion

=0, on pose H = ker ¢'(Q) , hyperplan fermés Soit e, £H, on

a s a(x) = (p(x) = ¢(0)) ey +x' si x = te, +x',

est un difféomorphisme analytique dans un voisinage de zéro qui transforme la sur—

face S en lthyperplan t =0 o Soit u € a(U) o on pose Vv =1u o ardls on a
vedt avec U= q(ll) o

Si U est assez petit, on pose
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Qu(y) = Pu = P(v o o) =5 a.(a”(y)) D3(v o a) »

3=0 %3
or
Dvea) =, LN b’k o
o wledgdhotd =5 KT 3,1 3,1 Y oy e ol e
Soit

33 D(v o a) = %L, a3 i) DX v(y) avec sl (v) e (R(EN",

défini par

-1 5 il B9 e
! = -
2k v =a @) (2 s T gy k@B e Ta R ).

Seule nous intéresse, en fait, la partie principale de Q qui est
m el =i
ally) DV v avec ally) v, =a (o (v)) (v oDale (v))) pour v e P (E)

et on note v_ e Dy 1'application h -> vm(Da(a'1(y)) h) « On a donc

2,(0) (N@ @) =at(0) ((Ne oM + (0a)”'(0))
ety si on écrit h=te, +h' ,ona
(N (0e) ™" (0) 1) = ¢
et
(D) (0) k = e(p'(0) ;) e, + k' si k=oe, + k' ;
donc si ¢*(0) e,=1,o0na (Dy)(0) = Id , et donc
¥ (at(0)) = 3 (0) (Vo8N A0,

ce qui signifie que si S est non caractéristisque pour P , alors Ymgaé(o)) qui
représente le coefficient du terme (S%)m dans QO 4, D) est non nul, donc on a
la condition du théordme 1. Si =2(x) est un champ de vecteur analytique trans-
verse 3 H en 0, c'est-a-dire N S%(O) # 0 4 il est clair qu'on peut trouver un

difféomorphisme analytique dans un voisinage de zéro B(x) tel que
B'(x) 55(x) =%

8(x) conserve en outre la surface t =04

THEOREME 1%s — Soit S une hypersurface analytique, et soit P(x , D) un opé~

rateur 3 coefficients analytiques tel que S soit non caractérisiique pour P ,
alors le probléme de Cauchy @

P(x ¢y D) u=f dans u
(S%)Ju=<p3 sur §, ugjgm=1

a une solution analytique unique dans un voisinage de zéro par des données analyti-

ques, S%» étant un champ de vecteur analytique transverse a S

Nous allons maintenant donner un résultat d'unicité qui est analogue au théoréme

d'Holmgren. Ce théoréme utilise une transposition des gpérateurs j en dimension
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infinie, nous utiliserons la transposition par rapport a la mesure gaussienne et
donc nous devons nous placer dans le cas plus précis de [5] et [6], dont nous uti-
liserons aussi les résultats géométriquese Il faut souligner également que nous
serons contraints de faire des hypothéses plusrestrictives sur les coefficients,

que celles du théoréeme 1%,

On considere un triplet E? ¢—l-:> X C-E'-’ E 3 E et X sont des Hilbert, 1 et
i* sont des injections a image dense, et sont radonifiantese On désignera par
la probabilite de Radon sur E , image par 1 de la mesure cylindrique gaussienne
centrée de X o On désigne par @ les produits tensoriels projectifs et par &
les produits tensoriels hilbertiense ||¥| , x| , [[4|' désigne les normes des es—

paces E , X , E' .
Au théoréme 1, on avait

P(x , D) =Z?=O aj(x) DI u

ou ay € a , (PJ.(E))') y OU Pj(E) o~ (@j E)? (Pj(E))' dual forte

PR sz . (oe] , . s . N
D'une maniére plus générale, si u est C , Fréchet différenciable sur E a

valeursdans un Banach F 4, on a
J ~ 2
D uer(E,E) s‘:h(QjE , F
isomorphisme topologiquese
Nous aurons besoin de faire des hypothéses plus restrictives pour obtenir que

* N 2’ ~
P (x 4 D) 4 adjoint de P per le produit scalaire de Li s est un operateur a

coefficients analytiques de la forme ci-dessuse On prend

P(x 4 D) = 231:0 a.(x) DI u avec a; € a(u (P.(E'))') .

3 (x) DA u est defini par 1'action de a,(x) € (P.(E'))* sur la restriction a

E! xB' X .. X E' de l'application j-linéaire D9 u(x) qui est bien E'-continuee

Nous avons besoin du lemme suivante

LEMME 1e — Soit l'applieation x => exp(-% 1x[°) de E' = R qui est diffé~

tentialkle, on peut donc définir, pour x € E' ,
j 1. 2 j 1, .42
Hy(x) = (= 1) (exp(z [x[D) (7 exp(- 5(x)7))

qui est dans PJ.(E') » 2lors l'application x -> Hj(x) de E' —» Pj(E') se_pro-
longe par continuité en une application E > Pj (E') qui est analytique.

Démonstration du lemme 1. = On a

. H.(x)
exp("';' |x + h|2) = exp(~ %33(12) Zj (- 1)3 —li-i—h pour x € E' , h eE!

d'ou
ﬁ:_j;ll.)iH ( ) h
j+1

?1111‘} Izi =iy EC (GXP(("' 7- IhIZ)/?. Z(X[h)))/g dz, x €eE' , heE’
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Le produit (xl-h) désigne le produit E' x E qui prolonge le produit scalaire
de X . Doncy pour x € E , l'application h => (xh) est continue sur E' et
donc, si X, € Et* , X -» x dans E , alors Hj(xn) h convergeant uniformémgnt
sur la sphére unité de E' , limite HJ(x) h , qui est aussi un polyndme de d~ j
sur E' , Montrons que cette appllcgtlon est analytique sur E & valeur dans %(E'),

soit DX H (x) y est
h > T—-Z—-;T 5 (¥) iy B)

pour yYeE, heE', pour kgJj, smon, et on a donc

“D HB(X)”Pk(E,Pj(E')) <SG - kSz ”Hj-k(x)"Pj_k(E') .

Ceci achéve la démonstration de ce lemme. Nous avons alors la proposition suivan-
te.

PROPOSITION, - Soit ay € a(u 5 (Py(E'))') 4 alore
(*) divj(aj u) = ch:O bk(x) DX y avec bk(x) e AU o (Pk(E'))')

et

——

by (x) = Zi;g G :ijc DT ki 1) tri(Di ay(x) Hy o ;(x))

Démonstration. — La démonstration se fait en deux parties, nous allons d'abord

montrer que bk(x) défini par

-k 51 k+i
230 Gok-Drk it &1

est dans d(U , (Pk(E')}‘) s puis que l'on a effectivement

’c.:r:i(Di aj(x) Hj_k_i(x))

o\:l.vj(aj u) = Zijc=0 b (x) pk U e

Soit veP (E:') , nous allons montrer que |b (x) vl C ||v“P (Er) » @ qui mon-
trera que b € (P (E'))* . Comme en vertu du lemme 1 on a Hl ke l(x) € P ke l(E'),
le produit v x H (x) e P (E') , dtautre part D* aJ(x) € E(O E ’ (P (ED)M,
et on peut donc deflmr D' a, (x) (H 1(") v) comme élément de

f(@i E, (B, (EN)Y)
par
ue Pi(E') : u->D 3 (x) HJ ke 1(x) (vua)

car H. vu € Pj(E') o et donc ¢ h ®i E , on peut définir

J=k-1
(Di a,(x) h 4 H vu)
J * ik (Pi(B'))'xPj (E®) *
et cette application est bien continue, car

i
SUp & [(0* a,(x) h H, s vu) |
he@iE,uePi(E') J ? kel

“D 5t “ﬁ(Q E,y(P5(EM))Y) HV“P::(E') )
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Soit v = D% 3 (x) (HJ ke 1 (x)v) 5 ave B(C) E, (P (E'))?), on définit enfin
tri o comme la trace de l'application

BV ¢ BV =qav o @ij

A~

~ @oj 3 )
Bv s (0, B > (9; E —F (R, (EV)' = ((O; E" &
Or comme l%*injection E? 2 E  est nucléaire (comme composée de deux Hilbert—

Schmidt), l'application pBv est donc nucléaire, et on a

BV € (\®i E')’ @ (©i E')" 9

et tri Bv est donc lfimage de Bv par la forme linéaire sur

(O, E)" 6 (&, ED"

correspondant 3 la forme bilinéaire continue de dualité entre ((:) Et)r -~
(((:) EDH( ) Finalement v -> tr, (av) est une forme linéaire continue sur Egﬁ),
donc un élément de (PkCE’))' que l’on note tr, (D a; (x) H i(x)) § donc,

v x ey, blx)e (P(EN)

le fait que la dépendance en x soit analytique résulte du simple fait que l'on a
composé, pour obtenir bk(x) , des fonctions analytiques en x a certaines appli-
cations linéaires continues, soit bk(x) e a(u , (Pk(E'))') « Il faut maintenant

justifier cette expression de b (x) 0

Supposons choisie une base orthonormale de X(e, ) eN comme dans [5]e On note
6 5,
e6 1'élément de Pi(E') associé au polyndme k € E’ - k.]1 e k = b ’ |6I =i

si § = (51 g3 8,040 .) s on Lote que “eb”P (5,) < 1/ad . Te méme,

e, € CDj‘E R
et on note
(-5%)6 a(x) =D a(x) e, pour a(x) e Ci(E s F)
L'élément DV aj(x) € fﬂ((E}i E' , (Pj(Ea))c) stécrit
Di = 2 . .b_L'_ 28 5
ag(x) = 21 1o o o © (5% 23(x)
ou la somme converge dans P.(E') é (P.(E'))' o

Le fait que cette somme converge dans P, GU) 8 (P (E*))® =résulte de ce que
A 2 .
”eG“P (E') 1/3 “( )° a, (x)”(p (E)))r < < C/a ’ et que Z W& $ ¢ o, la li-

mite est bien pt a; (x) car, si k e E* ,

lﬁll ké e

_ <9 _
k=2 4 ke 0 @35 K=2|5|=1,00n £ini 51

et donc

D 5,00 k=T e 1 R o) =T B | @ DGR 2yt

*
(') Voir la note page 14.
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, . ! “ s ’ N
Bvw st'écrit donc Bv = 2'16 |=1 lg—,L e ® 0, 3 OU Gy est 1?élément de (P, (E*))"

déterminé par
ueP (B) > q(u) = G ay(x) [y () ) -
Donc
tn, Bv = Zlﬁ |= .Lg_'ll (é-?c-)s aj(x) (Hi_k_i(x) v e-a) °

On remarque que lorsque a,.(x) est cylindrique; ayant pour base le sous—espace

h)
vectorlel, engendré par q = {e 4o s @ } » 9 projection orthogonale X => X _,
0¥ =Ty (xleg) ey, 2 (x) = jcc(xn A (T S R P
trl(av) stéerit @
_3 lalt ays .
st (Bv) b lo =2 61 5 )8 () (Hy (0 v oe)

Soit Xy € E , on détermine un voisinage V de x. tel que

(0}
sup_ v “Dl aj(x)” <C, Qgigm,

4 support dans V , ¢ € C;(E.), °
(x) “p(x) aj(x) vérifie supeE”D a‘(x)“ <€, 0Ogigm

2
La fonction a’(x) détermine par restriction aux éléments de O X une fonc—

tion de Cm(E O X) . Ltapplication u e K* -» div, (as u) est continue de K"
dans Km“j d'apres [5]- Nous allons voir que de(a.; u) est donné par (¥) ( a!

remplagant a )e Pour cela, on considére d'abord le cas ou a:'j(x) est une fonction

soit ¢ égale @ 1 dans un voismage de Xq

cylindrique de base Xq o Soit u et v des fonctions C: cylindriques de base

X
q

JdWﬁ%u)v®=(~QiIu&)ﬂ&)ﬂv&)%&).

Ecrivant D v = Zlo: (,_ﬁ)oz v(x) e, s ona

! 'lae* oz?

. — i il 9 ]
j d:wi(\as u) vdy = (= 1) Zla l=.’1a,a€3q i—i I v(x) (Bx)a v al (x) e, dv(x)

6 s 38 . - | g .
2l e, oy BTrT [ G2 0300 o, 2P w e G v o

soit |gl=k , h|=j~k-i.tu=i;cmm

pk u(x)— -E—Q)Bue

Bed, NEN B

et que ed=e e e, , 0na

B vy &
(1) (- 1i)j J diw.(a’. u) v dy

- zj"k—l ,L___( 1)k+l

i=0 l‘k'(J k—-].,)' 5@3 9l6|—1 5! j (-’a)5 a’(X)(HJ k—i(x)cqukueS)v dvs

ou on a noté
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(%) o o Lt B () o = ()it o® g3 otx)?)
qa y! Y Y

H, . . = L
J=k=i q Zly |=j k=i ,ye3

est le pelynBme obtenu par
h —>H3~k-i(x) (O'q(h)) = Hj-k—i(cq(‘x))’ (Qq(h)) e
Nous n'avons pas tout & fait obtenu (*), et on a donc

. j j!
Hi(X) = ZJp=O J -p)! p! Hj_p(x) °a H'p(X) ° (1‘ - U)/ ?

3 cause de la formule de Leibnitz. D'ol

i1
Hy(x) o 0 = By(x) = 2 (7o p)T pt Hymp 0 Hp o (1 -0)

Donc

J(S%c)s a:'j (x)(Dk‘ we, H.

8 J—k—i(x) o o)V dy =j (-a-?{)s a:'.l(x) (Dk ue H (x))v dy

5  J=k-i
*Zp;k) Gpj ('a'%)ﬁ a;(x)(Dk u(x) e Hj;-k-—i oo Hip o (1 =g))v dye
Comme:
Hk(x) °og = Hiz(o(x)) s g et }&Iz,(x) o (1 =0o) = H;Z,(Gi ~og)(x)) e (1 =g) »
Pour passer de (*') i (*), il suffit de voir que si p #0 et si
x > )\p(g(X)) € (Pp(E'))" ’

oll )‘p fonction réguliere de x a valeurs dans (Pp(E'))' s alors
[ 2p(x)) (B () o (1=0)) aulx) =0,
vu la remarque ci-dessus, cela est équivealent, via FUBINI, a prouver que
H (x) dv(x) = O pour 0O, A_€ (P (E"))"
[Ap B0 au(x) =0 pour pAO, A e (RED .
Cela résulte des faits suivants : soit op 9 suite de projecteurs orthogonaux

sur feq 3~ ¢} H (x*) = H (x) dans P _(E') & cause du lemme 1 , n=o'n(X),
et de plus ”Hp(x)“p E1) < C(1 + ”qu)p/Q ; il résulte du théoréme de Lebesgue que
p

f )\p H.p(x.) dy(x) = llmm_mj }‘p H‘b(xn) dy(x) »

H Xn ° = Z ! n
p( ) ooy Yegn,ly|=p y! HY(" ) !

il est clair que f xp,Hp(xn) ° o, dv(x) =0, car p# O . Mais
H(x"
I lp p(x ) dv

"j )‘p'Hp(O) (1 -'Gn) dv + =1 TP—:L»;)_"@—'J ()\p.Hp.p(O) (1 - gn) H‘(xn) on) dv

~——TT N
0
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comme

lim ||Hip (Q) o (1 = o'm‘)upp’(‘ﬁ',)' =0,

et donc f kp H%(x) dy(x) = 0 « On a donc obtenu (*) pour ag(x) avec u , Vv et
a5 cylindriquese

Soit maintenant ag(x) € C%(E R (Pj(E'))') quelconque, considérant les
i . i n
agn(x) = a:'j-(cn(X)) s D arj’(x) = (D ai),(x ) oo, s

on voit que

i _,n _ s |1 ) n
D™ ay (x) = 2|y e .:.g.!L 0 ® (530 23 ()

et donc

txek, [t et < [Ip* 23y

P (E*)O(Py(E))" P, (EV)B(Py(E"))®
puis que

pl 21%(x) - Dt at

IP™ a3 (x) aj(X)uPi(E')é(Pj(E'))'

(% 5 = | at(x) =Dt at ()| .
< C( Géan a26 +-"D aj(x) D aj(x M'E(<:>i?’(P5‘Ej))'))

La continuité de ai(x) et le théoréme de Lebesgue permettant de passer a la
limite, et on a

s s s k+i ;
[ asvyar wv ovtx) = B Ay [ e, 07 e300 (0 D* u(x))v dv(x)

pour u et v cylindriques.
On en déduit aisément que si u e K*X) , O <jgm,
. j k
] = ] )
(*) dlvj(aj u) 2%;0 bk(x) D™ u ,
ou 1l'égalité a lieu dans L? pourvu que
ai(x) € Cﬁ(ﬁ ’ (Pj(E'))') s SUPP as(x) c partie bornée de E ,

car dans ces conditions les deux membres de (*) représentent des applications con—
2
tinues de K" dans L%,

On en revient maintenant a aj(x) e a(U , QPj(E'))') - Soit x5 €E , on détermi-

ne x5 € V. comme plus haut, ¢ = 1 au voisinage de Xy € W, supp <V, soit

uel(m(W)p
Pour un prolongement U quelconque de u & K'X) , on a @
j 2
. ‘~=J N k ~
dlvj(ajlu) §£=O bkﬁx) DU dans L (E) 3
par restriction & W , on obtdent

] 2
divy(a; u) = 5 b (x) DX 4 dans LE(W), .
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Dtou la proposition suivante.

PROPOSITION. $i P(x 5 D) =2;‘=0 a(x) DI u avec ag(x) € alu, (P4E)Y) 4
alors ‘

®p(x , D) = 5 b (x) D u aves B(x) e alu, (P(EN,

et on a
by (x) = B errrrteyr (-1 ey 00 2,00 By 5 00) () = (= 1) 2, (0)

La proposition ‘montre que, moyennant une restriction sur les coefficients de P
(on impose en fait que P agit sur les fonctions qui sont seulement E~différen—

*
tiables), alors l'opérateur P est de la méme forme que P .

On peut maintenant énoncer, et démontrer, le théoréme d'Holmgreene

THEOREME 2. - Soit S une hypersurface de classe Cm+1 de E o Soit P un opé-

rateur 3 coefficients analytiques dans U , voisinage de Xq € S

P=3, ad(x) DI avec oF ef(u, (Py(E")"Y) 4

on suppose que S est non caractéristique pour P en X, . Alors si u e K® @)
vérifie

-P(x y D) u=0 dans U
{- =0 dans S" nU

alors il existe un voisinage ¥ de zéro tel que u =0 dans V¥ .

Démonstration. — La démonstration étant classique, nous nous contenterons d'en

donner les arguments principaux. Quitte a restreindre U et 4 remplader S par
une surface osculatrice Xq 3 un ordre assez élévé, on peut supposer que S est

une hypersurface analytique, l*application

3§ ¢+ E->»E définie par '-t = ¢(x) - ¢(0) - “qu
t‘.y' =

est un difféormorphisme analytique qui transforme E en un produit E = R x E1 ’
et S est tranformée en la surface t=“x'" » OU l'on a choisi E, = ker ¢ 1(Q) et
X=X, e, + x' avec @'(O) e, = 1 « On peut supposer également que le coefflclent
du terme en ( ) de P est égal & 1, que u est nulle dans V n {t < |x'|| },
et que Pus= O dans V o D'aprés la remarque a la suite de la démonstration du
théoréme 1, et d'aprés la proposition, on sait que 1 hO > 0 tel qu'il existe W,
voisinage de zéro, ou le probléme de Cauchy

r P(pao
i Dj =0, 0<Jc<g m=-1 D$-1 @=¢ pour t=h

a une solution analytique dans W , pour tout h < hO y €t pour tout ¢ fonction
entiéres On sait, dtaprés [6]y que {ux'“ = t} est localement une X, = ~C° sur—
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2
Op ={xeBs |x"<t, t<shl,

aohg{'!l‘xyuzi____t ’ t<h}u{t=h} R

N "-\/—‘J
r! r
h n
dop, @ une mesure de surface "gaussienne", qui sur Fh est la mesure gaussienne de

lthyperplan t=h «Ona ue KW(V) , mais de l'hypothése u = O dans

Va (tg =%y,

on: a.
Joh Pu ¢ du "Joh u t"tp A =frh‘¢(y) u(y' , h) dr=0,

car les traces de u et de ses dérivées sont nulles sur TI'' , et que, sur rh
seule, Di @ est #O o Prenant pour ¢(y') les fonctions y (y') = L - Y qui

Y
sont telles que Iﬂvﬁy)l < ”y“z L= }YI s les problémes de Cauchy a

=0

Yn

. 1

t

ont une solution obtenue en résolvant

]

).Divh(t.x')w, Osism, DBy y(t,y) =y ly) s t=0.

tP(t +h, x', D ) (t s X!) =0

Comme les coefficients bh(t e X) =b(t +h, x) de 1'opérateur Y yérifient:

I 1 = orr G2 oy b(ny O %P, ¥ hghy

Donc Vi (t,y)= z a9 h'Y(Y) t3 ou “V 'YU s pb*a y ¥V hg ho.’ Vy o donc
® solutlon de. QYh s ot , Y) =v, (t-h, y) est analytique dans un voisinage
de zéro indépendant de h , y , ses coefficients en zéro vérifiant des majorations
indépendantes de y et de h pour hg h6 ¢ Il existe donc W voisinage de O
dans lequel tous les ¢ € Km(w) ,. €t on obtient pour densité des polyndmes u = 0O

dans W! o

NOTE aJoutee a la cerrection des épreuves., - Comme on ne connait pas le noyau de
1'application canonique P (E") @u(P (E'))' > ¢ «:) E', (P (E"))) ( el (E* , F)
espaces des epérateurs nuclealres E = F ), il faut définir expllcitement ce que

nous entendons par trj o L'injection ) ¢ E' = E est nucléaire, ) =1 o it

s ON
a le diagramme

il
E' & X & E

Sl

X
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ol j est Hilbert-Schmidt positive et oﬂ‘ 4 et 4' sont ismmétriques. Utilisant
la décemposition spectrale de j*j , on détermine des projecteurs orthogonaux dans

X . Pk‘ X —> Vk ’ Vk est de dimension finie, et contenu dans E' . Si A dési-
gne la valeur propre associée @ Pk ,onal = Zk P+ P €EQE, Zk Ay dim V) <+ o
Mais Z P converge dans E ® E , et représente donc A =1 o i' .

. A =2 P, @ eeo ®P
@ kyporosks kg K.

J
dans E(@ E! ,@ E) , mais Pk ® see ® Pk est un opérateur de rang fini
1 3
@ E* -—>@ E,etdonc P ®e:e ® P  est représenté d'une maniére unique
J

par un élément de ® E')! ®® E . Exprimant par exemple P = Zleq( e; ® ey
on obtient que Pk ® see ® Pk est représenté par
1 3
ze 45 (e, ®---®e£)®(ez®o--®ez).
1 q( ’OOQ’ ak 0} 1 j

J
or
PR £
"e'[""l. ® eee ® esz@jE._ 11 cee xj
: (x,(ey,)) (x;(ey.))
- NN 2 TR A £ 1 L
”ez1 ® see ® ezjl)@.ﬁ')'- Supx1,...xj ”x”lt . ij”. l S Ay oo )‘j ’

d'el H)Pk1 ® ese @ P k H oo )y (dim Vq) o (dim VJ.) , et soit s

jE") a@@ g S M
. = eve . = t % 62 . E .
®J A %(1""’kj K ® ® ij converge dans (@J E') @@J
Par 1 S tri p =%t p P, o
ar lestenseurs symétriques, on note P =% ;(1,...,k e P, ® vee ® ks ol
a = {(k1 g soe k ) e NJ tel qu'il Yen ait =», égaux a 1, ay égaux 3 2, etc.}
P est un operateur de rang fini ¢ : C E' —> b E et est donc représenté uni-
quement paT un 1’ € (@ E")* ®(C E) et 7= Zl =3 1/t P’ converge daas
(@ E')" ®@ E » car
lﬁ"“ ” @ eso ® ” si (k Xy} k.) el
ky ks e 1! '3 o
Q =) @ . (O E') @ E

de plus 7 represente 1'opérateur @ A et s ecrit dtailleurs

’

L p .
T la|—J T e, e ( e; base hilbertienne associée aux Py )

Soit u e S‘Z(Oj E, F) , F espace de Banach,
Id . suee((D. BN &L, E, (U; EN'OF)
AN-IAY J J J
©4E"

et donc (Id @ u)(r) € (@j BV S F .S F=(Py(E")

(Id & u)(r) € P, S(E) ® (PS(ET))!
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A
on pourra ainsi poser tr3 u=tr((Id ® u)(r)) , ou tr est associé 3 la ferme
hilbertienne de dualité Pj(E') X (Pj(E'))' .

(1]
(2]
£3]

£4]
L]

Gl
L7
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