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INVARIANCE PAR DIFFÉOMORPHISME D’ESPACE DE SONOLEV.

ESPACE DE SOBOLEV D’UNE VARIÉTÉ. APPLICATIONS

Bernard LASCAR

Séminaire Paul KREE
(Equations aux dérivées partielles
en dimension infinie)
2e année. 1975/76, n° 7 , 23 p.

Cet article est la suite de l’exposé 11, en trois paragraphes, du Séminaire P.

Krée, 1974/75. Nous en reprenons l’essentiel des outils et des notations. Nous ren-

voyons donc le lecteur à ce texte, ou encore eux article s [10] et [11].

4. E spa ce s K~(0) ~ ’

Dans cette partie, o désigne un ouvert quelconque 

Définition (4.1). - On déf init l’espace comme l’espace vectoriel quotient

de Ks(X) par le sous-espace vectoriel N c (v e supp v ~ C°}.de K (X)- par le sous-espace vectoriel N. (v e 1.. (X.); supp Bt C C°}.

On déf init comme l’ensemble des restrictions à 0 des fonctions de
--

PROPOSITION (4~1~ - K~(0) est un espace de Hilbert muni de norme

Démonstration. - Il suffit de voir que N est un sous-espace fermé dé 

Soit v e avec v ... v dans et supp conne pour toute
n n

cp e 

on a supp v c C~ .

PROPOSITION (4.2).

appartient à on définit une application linéaire continue

u ~ 03B6u de KS(0) dans KS(0) par passage au quotient.

(ii) est dense dans K (~) ..

Démonstration.

(i) est évidente 
’

(ii) résulte du fait que est dense dans et de la continuité de

la surjeotion canonique -~ KS (0 ) .

PROPOSITION (4.3). - Si t &#x3E; s , a une injection continue Kt(O) ~
~~i 

’

PROPOSITION (4.4). ;:;:. DJ (resp. divj ) déterminent par passage
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au quotient des opérateurs continu.s de K~ (0 ) dans (~) ~ G j X (resp.

KS(O) ~ jX dans

Démonstration. - Etudions d’abord l’opérateur Dj. Le diagramme suivant est
commuta tif 1

En effet, si v e KS(X) et supp v = C 0, on a Rv = 0 et également

car

la limite ayant lieu dans

Pour l’opérateur divj

l’application R ~ Id EUt surjective. Ce diagramme est commutatif, car si

sont les restric-

tions à $ de fonctions alk vérifiant les hypothèses de 1.13. on a alors

P(,x , D) opère continûment KS(O) ~ Ks-m(O).

DEFINITION (4.2). - Soit s entier positif, soit u~L(9) ui vérifie, cour
0 sur on peut

alors définir DJ u ~ LO(O, G. X.) par w ouvert, 03C9 ~ 0, est la

classe des Dj(03B6u)|03C9 1 C = 1 sur un voisinage de CI) et supp( =-0 .

; DEFINITION (4.3). - On définit l’espace pour s ~ N comme l’ensemble des

éléments u e Ù(0) qui satisfont à l’hypothèse de la définition (4.2). et qui
vérifient en outre :
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On supposera que XS( 0) est muni de la norme

PROPOSITION (4.5). - Soit s on a une application continue injective de

~(0)-~~(0) . 
’~ 

.

PROPOSITION (4.6). - Si 0; est un demi-espace de 0, défini par

alors est dense dans s e N ~

Démonstration. - Avec les notations de (8], on note f (0+1) = X ~ demi-espace de
comme 01. est un ouvert cylindrique et que, 

on sait d’après [6] qu’il existe une suite u e KS(X+n) avec

Il suf f it donc de montrer la proposition (4.6) en dimension finie. Mais mmne il

est évident que l’on peut supposer que le support de u est compact, on peut choi-

sir les u à support compact. Comme sur un compact K les normes 

et sont équivalentes, la méthode de convolution avec une suite régula-

risante de fonctions, qui gardent leur support dans donne une suite de fonc-

tions de %À9) qui converge vers u dans 
"

PROPOSITION (4.7). - Il existe un opérateur P de prolongement de Xs(03A9+1) dans

Démonstration. -On définit P sur par

avec

comme dahs [2].~

On vérifie que, si u est XCp sur 0;. Pu est XCm surI:) 1: et
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Pu a également pour dérivées des polynômes de Hilbert-Schnidt. Quant à la conti-

nuité de ltapplication -~ elle est assurée par la multiplica-

tion par la fonction, qui permet d’éviter la dif f iculté posée par le changement
de variable .

PROPOSITION (4.8). - On a et leurs normes sont équivalentes ,

Ceci est une conséquence évidente des propositions 4.5 et 4.7.

Il reste à montrer que lorsque 0 est un ouvert "régulier", il y a. encore iden-

tité des espaces XS(O) et ceci sera établi plus loin, et pour cela,

il faut étudier l’invariance par difféomorphisme des espaces KS..

5. Invariance par certains difféomorphismes des espaces

Le problème de l’image par un difféomorphisme de la probabilité P a été étudié

par SEGAL et par RAMER dans Comme nous avons besoin de contrôler le jacobien

des difféomorphismes, nous ne pouvons pas utiliser des difféomorphismes aussi lar-

ges que ceux de 

On définit pour V ouvert de ii la classe .

R(V) = (A fermée, A ev, d(A, VF) &#x3E; 0) .

Soit V ouvert de Q , 03B1 : V ~ Q , on dit que (y , a) vérifie (I) si 1

(i) a est un homéomorphisme de V sur ii 1: (y(V) tel que a et c~ -*t sont

lipschitziennes Q -~ Q ;

Aj = Id + k , où k(V) c: oN sous-espace de dimension finie de Q’ , et

. (extension à Q de la projection orthogonale de X . sur ON) est une partie
bornée ;

(iii) V j ~? , D~ k(x) ~ C~(V , G j X ~ X) et x -+ (X) 
est

bornée sur V .

PROPOSITION (5.1). - Si (V , ûf) vérifie (I). alors (a(V) $ a" ) vérifie aussi

i!l, et on a aussi (a(V n W) , ~ . ~) vérifie (l) si (V, a) et (W t p)
vérifient 

Démonstration. - Si y = = x + k(x) , on pose

d’où k1(Y) = - k(x) , soit k1 = - k , 03B1-1 , ceci montre donc que (a(V) t 03B1-1)
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vérifie (i) et (ii). Vérifions (iii) j pour cela on va procéder par récurrence sur
~

j . On pose a(V) = V..

appartient à X ~ X et même, compte ténu de l’hypothèse (iii), on a

x . (Id + Dk(x) )-11 - Id appartient à 

mais d’après le lemme 3 comme

on .a aussi

Supposons la propriété vraie jusqu’à l’ordre j - 1 . Comme k1(y) = k . 
on a

n. n

mais

si on note ici DO k1 = Id , on peut écrire, compte tenu de la linéarité,

On a donc

mais il résulte de 1 ’hypothèse de récurrence que oj XJ . en
appliquant les lemrnes 1 et 2 d e (1..1J.. On déduit le résultat cherché pour 

en utilisant le raisonnement fait ci-dessus pour j = 1 .

Comme est évident pour 03B1-1), on a le résultat cherché.

Remarque. i E ]I(V) si et seulement si, e R(V) .

PROPOSITION (5.2). - Soit 9 E HSC~b(03A9), supp 9 C v., t,.I1 03B1) vérifie (I),
on a

~ 

et. en outre.

Démonstration. - Comme supp 9 c V , la fonction g ... a ~ définie sur V, se
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prolonge naturellement à 03A9 , par o en dehors de V .

Le f a it que est XG~ résulte de ce que :

et on en vertu des hypothèse s faites.

On a calculé 
.

a-1. = Id + si P = 11 . on écrit = Id + Dk1 ; il suffit d’utiliser à ce

propos la remarque faite dans la démonstration 
ci-dessus ainsi que la proposition

5~1., et on a :
- . la - 4

PROPOSITION (5.3). - Soit (y 1 a), vérifiant (I) , l’imaqe de la probabilité

dP par l’application a est une mesure de base dP , et on a

Démonstration. - (i) résulte de (112), et même, comme nos hypothèses sont plus

restrictives, on pourrait le déduire du résultat de dimension finie 
d’une manière

très élémentaire.

Pour la démonstration de (ii), nous allons étudier chaque terme séparément.

LEMME (5.1). - L’application x -~ Dj det~Id + Ck(x)) appartient à

- 

Démonstration du lemme. - Soit (e~ ... une base orthonormale de on

pose

Soit P~r la projection orthogonale de n sur on a

d’où

si on a
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Einalement, en considérant les lemmes 1 et 2, le lemme en résulte.

désigne les valeurs propres de Dk(x) , on a

mais

et, d’après (~, :a C &#x3E; 0 , 111 + C , mais comme Dk(x) est à valeur dans

n~ , on a.

Comme V est connexe, on peut supposer que det(Id + Dk(x)) &#x3E; 0 sur V , et il

résulte donc du lemme 5.1 que + Dk(x)) 1 et que Idet(Id + vé-

rif ient également le lemme 

LEMME (5.2) . - L’application x ~ Dj Ik(x) 12) appartient à

Démonstration du lemme. - La X-différentiabilité de x -&#x3E; 12 résulte de

celle de k et de celle de la norme.

On a

D’après l’hypothèse (iii), le terme ne pose pas de problèmes.

Etudions donc D~ (k(x)j ~ Nous avons

Pour les autres termes, il nous faut faire une étude particulière car le produit
scalaire de X n’est pas due forme bilinéaire de Hilberthmidt. On écrit donc
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et

à cause de la remarque faite au cours de la démonstration du lemme 1, et on conclut

Cette considération achève la démonstration du lemme 5.2. Mais comme, d’après (I)

(iii), x - tk(x)) 1 est bornée, la fonction x -~ exp - 12 vérifie égale-

ment le lemme 5.2.

LEMME (5.3). - L’application x ~ Dj exp(k(x) lx) appartient à

Démonstration. - Comme ci-dessus, on étudie les termes Soit 1

Pour chacun de ces deuxrmes, il faut faire une étude particulière.

d’où

Soit

comme plus haut. Soit

pour le premier terme

car

d’où

où est la projection sur ~ * et c’est en vertu de l’hypothèse (ii) de (1)
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que ce terme reste bornée d’où le lemme 5.2, et il e st clair que l’on a également
le lemme 5.2 pour x "~ exp(- (k(x)jx)) ~ La preuve de la proposition (5.3) résulte
alors directement des lemmes (5.1) (5.2) et (5.3) car on a montré également que

j03B1 vérifie, V j ~ N D (B1. 
t Qj X.l- et, en vertu de la proposition

(5.1~~ ~ il en est de même de a ~ Nous avons donc achevé la démonstration
de la proposition (5.3).

Ceci nous permet de donner le théorème suivante

THÉORÈME (5.1). - Si (V , a) vérifie (1). t e telle que supp t 

alors. ? s e R, les opérateurs

se prolongent en des operateurs continua de KS(X) ~ KS(X).

Démonetration. - Si g e il est clair que la fonction

définie sur V et prolongée par zéro en dehors de V , est dans HSC~b(03A9) et véri-

f ie

Par prolongement continu, puis par interpolation, on obtient pour s ~ 0 un opé-
rateur g + g . 01-11, . 01-1 continu de KS . Vu la proposition (5.3), il
en est de même de l’opérateur g ~ g. 01 ,. 01 J-103B1. 03B1-1.

Soit v e on définit un opérateur continu K*~ ~~ KT~ par

qui décrit lorsque v e 

Soit

e t donc

De 

Remplaçant maintenant 03B6 par 03B6.03B1-1, 03B1 par V par V t on obtient

le résultat du théorème (5.1), s ~ R. Pour se débarasser de la f onction de

troncature ,. on introduit les définitions suivantes 

Définition (5.1). -Soit V un ;ouvert de 03A9 ; on définit
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puis

. - . A

muni de la typologie limite inductive associée. On note par Ks(V) le dual de 

PROPOSITION (5.4). - est dense dans KS(V) est l’espace des

formes linéaires u telles que,; V 

Q 
u n .... u dans KS, soit 03B6 == 11 sur un voisi-

nage du support de u, ,e ,alors ,u.. = u et ,un"" U1 

Soit u e KS(V), cp ~ HSC~b(VO), l’application 9 e .... (u ,cpg) est

continue pour la norme de K-5(X) , soit pU e Réciproquement, soit l une

forme linéaire sur telle que cpt e c’est-à-dire 9 e 

tO , 03C6g) 1 Ccp Soit 9 e supp 9 c AB t soit cp e 

le à 1; sur un voisinage de A . On a gcp = 9 et donc

donc A se prolonge en un unique élément de K. (V) . 
~ 

_

Si V ouvert contenu dans V , u ~ détermine par restriction à K~(V’)

un élément de K~(V’) noté UJV .

PROPOSITION (5.5).-S~j, (V,a) oui vérifie (I). Chacune des applications
~(~)~HS~(~.~.

prolonge de KS(V) vers KS(V), 9 s ~ R.

Démonstration. - Soit g e supp g c A , soit (. ~ HSC~) , ~ s 1

sur un voisinage de A , ~ . 1 ’ g . a"~’ . g . a son support dans a(A) et

vérifie )jg . $ C~ d’après le théorème (5.1). Ceci permet d’obtenir la

proposition.

COROLLAIRE. - Par transposition, on obtient un opérateur continu 
K (V) ~ KS(V),

noté u ~ u . c tel que (u . 03C6) = (u , J-103B1 03C6.03B1-1) pour 03C6 ~ HSC~b(VO).
Ceci exprime une propriété d’invariance par difféomorphisme que 

l’on va utiliser

pour définir l’espace K~ d’une variété.

6. Variétés X-C~ modelées sur 03A9.

Nous allons définir ici des variétés qui seront les analogues 
des variétés bor-

nées sans bord de R *
~~

Définition (6.1). - Soit S un espace topologique, on appelle carte locale un

couple (~ , s) , où 0 est un ouvert de S , a homéomorphisme de O03B1 sur un

ouvert 0 
OE 

de 03A9.

OE 
’ 

’ 

OE

Qf
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Définition (6.2). -Deux cartes (0 t al et (0,03B2) sont compatibles si03B1

~ O03B2 = ’/J ou si le couple t 03B1 2022 03B2-1) vérifie les hypothèses (,1).

On appelle atlas de S une famille de cartes compatibles telles que S =U03B1 O03B1 2022
Deux atlas sont compatibles si leur réunion est un atlas.

DÉFINITION (6.2). - On définit l’espace (resp. 
des fonctions sur 5 dont le forme locale est une fonction de (resp.

HS~(~) ).

Nous supposerons qu’il existe un atlas fini 5 pour lequel il existe des

cp supp 03C603B1 ~ O03B1, 03C603B1 lipschitzienne ,avec 1 - 03A303B1 03C603B1 Nous ren-
voyons à l’appendice pour une étude de cette condition. Lorsque les conditions ci-
dessus sont satisfaites, nous dirons que S est une variété modelée sur Qw.

DÉFINITION (6.5). - Soit S une variété différentiable sur o. On appel-
KS(5) l’espace formé par les collections u où U E 1.5(0), et

lorsque (O03B1 , 03B1) et (O03B1,03B2) sont deux cartes compatibles (c’est-à-dire que
l’image par l’application 13-1 de la restriction de u03B1 à O03B2) coin-

cide avec la restriction de UT à O03B2) &#x3E; . Nous appellerons u 11’ensemble

des u .

Nous inspirant de )[4~}, nous donnons le théorème suivant..
/ ,

THEOREME (6.1). - Soit CL un atlas fini de S , vérifiant les conditions de’’~’"" ’~-"201420142014201420142014201420142014* ’ 

(6..2)" OE =((~ ~a)) t la donnée pour chaque (0 ~ a) E a d’un u 

avec u ~ i) - 1 ’) sur ~(0 a pour (,0 p ,p) E a détermine un. et

ua seul, élément de 

Démonstration. - On prouve d’abord le lemme suivant.

LEMvE. - L’hypothèse (6.2) implique qu’il existe un atlas U 0 ==S

et des fonctions 03B603B1 OE e n Lip(S.) ’ avec supp 03B6 ~ $ 
OE 

et même 
OE cr OE

telles que 03A303B1~~ 03B603B1 = 1 sur S .

Démonstration du lemme. - L’hypothèse (6.2) affirme qu’il y a un atlas (03B1, O03B1),

U03B1 O03B1 = S et 03C603B1 ~ HSC~b(S) ~ Lip S, supp 03C603B1 ~ O03B1, 03A303B1~03B1 03C603B1 = 1. Soit N le

nombre d’ouverts qui interviennent dans CL , ~ et ~’ nombres &#x3E; 0 tels que

~ T)’ ~
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(sinon x=S , CPJX) ~ 11’ ’. donc 1r = impossible).

On construit ainsi

puisque U~, == S . On pose ~ = ~~ed ~ ~ Ceci 
Soit (03C8, 0 ) une carte locale sur S n il faut prouver qu’il existe LL. uni-

que dans Ks(O03C8) tel que Uj == u03B1 . (03B1 . 03C8-1) sur 03C8(O03B1 n 0 ), on constate d’à-
bord que les u o (03B1 . 03C8-1) sont compatibles. On simplifie la notation en posant
u 

. 

pour UJ 
# 
et u’ pour u 

OE 
c 03C8-1). c Si g e soit

. P == supp g , 03BB e Lip(Q) n X = 1:

au voisinage de F ~ On a

Il faut voir ainsi que si 9 E 3,

Soit F ~ U (supp g ) ~ R(0 ) ~ La remarque ci-dessus permet d’écrire
c~ c~ ~

1 = 1 ~ . c ~. s n 0 )°) au voisinage de E ,

donc

On a donc bien défini u comme forme linéaire sur HSC.co(¿)U}. Elle appartient en
 ~

fait à Ô(o ) , can F E R(# ) , ù Ç tel que = t Îu voisinage de F

W OE cY a
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L’unicité de u est par ailleurs évidente. D’ou le théorème.

DEFINITION (6.6.). - Soit (0 ,a) une carte locale 03B6 ~ HSC~b(S) , supp 03B6 ~ O03B1,
03B6 . 03B1 ~ HSC~b(OO03B1) les seminormes u ~ ~03B6u03B1~s définissent, lorsque 03B6 et 03B1 va-

rient, une topologie séparée.

PROPOSITION (6.2). - La topologie définie ci dessus est équivalente à la topolo-

gie hilbertienne, définie par

où les, sont construites dans le lemme précèdent et vérifient

Démonstration. - Soit’ E et (0 , x), une carte locale. Il s’agit

àe montrer qu’on peut majorer s 
par Bea 0 03B1-1 u03B1~s.

Reprenant la preuve du lemme, en remplaçant les 03C603B1 par les 03B603B1, on voit qu’il
existe ~ &#x3E; 0 et des fonctions supp (x E 0 l ~(x) &#x3E; TI} ,2: --TI = ’*’’

a) e n Reprenant également la preuve du théorème (6.1), on
voit que si e e ,.. au voisinage du support de 03B6 , on peut expri-

mer par
"~ 

A ,

do#c

L’application du théorème (4.1) donne

ce qui prouve la proposition:

PROPOSITION (6.3). - L’espace est dense dans 

Démonstration. - Soit

on détermine donc â E tel que E .

On définit une fonction v E par v = ~ (T~/~~ x p) , il lui

correspond l’élément de K~ (5) défini par les 
.
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car

On déduit ensuite du théorème (4.1.)

-P

Ceci prouve la proposition..

Nous arrêtons là l’étude de ces variétés pour étudier des variétés à bord et, par
souci de simplification, nous étudierons seulement .les ouverts 19 dont l’adhé-

rence est une variété à bord. Il faut maintenant faire remarquer que si nous avons

limité l’étude aux atlas finis, c’était pour pouvoir faire de KS(S) un espace de

Hilbert, ce qui est utile pour traiter de problèmes aux limites, mais cela limite
aussi les exemples. Nous donnerons, dans le paragraphe suivant, des exemples de
surfaces plongées dans Q qui vérifient nos conditions.

7.. Variétés à bord plongées dans Q .

Soit 0 un ouvert on dira que 0 est une variété à bord plongée
dans Q s’il existe un nombre fini d’ouverts (Oi)O~i~N vérifiant :

-. -- ... -....- 1 w

N

Pour 1:  i  N t il existe une application a. : 4. 1 ~ d, 1 qui vérifie (I),
et

O~ est un demi espace défini par 0; =- (x ~ Q ; (x le) &#x3E; 0 , où e ~ 

(iii) Les ouverts Oc, 0., 0$i$.N, satisfont à la condition (H) de l’ap-
pendice. De sorte qu’on peut trouver 03C8, Lip(o) n 

Commençons par donner quelques exemples :

1;° 0 =s 0 N x est un ouvert régulier relativement compact d’un sous-

espace vectoriel ON. de dimension finie de 0’ t Q == Q est le noyau

de l’extension à Q de la projedtion orthogonale X -~ ~; b ,. 0 est un ouvert cy-

lindrique régulier.
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2~ On considère toujours une décomposition de la forme Q = Q ~ soit

ON est identifié à RN: par le choix d’une base.

Soit E e&#x3E;(!;N) t ’E n telle que ,(x’) E [a , aJ = I~R.
On suppose que (x. ~ RN ; 03C6(xN) ~ 03B21} est compact pour un 03B21 &#x3E; 03B2, et que

(D03C6) (xN) ~ 0 lorsque 03B11 ~ 03C6(xN) ~ 611’ 01531i  or et 1311. &#x3E; S . Alors l’ensemble

0 = (x  ’(Xl)} vérifie les conditions (ii) et (iii).

L’hypothèse que 0 au voisinage de I implique que

De plus, ceci permet de construire dans RN un recouvrement de
~

par des ouverts relativement compacts U. , 1 $ 1 s p tels qu’au voisinage de

il. il existe un f difféomorphisme U. -~ avec p . i 1 (x~ = cp(x) .
On posera .

Il est clair que

On construit = e.(x ) - ((x’) ei + x* . Il est clair que est lip-

schitzienne. 03B1-1i(y) = 03B8-1i (yN + ,(y’) e_) + y’ est lipschitzienne sur

a1. est de la forme Id + k avec k(0.) C = =U. partie bornée.
]. N 11B’ J. J.

a. 3. est à dérivées de Hilbert-Schmidt.

et

On a donc vérifié (i) et (ii).

LÎ ~ U. recouvrent U ~ U. relativement compact, U compact. Ceci permet de
111

déterminer des fonctions

1.~ j ~ p avec ~Ô~4 1. , et =1. dans un voisinage 

On posera 03C8 = 1 - CVj (x) de sorte E Lip et supp 03C8 ~ uc. On

pose

on voit que
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PROPOSITION (7.1). -S~ 0 est une X-C° variété à bord sur Q , alors r =8~
a une structure de X~2014e~ variété différentiable modelée sur ~ ~ 1 et les

forment un atlas de r . On notera

Démonstration. - Les applications (03B3i o )(x’) =&#x26; (03B1i . o7 )(0  x’) pour 

(0 , x’) ~ 03B1j(Oi ~ 0.) ou encore x’ e 03B3j(ui ~ uj) vérifient en effet les condi-

tions (I). En outre, les fonctions 03C6j|0393 , 1 ~ j ~ N, constituent une partition
de l’unité X1-C~b et lipschitzienne de 0393, car leur forme locale ’y. sur

~j~ est ~j " ~’~° ’ ~ ’ (0 , x’) e a~(0~ n 0~) qui est

bien une fonction et lipschitzienne sur CL. i ~-) ~
PROPOSITION (7.2). - Si 0 est une variété ~pji ,vérif,ie par exemple la

condition 7.2°, alors r == 30 est une surface au sens de V. GOODMANN [1],
donc r a une mesure de surface o- (de masse finie ici) oui permet d’identifier

à L2(0393, 03C3).
Démonstration. - Pour x e r n === 0 , 0 n ui est défini par 03B11i(x)&#x3E;0.

eQ , car a. est X. différentiable et lipschitzienne, h == k1 si

(Pc~)(x) h = (k~ ~ 0) ~ Soit h = 0) et 1 == 1 implique

(h)  C ; soit

On a donc bien prouvé le premier point.

Pour y ~ u. , on pose~ 
,

N
où g(x) ss (p(x ) - ç(x’ )., est un vecteur unitaire normal en x à la surface r .

Reprenant la preuve de 7,2° , on peut effectivement supposer que, relativement à ~.~
il existe un vecteur e. unitaire de tel que l’application

t 1 x -~ ~(xN) ek + projection orthogonale sur (ek)¿)
soit un difféomorphisme de sur 03C6(ui) avec |~03C6 ~x(xN)| 1 &#x3E; a &#x3E; 0 sur ’U., ce

qui détermine une application x(y~ , .- , y~-) , définie sur t(~) , qui vérifie :
cp(Y1. ’ - . Ã.(Y) , ... , YN) = puis une application

-1
qui réalise un difféomorphisme de 0. = nN-B:u.} sur

i N i
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de sorte que l’application ~. ~ définie plus haut, est obtenue par où

tk est l’application orthogonale qui échange les coordonnées yi et y, 
’ k

Supposons i fixé, et abandonnons cet indice. On désigne par 5 la restriction
de fl à r celle de 03B1 à r ) de sorte que, dans u ~ 0393, r est pa-

par W ~ W = 03B4(x),

Nous voulons calculer la densité dans la carte (r de la mesure gaus-
sienne canonique de surface A l’aide d’un résultat de ù1 EELLS, nous savons
que o est obtenue par

où nx est le vecteur unitaire normal en x . ~(R, , Z~ est la mesure obtenue
à l’aide de la métrique rienanienne sur r 

x 
obtenue par restriction du produit

scalaire de x , ~ est le champ de vecteur obtenu par projection orthogonale de
x sur l’espace tangent 1~ I" * Nous allons, à l’aide du résultat de J. EALLS cal-
culer la densité de ~((~ , Z~) dans la carte (r ~ , 6)/ .
Soit

le calcul est plus compliqué, on obtient :
*

donc

n~ = (6*~(~),) , il résulte des hypothèses que jn.j, $: 1 sur

ô(Ur)r) où M=sup)Dg(,x)) , d’autre part ~(w))~ t(x)e~)) , x=6’~~) est

berne car estrelativement compact. Comme nous avons vu l’hypothèse qu’un
nombre fini de carte (r n U t 6) suffit, on obtient bien = 

,. ~y) .

PROPOSITION (7.3). - Soit 0 un ouvert de Q , a : 0 ~ vérifiant (J),,
9 = ~(X) , s e~ e~ supp g = R(.9) , on a g.. ~’ ~ V 0~ i $ s ,
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on a

ft

P pre sq~ue partout dans G. J X~ .
Démonstration. - Si h E ceci résulte de la proposition (4.e) on peut

-1
également déduite de la proposition (4.5) que g. car g E 

1 A ~ ,t~ . , 

~ 
, , 

.

donc g . 03B1-1 ~ K (O). L’égalité (*) résulte de ce que, si

on a

il

donc D (g. o c/~) est la limite presque partout de D~ h 
n 

o 
. 

a*" ) au moins pour

une sous-suite de hn , mais comme l’égalité (*) a lieu pour h et que en prenant
j néventuellement encore . une sous-suite, on peut supposer que DJ hn tend presque

partout vers 0~ i~j! , in a l’égalité pour g presque partout sur

n ~

PROPOSITION (7.4.). - Si 0 désigne un ouvert de 03A9 t *0 étant une varié-

té à bord sur Q , 03C6i désignant une partition de l’unité sur Õ relati-

ve au recouvrement 
i 

et on a

Démonstration. - Soit u ~ ?~(0) , il suffit de voir que

......le ,.a....la .

S.oit ç e HSCb(O) , supp 03B6 e. R(0) t on a 03C6i tu. e KS(X), V O ~ 1 &#x3E; m et

supp ç, 1 çu e R(O) , 
+ 

on applique la proposition (7.3.) à ’U. , et on en déduit qçe,

sur ai (0 n 0i).. c °11 ’

et même
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Il est clair d’autre part que u E K8 et que  Nous avons

donc établi l’implication (=)/ Reste à établir l’autre implication. Sur 0 , on

a

et il suffit alors de refaire pour chaque i la démonstration que nous venons de

faire pour l’implication (==~)~ Donc v. i 0 of. E n 0.). , et on a également
une inégalité vi  C on a donc l’autre implication, ainsi que

l’équivalence de s normes. 
’

PROPOSITION (7.5). - II existe un opérateur P continu, de prolongement

si 9 est une variété à bord sur Q , hypothèse toujours satisfaite
~

dans la suite.

~

Démonstration. - Soit P : KS(X) construit en (4.7), on définit P

par

avec les notations de (7.4) et le résultat est évident.

COROLLAIRE (7.1). -Sj, variété à bord sur 0 t alors

et leurs nonnes sont équivalentes~.
. 

/~

On avait déjà vu KS(O) -)- HS(O), l’autre inclusion s’obtient par R. Pu pour

u ~ ~(e) , R t K~(0) .

PROPOSITION (7.6).. - 9! u ~ et supp u = ’0 , alors u est la limite

dans K~(X} d’une suite de fonctions de dont les supports sont contenus

dans (9..

Démonstration. - On se ramène tout d’abord par

pour la proposition est évidente. On note que u) e R(9_) n 0 et

comme

si on sait obtenir le résultat pour 0 = c~+ on l’aura pour 0 à cause du théorè-

me (5.1.).
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Soit donc 0= par troncature, on peut supposer le support de u borné dans

la direction T n u.== x’) ,(x1 - h) ,où, a son support dans

forment un ensemble borné avec |h| ~ 1 d’opérateurs de

en outre, ? supp(03C4 
n 

u) C he1. + supp u . Choisissant convenablement main-

tenant, et M, on peut supposer que ,(x1)’ == 1 au voisinage du support de u .

Lorsque (p est une fonction de tend vers wc dans K. , V 50 .

donc 03C4n u ~ çu dans K , V s . On peut donc supposer que supp u c: {x1 ~ h} , .
et il suffit alors d’utiliser le raisonnement de la proposition (5.4) . 

Il suffit de montrer ceci pour 0 = O~ ’ et pour cela on construit un prolonge-
ment indépendant de s, le procédé de Mittag-Leffler de ~ convient, et s’appli-

que compte-tenu de la proposition (7.6).

PROPOSITION (7~6). - §~ s &#x3E; Inapplication u -&#x3E; définie sur les fonc-

tions continues et bornées, se prolonge en une application continue et sur-

jective KS(O) -+ 

Démonstration. - Dans [6], il est montré que u - u|0393 est continue et surjecti-

ve - 

La proposition montre que s si u et v ~ avec supp(u - v) c ~ ,
on a u - v ~1. =0 = 0 dans K~ 2 ~ donc, pour u ~ K 

Soit u e K (5) égal à la restriction à 0 d’une fonction v de (o) ~
On a

mais

or

mais si w e avec = u , on a v) .  Ot .’ et
donc, utilisant ce qui précède, 

..

donc
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Pour la surjectivité, les arguments sont classiques, compte tenu de ~6~

PROPOSITION (7.7). - On a (KSO(O))’ = K-S(O).
Démonstration. - Soit u e K~s{~) , v ~ avec = u.. v définit une

forme linéaire continue sur sa restriction à ~(0), ne dépend pas du

choix de v . En effet, vli = 0 implique que (v , w) = 0 , e HS~(0) , donc
pour 03C6 e à cause de la proposition (7.6), d’où K-S(O) c (KSO(O))’.’ 

" 

’ 

~~~

Réciproquement, si g e (KSO~(O))’, par Hahn-Banach l se prolonge en l ~ K (X.),
et il suffit de montrer que g I~ ne dépend pas du choix du prolongement : si j~
et £2 e K*~(X) et si J.1i - ~ est nulle sur alors

8~ Formule de Green.. Problème de Dirichlet dans un ouvert.

Nous donnons une formule de Green qui étend aux distributions celle de GOODMAN

[1,] .

THEOREME (8.1). - Si e désigne un ouvert de Q qui vérifie l’hypothèse de la

proposition (7.2), 

(*) V cp e- K1(O), ~ U ~ K1(O) ~ X ,. f 
o 

dP + ~O 03C6 div U, dP = L O 
Démonstration. - Nous allons d’abord vérifier que chacun des termes est une for-

me bilinéaire continue sur K~(0) x K1.(~) ~ X .. Pour les deux premiers termes, cela
résulte du paragraphe 2, pour le troisième terme, on montre que U ~ est

continue de K 11 «(9) § X dans L2 (r) , ce qui est une conséquence évidente de la
proposition (7.6). Il suffit alors de considérer U e X et 03C6 ~ 

et de vérifier que les conditions de [11] sont réalisées avec F = ,16 h

- F est mesurable et bornée (dans X ) sur 5 , et F est 

- DF(x) = 03C6DU + DmM est bien X-continue à valeur dans 

- (,F(x) )h) et )(DF(x) (h)) sont dans pour h ~ X .

- F |0393 est mesurable et bornée sur r , donc 03C3-intégrable.

On obtient donc (*) par passage à la limite.

Remarque. - Si u e on a Du e K/ (f~) é X , et la formule (*) est alors

la formule de Green pour le laplacien.

PROPOSITION (8.1). - Q.Q...2. K~(0) = (u e K11(~) ; ulr = 0) .
Démonstration. - Il est évident que si u ~ K1O(O) , on a u |0393 = 0 à cause de la
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proposition (7.6).
1

Soit u e K fi avec u Î = O. Soit u le prolongement de u p ar zéro en de2014
~ 

2 ~~ 
2

hors de 0 . On a u E L (03A9), et on va montrer que Du. e L (o , X). &#x26;i

on a

mais si on applique le théorème (8.1), ce qui est possible car u e K (0) , on a.

THEOREME (8.2). - Si 0 Vérifie les hypothèses (7 .2) , alors, our tout f dans

K-11( à t le problème aux limites a une solution unique dans K1 ~ ~

Démonstration. - Soit a(n , v) la forme bilinéaire sur définie par

On a 1

- v) est bilinéaire et continue,

. 

- a(u t v) est coercive.

Donc l’opérateur A , défini par K)(o) ~ K-1’(e) pour (Au, v) = a(u , v)
réalise un isomorphisme de sur K 20141’ , et on a

~~ ~~ -

a(u , v) = (DulDv) + (~ , v) = - (,v , div Du) + (v , u) ,
- 

.

car D a pour transposé - div , donc A = - div D + 1, , ce qui fournit le résul-

tat.

On donne un résultat de régularité locale.

THEOREME (8.3). - L’opérateur - (6 - x grad) + 1. réalise un isomorphisme de

Démonstration. - On rappelle qu’on a prouvé dans. ~1iQ,) que

réalise un isomorphisme de K~(X~ sur K~ (X.) , ~ s e R ~ II s’agit de voir que~
? ~ e K~(X.) e ~Pu = (pf ~L !~(X) . On va
prouver que, u ~ KS+1(O), Pu ~ KS(O) implique u e KS+2 (O), la proposition
s’en déduira par induction. Soit 03C8 e on détermine q) ~ tECf(o ) . telle

que m = 1’ au voisinage du support donc
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Soit e soit v = 

mais ~Pv + [P ~ ~] v ~ et on utilise le lemme suivant.

Soit P = (A - x grad) , "E (P, "J opère continu-
ment de vers KS-1(X.), ~ s 

.

Démonstration du lemme. - P = div D , il suf f it de voir que

. [D , ~j opère de KS vers 

Or- (D t 1B1 ] u = (~) ~ ~ On va prouver que

~ , ~] u = j~T ~ ~ D~ u , = ~(x). 0 D~ u(.x)) ,
posant LL == u(.x) ~ K c ’"" *! ~ oj X. , il nous suffit de voir que l’opérateur

opère de K c (X.) ~ oj X. dans K c (X.) ~ oj+k X. Ceci résulte des deux inégalités
suivantes

et on a donc la proposition.

PROPOSITION (8.2). --Avec le s nota tions du théorème (8.3), on a éga lement la r..é-
qularité jusqu’au bord 1

alors 0==Q~ et si suppu est une partie bornée de Q~ ~
Démonstration. - On utilise la méthode classique. On peut également supposer que

On utilise les semi-groupes 1

on a
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d’où

en raisonnant avec une fonction de troncature comme dans la proposition (7~6)$ On

pose également
. . ,

on a

et on vérife donc que

On a évidemment

pour u e C~ ~ et donc pour u e car on a montré que, pour i fixé, on a

des ensembles bornés d’opérateurs de K dans K. ~

On pose

Soit

~ v ~ On prend et donc
~

d’où

on fait tendre t vers z éro et on obtient

Comme ~n a

on en déduit que

Or
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donc on a bien u ~. K (o~) Q, E.D.

On peut donc également résoudre des problèmes de Neurnann.

Appendice
~s~~s~~~~%~~

Nous étudions le problème de la construction des partitions de l’unité lipschit-
ziennes.

PROPOSITION. - Soit E un espace métrique l’espace Q d’un triplet de

Wiener). soit une famille finie de fermés de E tels que =~
Pour qu’il existe une partition de l’unité lipschitzienne formées de fonc-

tions de Lip(O) n subordonnée au recouvrement de E par les 

faut et il suffit que (H) soit vérifiée :

(H) II existe avec = ’/J et des nombres Pi &#x3E; 0, i ~ I tels

que : 
_1 - ~

Démonstration~

La condition (H) est nécessaire. Supposons 1 = supp

On pose I==(JL6Ll ; (p.(.x.) 
donc ) Fi = ’/J . Soit Ci la constante de Lipschitz de on a

2°) La condition (H) est suffisante. Supposons (,H.) satisfaite, on a donc I et

des nombres p. 1 &#x3E; 0 ~ i ~ 1 , L’étape essentielle est de construire une famille
de fermés tels que :

Pour oela, on sa ppose qu’ on a écrit I =; (1, , 2 , ...}, e.t on montre, par réc-
curence, qu’ il est possible de construire F’1, ... , vérifiant :

Tout d’abord, on constate que (H) permet de construire, ~ i ~I, ~ J ~ l t un
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ouvert H. ~ contenant G4 ~ et tel que
1,~ 

On pose donc 1

.° ~~. ~ ~ « - ~-~~- ~~’ "~

On voit FJ. est fermée ; F. c: car (H) avec 3 == ~ i == 1. implique

~~j&#x3E;2 ~j ~ ~1) ~ P~ " d(P~ , ~j) ~ ~~

mais

donc

et a fortiori

puis d(F’1, F1)  N1 2 2 ,et on a donc vérifié @1 .
On suppose donc construits F’1, ... , vérifiant @1 ’ ... , @m-1 . Soit

0- .

Tout d’abord, Fm ~ F’m, car il résulte de Pm-1, appliqué avec 2 = m, quem m; n

et clairement

Soit l &#x3E; m , on étudie d (F , F’1 , .1 Fj), soit x ~ F’ implique
~ " m ~~1~~."~m~~~ ~ ni

nécessairement

si x appartient en outre à

donc
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note que supposer 1 dénombrai et (Fj) localement finie suffit pour ces argu-
ments). 

On pose u’j = F’jc, note que u’j~uj et que

Soit fj(x) = inf(M, d(x , Vcj)), où M &#x3E; Pj 2. fi est lipschitzienne et bor-
née 

J~ J; 2 J

Si on est dans le cas où 0 =E , on régularise f . de façon à avoir une fonc-- 

C,) J
tion fj de HSC’b~ n Lip(03A9) telle que

considérant

soit

et

Posant gj == 1, sur 9 = 03A3j~I gj, on note que uti-
lise ici seulement le fait que I est fini) et g ) 1 sur E . Les fonctions

* ..

CPj(x} = gj/g, j E 1., égales à 0 si 1 e f - 1 sont une partition de lful)ité
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subordonnée au recouvrement 

Nous faisons enfin la remarque suivante.

Remarque. - Soit K un espace compact et un recouvrement ouvert de K;

on trouve par Borel-Lebesgue un sous-recouvrement ouvert fini (Ui )i=1...r de K ,

on note que l’hypothèse (Ji) est alors satisfaite qvec l =~ 1 =. (0 , 1 , .~ ~ r) en

posant K = F~ . En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait, en prenant

construire une suite 3 de parties de l t i ~ l telle que
n n

Comme l et sont finies, pour J0 ~ I et io E l (i0 ~J0) et pour une

suite n.~c3 , .

1~) Si i~ = 0 , F. ~ K compact, la suite ~ a une valeur d’adhérence x e K,
~0 ~k k k

et en prenant une sous-suite x ’-~ ~, ’ k -9- c* , et x’ =x y=Y $

on a

donc

donc x j40 et impossible.

soit

soit z &#x26;F , ~ ~ mais également

et donc z ~ F. , d’où une contradiction.
10
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