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INTRODUCTION A L’HOLDMORPHIE EN DIMENSION INFINIE

Paul KRÉE

~

Séminaire Paul KREE
(Equations aux dérivées partielles
en dimension infinie)
2e année, ~t975/76~ n° 6 ,12 p.

L’étude des fonctions holomorphes sur les e. 1. c. s. fait l’objet de nombreux

travaux :

(a) En liaison avec la géométrie analytique : travaux de A. DOUADY, KIEHL ... ,
voir les références dans le Séminaire Douady-Verdier (Astérisque n° 16$ 1i7, 36~37)~

(b) Travaux généraux de P. LELONG (Séminaires publiés dans les Lecture Notes in

Mathematics), 1. NACHBIN et leurs élèves ...

(c) En liaison avec la résolution de l’équation de Navier-Stockes, la valeur de
la solution en un point de l’espace-temps étant considérée comme une fonction ana-

lytique des données initiales : travaux de M. VISIK-FURSIKOFF 

(d) En liaison avec la théorie des champs : voir les références de l’exposé 1..

1. NACHBIN a introduit la notion importante de type d’holomorphie banachique

!~13], qui a donné lieu à de nombreux travaux. Ainsi, GUPTA. a étudié le type nuclé-
aire [7], S. DINEEN a fait une étude générale de tous les types [5] , DWYER a étu-
dié le type Hilbert-Schmidt sur un Hilbert [6J t R. ARON et M. SCHOTTENLOHER étu-
dient ensemble le type compact ... Par ailleurs, J. P. [3] [4]) étudie
les fonctions holomorphes définies sur un espace nucléaire ou à dual nucléaire. De

nombieux autres travaux concernent la topologie de L. NACHBIN, les domaines d’ho-

lomorphie, les fonctions plurisousharmoniques... Le fait surprenant qu’une fonc-

tion entière sur un e. v. n. n’est pas forcément bornée sur les boules a donné

iieu à une étude très détaillée de C. 0. KISSELMAN [9] .

Il est simpirment donné ci-après une introduction générale (et partielle) à ces

travaux, en insistant sur le .as nucléaire, puisqu’ils servent pour les applica’~
tions (d)."

1~ Fonctions holomorphes scalaires de plu s ieurs variable s complexe s.

Soit 0 un ouvert non vide d’un espace vectoriel complexe de dimension n. Si

l’on choisit une base dans E , on a une notion naturelle d’holomorphie ;

est holomorphe si elle est continue et si sa restriction à toute intersection avec

C d’une droite complexe parallèle à un des axes est holomorphe. On a aussi, moyen~
nant le choix d’une base 9 une notion d’analyticité : f est analytique dans 0

si, au voisinage de tout point zO de 0 , on a, avec la convention des multi-

indiees,
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Le fait que ces notions sont équivalentes, et sont indépendantes du choix d’une

base, résulte du théorème suivant.

/ B

(1.1) THEOREME. - Soit D un ouvert de l’espace vectoriel complexe E rapporté à

une base, d’où = (z.... z )) . Soit f(z... z ) une fonction con*
-- ~ " 1 n " ’  n 201420142014201420142014

tinue sur D , qui est holomorphe séparément par rapport à chaque variable zi.
Soit zO = (z01, ,.. z0n) dans D tel que D contienne le polydisque

(a) Alors, pour tout z dans P t on a

(b) Pour tout z dans l’intérieur de P, 

Il ll 1.

le second membre converge absolument. De plus, pour tout multi-indice 03B1 , on a

Preuve.

(a) On identifie P avec le produit des disques

Supposant z2 fixe dans Dz1 ..., zn f ixé dans D y comme z....z. ) est ho-

lomorphe, on a

Fixons C1 sur =~ ~ z3 dans D3’ ... zn dans Dn. Comme

f(C1 ’ . , z3 ,..., zn) est holomorphe, on at .- J B.

On continue de même. Notons que les intégrations au deuxième membre peuvent être
effectuées dans un ordre arbitraire.

(b) Si il vient
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D’où

Posons

Si M est le maximum de f sur le produit des circonférences B, .-z~ 1 = r. , il
~x~ -u’ n a 

J J J
vient |a|  Mr1 ,» On voit alors que la série 03A3 a pz. converge abso-~ n GY

lument â l’intérieur du polydisque P, car, si |0394zj|  rj pour tout j , il
J J.

vient

Nous pouvons donc énoncer les résultats suivants.

( 1 .2) DÉFINTION et THÉORÈME. - Soit D un ouvert d’un e, v, complexe E de dimen-

sion n .

(a) Une application continue f : D + C est dite holomorphe si s,a restriction
à l’intersection avec D de toute droite affine de E est holomorphe.

, 

(,b) Pour qu’une application continue f i D ~ C s£1,% holomorphe, il suffit

qu’en identifiant E i Cn par le choix d’une base, la fonction f(z1’ - , zn)
soit holomorphe par rapport à chaque z ..
’-’°°’ 

~~ ~ 

~"""~ - " "’ 
~ 

’ 

J

(c) Si f est holomorphe, elle est analytique.

Plus précisément, en tout point zO de D , la série de Taylor converge absolu-

ment et uniformément dans un voisinage cie zO.
ân fait, le résultat (b) peut être amélioré. Car si une fonction f(z1 ’ - , zn)

est holomorphe par rapport à chacune des variables z . , elle est holomorphe sur
J

D (voir [8).

2. Fonction Gateaux-holomorphes.

(2. 1 ) DÉFINITION de F) .’ - Soient E et F deux e. l. ,c. s, complexes,
F étant quasi complet, et soit 0 un ouvert de E. L’application u : 03A9 ~ E

est dite Gateaux-clomorphe (ou G-holomorphe) si, pour toute droite affine D de
E , la restriction de u i D 0 est holomorphe. L’espace de ces fonctions ,es,£
noté F) .

(2.2) PROPOSITION. - &#x26;iùw, ies àY&#x3E;.9thÔ.S9S..de-(2.i ) , Soit zo « fl . Alors ii existe
une suite unique PO’ P , .. , de polynômes sur E à valeurs dans E 1 tel,le ue

si b est -un ouverk disqué de E tel que zo + a C Q , on a
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De plus.

w Il - ., 1 - 1.’ Z ...

Démonstration. - Dans cette dernière formule, l’intégrale est une intégrale fai-
ble.Soit en pour fonction

est holomorphe dans le disque-unité formé, à valeurs dans F . U’où

avec

En faisant z = 1 , on obtient (2.3) et (2.4) . Il reste à montrer que Pj est un

polynôme homogène de degré j . Il suffit de montrer que la restriction de 7P. J à

tout sous-espace H de dimension finie de E est un polynôme homogène de degré
j . Mais alors, vu (1.1)~ la restriction v de u(zO + H) n s peut être dévelop-
pée en série absoluement convergente, s’écrivant après choix d’une base dans H,
et avec la convention des multi-indices,

D’où

pour h EH. Il apparait ainsi que P. J est un polynôme (pas forcément continu)
homogène de degré j .

(2.5) La série de palynômes 03A3~j=0 Pj(h) est appelée le développement
Wrrrw ...--. - ... ;.

de Taylor de u au point zo *

(2.6) Majoration de P.(h) en utilisant une majoration sur u. - Pour simplifier,- 

J 
._~....,....~ 

- ° ’-~- ’ ’ °

supposons 0 = E . Pour tout p &#x3E; Q , oet pour tout h

Pour toute semi-norme continue q sur F , on a

Cette majoration peut être précisée, en faisant varier p et en prenant l’inf

du 2e membre.

(2.8) Exemple. - Suppsons u entière de type exponentiel

où p est une certaine semi-norme sur E ~ Alors posant
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il vient

3 , Fonctions holomorphes* .

Soit CO(03A9 , F) 1 espace des fonctions continues Q + F .

(3.1) DEFINITION usuelle de H(03A9 , F). - L’espace des fonctions holomorphes sur
l’ouvert 03A9 de E à valeurs dans 1. c. s. quasi-complet F est, par défini-

tion,

Dans le cas particulier oj F = C , on écrit simplement

Si 0 = E t H(E) est l’espace des fonctions entières sur E.

(3B2) DEFINITION.. - Soit S = ¿ P. une série formelle sur l’e. 1. c. s. E à va-

leurs dans l’e.. c. s. quasi-complet F : P. E F) . Cette série formelle

est dite entière si les P. sont continus et sit pour tout voisinage ouvert dis-

V dans F , il existe un voisinage ouvert disqué U de l’ ri-
gine dans E tel que 03A3Pj(x) converge dans F(V) , uniformément lorsque x dé-

E’!! u :

ou bien

Dans le cas particulier où E est normé et où F est un espace de Banach, cela

signifie qu’il existe x &#x3E; 0 tel que 03A3 P.(x) converge uniformément pour 

Le sup de ces nombres X est noté R : c’est le rayon de convergence uniforme

(3.3) Formule type Hadamard. - Le rayon de convergence uniforme R de la série

entière P.(x) sur l’espace normé E à valeurs dans l’espace normé F est tel

que

Démonstration. - Soit L = D’une part, pour tout e &#x3E; 0 , on a sauf

pour un nombre f in i d’indices j

D’où
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converge uniformément pour |03C1|  (~ + L)," , ce qui entra ine
R  L-1. D’autre part, pour tout ~ &#x3E; O , iL existe une infinité d’indices j
tels que ~Pj~  (JL 2014 ~). Donc, il existe 0 tel que

La série 03A3Pj(x0) ne peut converger, ce qui entraine R  L-1. Finalement,
~~ J ~

Montrer

Ceci montre qu’on ne peut pas toujours enlever le chapeau dans la formule (3.3 ).

(3.,5) Exercice~ - Soit E = (x = (x~) , 1  cai , 1.  p  co et :F ~J~
Montrer que la série S(x) = 1 xi converge pour tout x eE , mais que son rayon
de convergence uniforme est seulement R = 1 .’ Montrer que S(x) n’est pas borné

dans la boule où 1 ~ £ , pour tout e &#x3E; 0 .. Ceci montre une différence es-

sentielle avec la dimnension finie : S ’ est une fonction entière sur et la

série de Taylor de S ne converge pas dans tout j~ H 1

(3~6) PROPOSITION. - Soit u holomorphe sur l’ouvert n de l’e~ 1. c, s. E â
1. c. s. quasi complet F . Alors la serie de Taylor de u en

tout point z~ e 0 est une série entière, dont la somme coïncide avec u dans un

certain voisinage de z~ ~
En effet, pour tout voisinage ouvert disque V de l’origine de F, il existe

un voisinage ouvert U disque de l’origine de E tel que + U.) 2014u(z~) c V
et formule (3.~) montre que, pour tout j ,

Vu (2.7) exposé 3, ceci montre que, pour tout j , Pj~ est un polynôme continu.
De plus, ceci entraine

Vu la définition (3~L)$ 1 P. J; est une série entière, dont la somme est égale à

u~ ~ ~ h) dans le voisinage U/2 de ~o .
Dans le cas particulier où E et F sont normés, on peut en déduire que u est

indéfiniment Fréchet dérivable. .

4. Nucléarité de H(n) ~
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., , 
.

(4.1) THEOREME ([4] {,1i5])~ - Soit Q un ouvert d’un e.. 1~ c. s. E qui est conu2014

cléaire pour la bornologie compacte. Alors H(03A9) , muni de la topoloqie de la con-

vergence compacte~ est nucléaire~

Démonstration (si 0==E) . :

(a) le bornologie compacte est cocomplète d’après (4.4), exposé 3. Vu (5)~ exposé

5, elle admet une base formée par des disques compacts K , tels que les EK = E~K]
soient hilbertiens séparables. Posons H. = H(E) . La topologie de H est définie

par les semi-normes |03C6|K = sup{ 1 2 a e te quotient Wk de H par

1, ; |03C6|K = 0) s’identifie à un espace de fonctions entières. sur EK , Hk
étEInt muni de la norme" + 1" IK = sup i l+ z&#x3E; t ! z e L’e. b.. c. s. E étant

conucléaire, il existe un disque compact K’ &#x3E; K , EK’ étant hilbertien séparable,

l’injection 03B1 de EK dans étant nucléaire. Quitte à remplacer K’ par

son intersection avec l’adhérence de E.. dans E , , on peut supposer que l’image
de a est dense dans Utilisant la décomposition polaire 
une base de vecteurs propres de (a) Î a $ et les valeurs propres (03BBn) de

il vient

l’injection OE étant représentée par 1’ injection canonique de ùf dans 1’ .
Quitte à remplacer K’ par un homothétique, on peut supposer 1 À n  _21 . Vu (6),
exposé 5, il suffit de montrer que liapplication de restriction g : Eg, ~ H.£
est 1-sommante.

(b) Montrons d’abord qu’il exite une mesure de Radon positive m sur la boule

unité faible KI de HKt telle que

Notons que la topologie induite sur K’ par E , est équivalente à la trace sur

K’ de 1~topologie faible sur 

Vu la formule de Cauchy, on a, pour tout entier N et pour tout z =. (z~ , z 2 -)
de K,.

D’où

où nLr est la mesure suivante sur Kt
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Comme le produit infini converge, les mesures positives nL, ont

des masses uniformément majorées ; elles appartiennent donc à une certaine boule du
dual de l’espace de Banach C(K’) des fonctions continues sur K’ . Vu le théorème

Stone-Weierstrass, le sous-espace  des restrictions à K’ des fonctions conti-

nues V-cylindriques est dense dans C(K’) ~ ces fonctions étant
obtenues en composant la projection (z ) -~ (z. y ... , sur C- KH , avec
une fonction continue sur pour f la suite des nombres

converge si N’ tend vers l’infini, car elle est stationnaire à partir d’un cer-
tain rang. Par conséquent, il en est de pour toute f faiblement continue sur

K’  On peut donc passer à la limite N = Q dans (**) , et l’on obtient ainsi (*) .

(c) Comme en dimension finie (voir exposé 5), on va déduire du résultat (*) que
l’opérateur de restriction j3 : HK’ ~ HL est 1-sommantt ce qui entraine le thé-
orème du moins pour 0 = E . Pour tout z E K’ , la forme linéaire 5 : f ~ 

sur appartient à la boule unité B.: du dual de H.., ~ Comme l’application
z -~ 8z est continue de K dans B muni de la topologie faible, l’image m’ de

m par cette application est définie, et est telle que

ce qui ,entraine que 03B2 est 1-sommante.

Voir d’autres démonstrations, si Q ===E , dans [3] [11.]~ Le théorème admet une

réciproque. Si Q est un ouvert non vide d’un e. 1. c. s. E, tel que muni

de la topologie de la convergence compacte est nucléaire, alors E muni de la bor-

nologie compacte est conucléaire. En effet, :nduit sur E’ la topologie de
la convergence uniforme sur les compacts de E . Vu (15) exposé 5, l’espace E’ c
ainsi topologisé est nucléaire. Vu (3) exposé 3 et le théorème de Mackey, cela
signifie que E est conucléaire..

5. Transf ormation de La lace 

Soit E un e. 1. c. s.. L’espace H(E) est muni de la topologie de la conver-

gence compacte.

(5.1) DÉFINITION d’une fonctionnelle analytique sur E . - C’est une forme linéaire

continue sur H(E) . L’espace H’(E) de ces formes est muni de la topoloqie de

dual fort de H(E) .

Vu le théorème de Hahn-Banach, toute fonctionnelle analytique sur E est repré-
sentable par une mesure à support compadt sur E ; mais cette représentation n’est

pas unique.

(5.2) Fonctions entières de type exponentiel sur un e. 1. c. s. F . - Une fonc-
tion ~ E H(F’) est dite de type exponentiel s’il existe un voisinaqe disQUé U
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de 1~origine de F tel que

L’espace vectoriel formé par ces fonctions est noté Exp F .

On peut dire que Exp F = lim ExpU F , où est l’espace normé fermé par
telles que 

&#x3E; 

soit fini. L’espace vectoriel Exp F est muni 4le

la topologie localement convexe, limite inductive des ExpU F .

(5.3) EXERCILE. - Chaque e. V. n . est complet. 
.

(5.4) EXERCICE. - Soit G un e. 1. c. s. ayant la propriété d’approximation. Alors

le sous-espace Pol des fonctions polynomiales cylindriques continues sur

G est dense dans H(G) .
,

(5.5) DEFINITION de la transformation de Laplace. - Pour tout, E E’ , exp ~
désigne l’exponentielle z ~ exp 03B6z . Soit T E La transformée de Laplace

I. de T est la fonction numérique suivante définie sur E’

(5.6) THEOREME.

(a) Soit E un e. 1. c. S. ayant la propriété d’approximation, E’ étant nu2014

cléaire. Alors la transformation de Laplace a est bijective de H’(E) sur 

(b) Si. de plus 9 H(E) est complets alors 03B2 est bicontinue.

Preuve.

(a}.. (Variante de [2.]) : Soit $ l’application 03B6 ~ exp 03B6 de Et dans H(E) .
Elle est analytique et

A

Composant $ avec T E on obtient la fonction analytique T : E’ ~ C.
-

telle que

(5.7)

Or il existe un disque compact K de E tel que

Lorsque K varier 9 leurs polaires forment un système fondamental de voisinages
de E’ . En particulier : -

où j est la jauge Vu (*) , il vient
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A

et T est de type e xponentiel.

Notons que l’on a, vu (~)~

la dualité étant celle existant entre (0. u et El ". Pour toute 03C6 con-

tenu dans le sous-espace A des combinaisons linéaires finies d’exponentielles, il

vient

L’application T -~ T est injective car, si T = 0 , alors vu (5~7~)~ T s’an-

nule sur tous les monômes h , donc sur Pol Vu (5.4) , T s’ annulé ~ur

H(p.) , et T = 0 . Il résulte aussi que  est dense dans H(E). Il reste à

montrer la surjectivité de la transformation de Laplace. A toute $ ~ Exp E’ , on

associe la formule linéaire

. 

. 

J2014~ J. .

Vu (**)t il suffit de démontrer que T est définie et continue. Or, vu (2.8), on
on a

Vu l’identité de polarisation, Dk ç) (0) définit une forme multilinéaire sur

H E’(KO), de norme  C en . Donc 
.

la dernière norme étant la norme de l ’ image canonique de e dans QV 11 
Par ailleurs,

d’après les inégalités de Cauchy.

Vu l’identité de polarisation et la définition de la norme e(K) sur 

r i " 

J 
.

Comme Et est nucléaire, il existe un disque compact K de E et C’ &#x3E; 0

tels que

Donc ? 

En reportant dans la somme exprimant T(~ et utilisant (***) , il vient finale-

ment
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et cette somme converge si p est assez grand. Ainsi 11 est continue, et la trans-
f ormation de Laplace est bijective.

v (b) Il reste à montrer que T ~ T est continue ainsi que son inverse [10]. La
démonstration ci-dessus montre que la transformation de Laplace p est bornée ain-

si que son inverse. Vu la propriété universelle des topologies localement convexes
limites inductives, p est bicontinue lorsque H’(E) est muni de la topologie de
dual ultrafort : voir exposé 3. Comme est nucléaire complet, la topologie
ultraforte coincide avec la topologie de dual fort. Donc 03B2 est bicontinue.

~ ~

(5.8) THEOREME [10]. - Les hypothèses sont celles de (5.6,b). Munissons Exp’ (E’)
de la topologie de la convergence unif orme sux les bornés de b c s.
Alors la transformation de Laplace réalise ne bijectinue de 
sur H(E) . .

Preuve. - Dans ce qui suit, H’(E) est muni de la bornologie équicontinue, et
Exp E~ de la bornologie ExPu(EI) . Le codual de H~(E) coincide avec 1~ 1.
c. s. H(E) d’après ~4,12~ exposé3. Tandis que le codual de l~e. b, c~ s. exp E
est l~e, 1, c. s. Vu (5.6,b), ~ réalise un isomorphisme d’e. b. c, 1.
et 1. c. s. de H’(E) sur Exp E . Donc la transposée p* de 03B2 réalise un

isomorphisme de 1. c. s. sur H(E) . Cet isomorphisme coincide ave.

p car, pour toute T e et tout e e H’(E) ,

En particulier, si 6 *~6- avec e(~) 
D’f}ù

On dispose ainsi des propriétés de nucléarité nécessaires pour étendre l’exposé
1 en dimension infinie.

Complément à [12]. - A. 1. c. s. complexe E est associé le système projec-
tif usuel (E1 t d’e. v. de dimension finies Une profonctionnelle analytique
T de type exponentiel sur E est un système cohérent de Ti e Exp’(Ei).
Leur ensemble est noté can T définit une forme linéaire sur ltes-

pace des f onctions entières cylindriques de type exponentiel sur E.
On pose

De (5.8) particulaiisé à la dimension finie, il résulte que la transformation de

T est bijective de sur H G ~H~ . .
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