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LA LINITATION DE L'ILLIMITE ET LA FINITUDE DE L’INFINI

Réverie dur Les paysages de L’analyse classique et non-siandard

Cecdi n'est pas une théorie mathématique ou ;tta-nathlnatiquc,
na{A La description d’une image. lUne de ces images dont *° on

ne se délarrasse pas *, dont on n’a aucun intérét A se délan-
rasser- tant qu'’elle n'asurpe pas La place d’un raisonnement
ou qu’elle entrave Le Libre développement de La ptndtt.

L¢ paysage 4 évoquza, celui de L’analyse non Atandaad, n’est pag
une tzaac inexplorde A L'écart des grands parcoups mathématiques.
On b redrouve Les traces des précunseurs et créateurs du calecul
di{léaentizé,de Keplen et Feamat d Leilniz et Newton et Leurns
duccesseurns. Traces d’une démanche un peu hésitante, qui parfoid
s'empéine dans Le foisonnement des inginitésimaux, pounrn se
néfugien ensuite dans Les terrains désherlés @ L’ombre de La
*Limite” od va 4’aménager Le soulassement de L’'analyse classi-
gue d’aujourd’hui. Ce changement de point de vue est trds per-
ceptible chez Leibniz.

C’est au 192 sidcle, @ L’épogue du grand nettoyage, que Zui
instauné Le régne ¢;cld4i£ de La Limite el des technioues E&,S.
On n’avait plus Lesoin d’'infinitésimaux. Si Leuns fLantOomed
continuaient a@ nous negander pan Les Lacunes de Q, Leuns pendants
in{inincnt grands A se profilenr @ L'horizon, ils étaient

Lannis de La mathématique officielle. C’est un fail curieux

gqui n’a pas son pa4¢4l dans L'histoine des mathématiques; gue

le azlua radical de ces objels avec Lesquels on avait calculéd
depuis des sidcles el gu’ on continuait a utilisen " en cacheiie”

Leur netoun spectaculainre au 202 sidcle senait-il un retoun en
arniéne, vers Les images puéniles des déluts? IL n'en est rien;
une approche nouvelle a ésu confénrnen d ses objels mal Lamés
d’existence douteuse une s0lide néalité mathématique. Le procédd
de La * Loupe®nous fait voir Le minuscule cété du polygone qu’
est une counbe dérivablle: Z'inage naive est devenue L'essence
méme de La dénivabiliid, ‘

En dépit de cette néhalilitation de L'infinitésimal, on peul se
demanden 4i ceite nouvelle analyse n'est pas supenflue, i elle
ne vient pas trop tand, puisqu’on dispose d’une méthode qui
Lonctionne Rien, qui a Lait ses paaubza, Puisgue 4246 créateuns,
Nelson aussi Bien que Rolinson, aflinrment eux-mémes gu’un dis-
couns sun Les infinitésimaux est tougouns itraduisible en un dis-
couns classique éguivalent au moyen des ultraproduits. Mais Les

infinitésimaux, 4'ils osent dirne Leun nom, sont souvent plus
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eflicaces que sous La forme voilée de La Limite. Ils ablondent
plus dinectement des questions gudi, sans eux, ne seralent méme
pas posées, nestenaient escamotées pan une rerspective défavo-
nablle. Tels Les prollémes concernant des eflets macroscepigues
Liés a des causes microscopiques. Considénée sous cet angle, £u

nouvelle théonie n'est pas un Luxe nétro” ou une extravugunce
g

de Logiciens, madis une acqudisition utile.

L'.:fmage classigue, Le domaine déshenlé el élagud pan Le sucnifi-
ce Qe L'indiniment petit et de L’'infindiment grand, est une forme
simplifiée, grosso modo une structune-quotient de £'image
Leaucoup plus niche qui est Lu Base du non-standand. Lu simplici-
té, selon Bacheland, n'a pasé de nacine dans Le réel- rneprésenté
icd pan La sdructure intuitive d’une exirnéme complexité

située a L'ondigine de La mathématiqgue. La simplicité, c’est Lu
dacilité d'un Languge 8ien réglé - Le Llaungage formulisalle qudi
confére ¢ L'0ljet clussdiqgue sa nigueun et son soulassement
so0dide.

C’est de £d, de £a pluiteforme Lounlachique, qu’il faudra paatin
poun introduine et Légitimenr £u thécandle nouvelle.

Il s’agit donc d’un trujet d contre-sens, de €a stauctune
néduite vens Lua structure péus niche, qud donne d cefle-ci une
abllure de aallonge antificielie, de hasandeuse construciion

en enconbellement appuyée sur Les pidierns de fLerntune fourndis
rar quelgues axiomes sur-agoutés., Ce n'est pas La natuse de-
£'0ljet, mais La position du point de dépurt situé dans Lu
mathématigue ensembliste d’aufournd’hul, qui fuil prendre poun
adjonction d'éléments fLantiémes ce qui n'est gue mise en Lumiéne
d’oljets secrétement présents au sein de La structure clussique,
cachés a L’intérieun des classes d’'équivalence od on ne pénétre
ras.

I n'y a pas d’opposition ou d’incompatililité entre Les deux
images. I€ n’'y a pas deux mathématiques. IL y u des diflérences
de penspective, d’'écluinrage, d’approche.

1° L'AUTRE APPROCHE DU NOMBRE

Au commencement i€ y u Le nomére, ou plus précisément £'image

anchétypale d’'od il dérnive: La ségquence, La marche anteaminubie
dans Le temps et dans L’espace, éschématisée pan Le diagramme
S LR TN 7 77 ) N P

toujouns inuchevé et prolongealle. Ceite figune qudi neprésente
L'ondre Le plus simple, Le rythme Le plus primetil, La déconru-
tion Lu plus Lanale, nécéfle La notion du nomlre dans fu succes-
sion de ses éléments, L'ulgélre des anneaux el fa yéométnie



afline de La dnrnoite dans Le jeu de 424 endomorphismes,

It y a pourn chague élément x un x qui Le suil et un x qud Le
paicéde immédiatement. Si Lu séquence est sans ruplure-comme

on L’'imagine spontanément- si tout x peut étrne atteint ¢ paritin
d’un x' quelcongue en pancounant lous Les élémenis intermédiadiney
on peut l'appzleanaachinédiznne?

Can une Lignée 8ilaténe de ce genne Kaliée La drodite ¢ntieae,

selgon L’axiome d’'Archiméde. Je note L ce genne de Aéquence, Z

et 4e4"°m0itiés” ascendante et descendante. Ce ne sont pas La
»

des objets slandard” de La mathématique ensembliste, mais

péutét des schémas d’ensembles: Leuns intervulles Limités [x) 4]

sond des ensemlies finis ondonnéas.

A

L posséde un systéme trés ndi he d'isomonphismes dans Lui-méme.

Les plus imporntants sont:

Les symétndles: 7 est syméinique pan nappont a chacun de ses
é[émenta;

£es translations caracténdisées pan Ll'intervalle [ x,t’(xﬂ

de déplacement, égal poun tous Les x. A cb6ité de ces automorphis-
mes, 4L y ua des Lsomorphismes non sunjeciifs qud appliguent ?
sux une puntie naréfiée. Les plus intéressants sonid:

les similitudes x-> o (x), od Les  (x) sont Les ¢x~4én4tea
d’une séquence d’intervalles égaux, de sonte gue /Q(L) se défi-

nit par une nouvelle £oi de succession, d’Ou il nésulie une.

ccmpatiiilité avec Les taunslations.

Les deux visages du nombare ne se décnivent gu’dimparnfaitement

au moyen des dualilés usuelles: cardinal-ondinal, oljet-relation
statique-dynamigue...o. I vaul mieux dine: Le nombnre gudl cclie
¢ £L'urchétype et celudi qui 4’en détache, c’est-d-dine Le

ncmére ensembliste.

Un nomﬁae s4e nepnésente le rlus natunrnellement pan un éfément

a de l, individualisé au moyen du choix d’une origine notée O,

A un nombre ainsi défini est asso0cié d’emélee un nombre opposé
~a; de symétadgue par rapprort ¢ L'onigine, et un intervalle

donné par Le pancouns dénombrant de 0 @ a. Cedt intervalle déten-

mine une translation ‘t‘a el une similditude /“a' Les Loncidlons

additive et mulliplicalive de a, Les opénations arithméligues

sont envisagées dans ce contexte non pas comme des modes de

comlinen des nombnres individuels, mais comme des endomoaphismes

A
du systéme entien L.



T, est donné parn T (0)2 a4 et MaPar /u,_(‘l)-' a,;
La somme et Le produil en posant

o s Taln) - xoar paglx) .
Il existe une connespondance parfaite enire cette définition
ran Les endomonphismes, Les opérations traditionnelles de
l'aa.i.thnét.iquel acnsd que La structune fLormelle T .
Les T [Lorment un gaoupe commutatil engendré par t; )y qud
reproduit Le groupe additif de & ¢ 'c.‘." T, =T. e
Les similitudes ( avec La symétrie },‘.‘_(z,) - /',_‘(_w) )
neproduisent Le semi-groupe multiplicatit de 2%

Mo o = Mae

Il y a entre Les translations et Les similitudes une nelation

intuitivement évidente: MeTa® T, 8 e

gul d’abord exprime La Loi de distributivité, puisgue
JveTa (’)C)s(‘x-fa—).&' ; z:p&/v‘&(‘x)v xé ralb- .
Ensuile, La possibilité de namenen La multiplication d des
additions successives, dod découle La commutativite; en eflet
on a poun a=l: Mo ()= prg(x) + é-.
La penmutabilité exprimée par cette Lormule permel d’écrirne
tout produit de translations et similitudes sous La Lorme
‘[’ = 'C’/Mr .

Pan suite du canatére anchimédien de T il existe poun tout
couple d’'éléments x et y € x un éf€ément g et un a(, telds que

e Ta My lfI-gy - |
On voit que L’anchétype L' hncnlé de ses endomorphismes contient

implicitement La structure d’anneau eucldidien.

De sorte gu’on peut dine que c’est Li La plus natureldle des
structunes algébnriques.

LesT el Les pa peuvent éine intenprnétés géométriguement comme des
transformations globales de La droite; Les produdits g- t‘/u.
sont alons des transformations afllines.

La drnoite est La seule figurne géoméirnigque Lnvaniante poun Les
translations et Les similitudes; Le cencle peul glisser sun

Lui- méme , mais il n’est pas paneil @ son image agranddie.

La géoméinisation du nombre entien n’est pas une simple implan-
tation de repéres sun La droiie, mais aussi L’induction d’un
rythme dans Le jeu des automorphismes parn La combinatoine du

sous-systime discrel engendné par<T, et Les /'UP ( gui conrespon-

dent aux noménres premiens).
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Resle A fainrne une nemangue impontante au sujet des similitudes.
Celles-ci montrent clainement que n’imponte quel nombnrne peut

jouen Le néle de L'unité, c’est-d-dire du successeur de 0.

Un tel changement de La Loi de succession ne modifie pas Le
systime: Les /&; sont des isomonphismes.

Cette particularité -qui existe aussi dans L - n’a pas échappé
au penspicace Russel et Lui a fait nefuser La définition des
nombres entierns parn Les axiomes de Peano. IL Leun substitue

Le systéme ensembBliste, od L'unité est L'immuable singleton, et
non un zepére flLottant dans T. C’est pourntant cette mobilité.
de L'unité gui fait de L’autre conception un meilleun dépant
vens Les méthodes non sitandand.

Les nombres @ donness comme éléments de f‘peuvent aussi €ine
carnacténisés pan Les nelations de position des coupmks (0,a)

ou pan Les elasses d’intervalles neprésentés pan Les J0,a]

qui fLoarment La Base de L'opération de dénombrement.

Toutes ces inlerprétations nelient solidement Le nombnre é
L’anchétype. IL s'en détache au moment od on substitue o £’'-
intervalle L'ensemlle de ses éliments

On en casse Le il ténu de L’ondre total qui est £’'dme de

_la séquence poun présenten en vrac- dans une Bolte- Les penles
du collien déchdiné.

On a alors Le nombre ensembldiste, Le candinal qudi représente une
collection d’'objets dépensonalisés, L’addition, La mulitiplica-
tion se naménent d des manipulations sur ces ofjets.

Pountant L’'ondre nenalit dans l'enta44gmeqt des unités: L’adjonc-
tion d’une unité définit une Loi de succession. La géométrisa-
tion Lait rneparnaitre €e jeu des endomonphismes dans Les trans-
formations de La dnrnoite. Le nombre ne peutl rendiern son hérédité.
Chague éLlément X de la moitié descendante L de L'anchétyre
déteamine un cardinal Lini et cette connespondance est dinjective,

C'est Lo Le principe méme du dénombrement des objets concreids .

Il y a aussi une cornespondance parfaile enitre Les T et leAJAA
el Les opérations classiques de L'arnithmétique. De sorte Gque
Les nombres déduits de L sont des membres Q@ part entiéne de
La communauté notée BNV .



29 REGARDS SUR LA SUITE DES ENTIERS

Il y a deux maniénes d’envisager La suite sans fin des
nomBres entiens., ELle est comparable @ une inteaminable co-
Lonnade- L'image est de G. Veronese - Longée par un personnage
nommé Tizio gui va d’une colonne d La suivanie sans espoin
d’arniver au Bout. Alors gqu'’un oblservateur exténieurn qui
regarnde de Loin La file des colonnes La voil convergen en un
point de fuite @ L'horizon. Au voisinage de ce point, tout se
Qrouille : Les colonnes se con{ohdenét'lmage de 7Tizio
s’amenuise et dispanait.

C'est L2 La pérspective classique el caétoaienne. La suile
supposée achevée, fermée pan un élément Limite, devient un
ensemble .infini. Le tonneau des Danaides est rempli.

Devant lLa Limite, L'ordrne s'effondre et Le mécanisme produc-
teun se fLoque. IL n’y a pas d'avani-dernien élément mais un

ondre dense et on arnive d L’endroit od x+1 = x.

Quant au pancouns de Tizio, c'est-d-dine La Lignée Z(O):

05 1) 2 eoeevrecense Ny N#leusnenseseese L& ne peut étre
intégré dans Le contexte ensembliste qu’d L’aide d’un prédicat
non collectivisant, car cet oljet n’est ,as un ensembie et

n’arnivera jamadis @ remplin Le tonneau des Danalides.

If y a des colonnes que Tizio n’atteindra pas, quelle que s0il
sa peAAévéaance. Elles aepaééentent des nombnres plus gaandé
gue tous Les éilémenis de L(O) inaccessifles au calculateun
standard confiné dans La Lignée.

L'existence d'un tel nombre of , dit infinimeni grand panrce

gu’'inaccessible d pantin des nombres standard, est une hypo-

thése Lounde de conséquences.

1) On est en présence d’un infini nelatif.
o en tant qu’élément de N est un nombre fLini. Le ~éle
de L’infini est donc joué, dans cette optique, pan Le fini
tr84 grand, hons d’atteinte. €n un centain sens, Dieu n’est
pas plus Loin que Siniusdes.ss

2) It existe des intervalles Linis , tel [Oid]gqud contiennent
une Lignée entiéne. On peut enfenmen un espnit dans une
Bouteille- et méme une population extrémemeni dense d’esprits

comme on veara plus Loin.
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3% LE MONDE NON_ARCHIMEDIEN DES NOMBRES ENTIERS

L’hologramme chatoyant des Lignées n’est visible ni poun
Tizio confiné dans son pancouns de type L, ni poun L’olserva-
teun cantonrien qui ne discerne plus ces objets trop éloignés,
résonbés pan La Limite. IL est visible en survol, grndce d La
vue globale gue nous donne L’autre approche du nombre, par T
el ses endomorphismes.,

Dans cetle optique, L'hypothése de La colonne“Bccessibie
signifie qu’il existe au-deld de La Lignée de départ f,(o)

formée pan Les nombres naturels o, 1 2 voeee n, nel ... un
élément ol qui est un nombre ¢ pant entiére, c’est-d-dire qu’il
est muni de La fonction additive T, et de La fonction multipli-
cative/L&; et qu'il posséde une image par toutes Les transla-
tions et similitudes du systéme.

Les translations®natunellldes” z' fgudi connespondent aux élémentas
de L, (o) appliguent of sun lc/sgtn,qcu. Lorment une l4gnéeL (L)
d’onigine o ., C'est L’'image pan T, de La Llignée de KRase.

Entre Z\ (ajet Z(d} il existe une foule de Lignées inteamédiadi-
nes telle 1_(,,1_) &’'étant Le nombnre entien %_ ou dﬂ gui n'appan-
tient ni a L (o)ni a L(J./puujque L-a' n'est paA un nomfnre
natunrned,

Les images de o pan leA/l , " étant un nomére natunrel, fLorment
une lz.gn.ée L‘,.(a)d unité oL qui est £'image pan Ma de La Lignée
emKOLtézL.{o)

On se trouve donc par Le jeu des T et deA/u-danA un systéme
formé pan une plurnalité trés niche de Lignées fh (a)

caracténisées pan Leun onigine a et Leunr unité u.

Le théme T y est présent en tous Les endroits et d toutes Les
échelles ; toute translation ou similitude est un isomorphisme.

Les ‘2;3“' et le4/¢(_“lnétant un nombre naturel sont Les endomor-
phismes des Lignées dfunité u. I£ n’est donc pas possibie

de sortir d’une telle Lignée pan Les additions et mulitiplica-
tions usuelles ( eflectuédes avec u poun unité)

Les Lignées atomiques” /L\I(a) d’'unité 4 sont ou disfointes

ou identigues et définissent donc des classes d’éguivalence.
La structure-guotient, qui est dense, est trés difflérente

de L’'ordre de succession qui négne au sein des Lignées.

Cette totalitd. si simple pan son thime T et ses varniations-
déplacements et agrandissements- Lournit une panoplie de
nombnres incomparnablement plus niche gue Le systéme classique
qui neste fixé sun une Lignée unique et nejette hons du champ

visuel Les Llignées de L’au-deld et Les Lignées embolilanites.
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42A LA RECHERCHE DES NOMBRES REELS

La conception du nombre entier comme éLément de 7 permetl un
accéds dirnect aux autres sortes de nombres.

T(0) donne d’emblée La parntie négative standard de 2,6dont
L’extension se fait par La syméirie relative a O,

Les fractions peuvent &ire délinies au moyen de similitudes.
Entre deux éléments de La Lignée rarilide gqui est L’image

de ’L\paalu.il reste n-1 éléements non numérotés qui donneront
Les fractions de dénominateunr n:

40it 1, 2 veves n-1_ dans L'intervalle [o0,1]. La rdgle de
n n n ’

simplification ka = a y ajoute Les fractions @ poun dout =
km - m ™

Lel qgue km = n et y dncorpore aussi Les entierns, puisque na =17,
r.1

Tout systéme fini de nombnes rationnels-c’est-d-dine Les oljet
de n’impornte guel calcul ¢£{¢cti{-¢iff; engendré de cetie fagon
en prenant poun unité nouvelle un nultiptclconuun des dénomina-
teuns.

Mais il n'est pas possille d’obtenin de cetie fagonila totalite
des gquotients ¢'ie4 nombnes standard, car un mulitiple commun de
tous Les éléments de 270) doit dépasser chacun d’entre eux.

Il faut donc sortin de cetile Lignée el choisin comme nouvelle
unité un nombre o infiniment grand.

Les éléments de L'intenvalle [O,t] sont népantis sun des Lignées
Lilatéres disfointes qui foament un systéme denéi.

En eflet, on peut définin une injection des nombres nationnels

54 1 dans Le systime des T en Leur associant La Lignéde qudi

contient Le guotient euclidien de pot par g. On reproduit
ainsi Le coaps des guotients de £’anneau 2\1( 0) en 2endant néglc-
‘gealles Les nestes de La division euclidienne.

Cette application —» 22 des fnractions dans Le systime des
T est Loin d’étnre Auajcctivz. Il existe en effet dans o]
une foule de nombres non standard gui sont infinimenit petits
pan rapport & o : p.ex. La partie entiére de & ( ou de ‘V.".'{- )
Un tel nombre B appartient Q@ une Lignée A{tutc enire Z,(O)

et Les B . On peut répéter Le raisonnement au suget de L’intenr.
vatle [ Jet ainsi de suite indéfiniment.

L’existence du nombre S tel que B & < Z(p+Yentraine qu’on
dispose, @ L'intérieur de [0,4] d’un jeu"d’ordres de grandeur”
AL e B AT

IL n’est donc pas Lesoin d’agrandir L’intervalle 4 cel eflel,
comme Le fait Venronese, en passant @ o A3 ... L™
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Au niveau des Lignées atomiques, on a une structure
dense d'une extréme nichesse comprenant, outre Les
éléments nationnels, d’autres éléments qui s'infilirent
entre eux et entounent Le zéro d’une aunéoll d’infini-
tésimaux.

Ces infinitésimaux définissent une relation d’équivalence

gui donne un sens préecis & L'adégalité de Feamat et autrea
égalités du méme genne, dites approchées. Cette classifi-
cation des nouveaux nombnres entoune chague ralionnet

d’un halpo de nombres infiniment proches.

Le passage a La structure-quotient c’est-d-dire classigue
pan élimination * honnéte "de tous Les infinitésimaux

ne peut donnen autre chose que & .

Le procédé de génénation pan déplacement de L'unité
au-deld de La Lignée standanrd produit donc, en dehors des
noménres nationnels, des innationnels plus nombreux gue
ceux du systéme classique ainsi que des infinitésimaux.
Cette méthode, +i elle enfusse dans L’intervalle [211]
tout ce gudi 42 nenconire au couns d’un pénrniple de dimen-
sion ce@smigue, ne fail pas sortin du domaine des entiens

Zinis: on peul dine que toutl est dans &N .

L'appanition automatique de L'infinitésimal avec Les
noménres nationnedf . et néels fait penser 4 une nemarque
de Kuat Gbdel- nappontée pan Robinson dans La prélace

de son célébnre ouvrage- gudi s'étonne de ce que " Le
prochain pas en avant, aprés Les néels, a savodin

L' introduction des infinitésimaux, a été Lout simplement
omis”.

IL reste d souligner Le caractiéne arbitraine du nombnre
infiniment grand choisi comme unité nouvelle. Tous Les
intervalles non anchimédiens E&,&] ont une structunre ana-
Logue, ce gui Leun conféne Le caractére scalant indispen-
salle Q La réserviBilité des similitudes et, pan consé-

guent, d L’existence du groupe multiplicatif et de La
4tructune de conps.



Le systéme classique, qui ne dispose pas des possibilités
qu’offre Le Libre cho.x de L'unité, doit introduine des
éléments nouveaux pour construire ) . Le caractine
scalant de structune de corps s’obtient-intuitivement
parnlant- par intencalations successdives.

Les séquences L{Llimitées du type Z‘ou 7 qud résultlent de
L’enchevétrement des graduations sont converties en ensem-
bles infinis pan La méme mélhode que La suite des entiens:
L'adjonction d’un élément-Limite. On netrouve dans ces

nestes de halos que sont Les innationnels une évocation

de £'énorme nichesse du systéme non néduit, et peul-étre
aussi d’une certaine indétermination qui plane sur La ré-
sorption pan Les Limites inrnationnelles; Leun nombre est
supérieun a@ celudi des nationnels, mais n’a pas de place
Lixée dans La suitle des cardinaux infinis.Ce gqul tend 2
Lairne cnrnoine qu’il y a plusieuns continus.

Ainsi on a d'un cb6té Le systéme classique Basé sun La
Lignée unigue étinréde. jJusqu’aux pontes de L'infini et
L'unité stable inlassablement népétée et moncelée.
L’infiniment padit n’est cernéd gu’indinectement, pan Le

Biais de La Limile qudi devient fa notion-clé de L'analyse.

De £’autrne c6té, Le sysitéme non standard avec son jeu
mouvant d’unités, old La plunalisation de £’archétype T

ouvre une voie d’accés toute naturelle verns L'infinité-

simal,

Ainsi L'dinfinitésimal neste intimement Lié a L'anchéiype,
ojet non formalisable puisqu’il contient implicitement
L'arnithmétique dans Les symétnies et Les similitudes de

sa configunation.
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509 L'INAGE DIURNE ET L’'IMAGE NOCTURNE

A voin Le style si diflérent des deux images du nombre

on ne peut résisten d La tentation de Les natiacher au
négime diunne et au négime noctunrne de L'imaginaine.
Gillent Durand, dans ® Les staructunes anthropologigues

de £’imaginaine * montre, @ L’aide d’un exemple emprunité
au philOsophe de La Biologie Georges Canguilhem, qu’une
guenelle scientifique peut éire Le nésulilat de différences
des négimes de L'image.

IL s’agit ici de deux conceptions antagonistes de La
cellule, s0il comme constituant atomique essentiel du
vivant, s0it comme une Zormation secondaine issue de
L’ornganisation inténieune d'un fLuide inditial. L[’'une nelé-
ve de La, réverie du cloisonnd;’ £'autre d’une 2éverie de
L'intimitel

Il est impossible de ne pas remarquen L’analogie avec

Les deux formes nivales de £'analyse et Les images

du nombre qui fes dominent., La mathématique ensembliste

est Le domaine du cloisonné , des [Lrontiéres nettes sun

Lesquelles se nétractent Les ternains vagues auloun des
collections floues, de La séparation entre La partie et
son complément.

Quant @ £’arithmétigue non standanrd, elle se développe
d partinr des symétnries intérieunes de La structune arché-

typale et retrouve son théme mindiatunisé dans L’intimité

des Lignées atomiques.

A L£’origine, par L'anchétype dont il dérnive, Le nombre
est noctunne. T est une structune 2épétitive et progres-
sive gui nefuse toute Limitation. Il devient diunne pan
son application aux oljets néels, d’abord par Le dénom-
8rement . La compline cueillie sun L’anchétype finit pan
s’ identifien avec Les collections dénombnrées, par devenin
ensemble d’objets anonymes. Ce qui donne fLa fozrme La plus
Zamiliére du nombre, Le candinal.

La mesunre, c’est @ L’'ornigine un dénombrement précédé d'un
découpage en monceaux équivalents. Cetle pratique méne

vens L'image de La négle graduée, doublement diuane pan

La nectitude du support et son morcellemeni diairétique.
Le nombnre, confusémenit senti dans Le rythme répétitif de
L'anchitype se clarilie au contact du monde concret en

des images de caractére diunne., L’arnithmétique tradition-

nelle,c'e4t déjé une mathématigue appliguée.



IL y a eu dans L’histoine des mathématiques un moment od La
8ifuncation diurne-nocturne se desdinail avec une netietd

particuliénre., C’était a La Lin du XIXe siécle, A propos du
dépassement de La Lignée des noméres naturels,

D'un cbté il y a L’échelle de Jacok gue Canton Lance vers Le
ciel du transfini, de L'autre cété, Les nombres infiniment
grands que Veronese plante sun La tenre d’une droite non archi-
médienne.

C’est un magnifique exemple de démarche diurne que celle de

Cantor: la fermelunre pan La Limite qui BLogue La génération

sans £in des entierns natunels et La transcendance pan Le
gigantisme des cardinaux nouveaux. '

Pan contre, dans Le systéme de Veronese s’esquissent déjd Les
gestes de La répétition inlassable de f\paa nedoublement et
emboliement qui carnacténise Le contége non siandanrd des nombres,
image nocturne s'if en est,

On y trouve La pluralité dans L’avalanche des Lignées, La gqulli-
vénisation du nombre nendu infinitésimal pan changemenit d'unité
L'aspect synthétique du schéme de £’avalage dans le passage aux
classes d’éguivalence, La double négation dans La notion méme

des Lignées et Leuns isomoaphismes, .od i€ n'y a pas d’élément
L£as

sans successeun ou sans image. L'attachement @ £’aspect concret
2ans g

se manifeste dans La finitude d’un®infini” terre 4 tenre fait
d La mesune des sciences empiniques .« &L avant tout, L y a

La viscosité, fa pensistance du théme L qui nevient en tous

Les endnrnoits et A toutes £es échelles,

Ainsdi La dualité des aspects du nombre et de L'analyse nous
Lait descendre au plus profond de La genése des images, £é

od se sépanent Le journ et La nuit. Cela explique peut-éinre,

en cetle épogque od rnégnent Lles images diunnes , £'étrange aven-
sion que nencontrent panfodis Les théornies qui néintroduisent
L' infinitésimal, Cette avension se nationalise dans Le refus
de L'archétype A gqudi miniatunise L'arithmétique, afin
d’évitern L’inévitable confrontation avec L’impossibilité de La
Lormalisen.,

Pountant, Les théonies non standard ne s’opposent pas a La
mathématiqg.e clabsique. ELLes ne mettent en guestion aucun
nésultat acquis, et tous Les résullats nouveaux se traduisent
en Llangage classique. Les deux faces de L’analyse ne s’affron-
tent pas en une antithése stérile, mais de réunissent en téte
de Janus, symbole de La profonde unité dans La dualité et de

L' immensité du champ visuel de La mathématique.
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Platon, Le philosophe diurne, n’était pountant pas sans apenrce-
voir L'autre face des étrnes mathématiques, Lui gui, selon
Andreas SPeisen a mieux connu Leur signification gue nous qudi
en savons Bien plus Long d Leun sujet.

Son porte- panole Parménide-diunne s'il en est - L’exprime en
disant:

+ Il Laut que se Bnrise, @ mon avis el que s’émiette n'imponrte

guol " 44 Le Un n'est pas. Les grandeuns se nelativisent.

* La singularnité d’'une masse est infinie plunalité” et Le

* apparait immense pan rapport d L’'émiettement

moindre monrceau
issu de Lul”.
Les nombnres n’ont avec Les masses gu’un * fantbéme d’'égalité”
et Leun séquence s'étine @ pente de vue dans Les deux sens:

* avant Le commencement1-apaé4 La £Lin encone un neste, une

autre f£in ... ol apparatl wun awlbre com e nce mtnk
Unité et plunalité dépendent du point de vue : La " masse sans
Unité® qu’on arnive d sadisirn pan La pensée " de Loin, poun

une vue émoussée, auna nécessainement une unité apparente;

mais de prés, poun un petii esprit pénéitrant, dest pluralité
idlimitée qui apparalt dans L'unité singuliire”

Toul cela arnive dans £a mathématiqgue non standard gui ne s’en
plaint pas, et se ponte Bien dans son monde nelativisé au
milieu de ses microscopes et macroscopes.

Le Un qui est n'est pas non plus sans embiuches. IL est profon-

dément ensembliste, c’est Le singletonf@] comprenant £’oljet
sans parties g ; Ze *"Un”; l'gzae'c'eat La parenthése § } qul

en fait L'ensemble engendrant fa pluralité infinie des nombres
naturels. Le "Un qui est " s’éparpille sun La multitude immense
des singletons, od se profdilent déjd des ensembles suscepti-
8les de se contenin eux-mémes.

L'ensemble, sous ses allunes hypocrnites d'objet Lien déldimité
el prnesque concredl, cache Le ménme p4eye gue L’'anithmétique
miniatunisée dans L’anchétype noctunne T. Le Crétois menteun
nicane Q@ £’anrniére-plan.....

Il n'y a pas de voie royale dans Le paysage mathématigue, il
n'y a que des sentiens escanpés, Mais cette absence de grandes
noutes plates et sans sunprise est peut-étre un de ses

principaux attraits,



