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Séminaire SCHUTZENBERGER-LENTIN-NIVAT 2=-0%
(Problimes mathématiques

de la Théorie des automates)

Année 1969/70, n® 2, 9 p. 18 novembre 1969

SUR DES FRACTIONS RATIONNELLES PARTiCULIERES

par Jean BERSTEL

1. - Sur des polynfmes d'un type particulier.
Rappelons qu'un polyndme f € Q(X] est dit 2 valeurs entidres si f(n) € 2

pour tout entier n . Si f est 3 valeurs entidres de degré m , alors mif est
un polynéme & coefficients entiers. Le théoréme suivant est classique ([6], section
8, n® 114 et n® 190)

THEOREME 1,leSoit f € Q[X] un polyndme & valeurs entidres tel que f(n) soit

puissance k-iéme d'un entier pour tout ne N . Alors f est puissance k-iéme

d'un polynéme g & valeurs entiéres.

Plusieurs généralisations de ce théordme sont possibles. On peut en effet se de=
mander pour quels types d'ensembles T < Z, 1l'hypothése " ne T , f(n) puissan-
ce k-iéme d'un entier" entraine la conclusion du théoréme l.l. Un premier résultat

dans ce sens est le suivant :

/’ ~
THEOREME 1.,2. - Soit f wun polynbdme & valeurs entiéres. S'il existe un entier

M(f) , dépendant de f , tel que f(n) soit puissance k-ilme d'un entier, pour

tout n, O <n<u(f),alors f est puissance k-idme d'un polynéme g & va-

leurs entiéres.

La démonstration est en tout point analogue & celle donnée par POLYA et SZEGO

( 6 section 8, solution du n° 114) pour le théoreme l.l.
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Par ailleurs, DAVENPORT, LEWIS et SCHINZEL [2] déduisent d'un résultat beaucoup

plus général (théordme 1.8, infra) le corollaire suivant :

THEOREUE 1.3. - Soit f un polynéme & coefficients entiers. Si dans toute pro-

gression arithmétique infinie, il existe un entier n tel que f(n) goit puis-

sance k-iéme d'un entier, alors f est puissance k-idme d'un polyndme g 3

coefficients entiers.

Ce résultat reste vrai si 1l'on suppose f & valeurs entidres. Plus précisément,

on a le résultat suivant.

e

COROLLAIRE 1.4. - Soit f un polyndme & valeurs entidres, et supposons que toute

progression arithmétique infinie contienne un entier n tel que £(n) soit puis-
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sance k-iéme d'un entier, Alors il existe un polyndme g & valeurs entidres tel
k

que f =g .
En effet ¢ Soit m le degré de f , et posons f' = (ml)k f . Alors f' vérifie
les hypotheses du théoréme 1.3, et s'écrit donc sous la forme f' = (g')k , avec

g' e Z[X] « Comme mn! divise g'(n) pour tout n , le polynéme g = g'/m! est &
valeurs entiéres, et ona f = gk .

Q. E. D.

L'existence d'une infinité d'entiers naturels pour lesquels f(n) est puissance
k-idme (ou méme carré d'un entier) n'implique:pas en général que f est puissance
k-idme (ou carré d'un polyndme). Considérons en effet le polynSue (irréductible sur
Q) :

f(x) = dx2 + 1, d >0 non carré.

I1 existe une infinité d'entiers n tels que f(n) soit un carré, car 1'équation
de Pell
y2—dX2=l

a une infinité de solutions ([3], § 14.5). On a toutefois le résultat suivant.

THEOREHE 1.5. - Soit f e Z[X] un polynbme i coefficients entiers tel' que tout

facteur irréductible sur Q de f soit de degé 23 . Si f(n) est un carré

pour une infinité d'entiers n € N, alors f est le carré d'un polynéune g a

coefficients entiers.

La démonstration utilise lc théoreme suivant, dont IRVEQUE ([4], th. 4—18) attri-

bue la démonstration & un auteur anonyme :

THEOREME 1.6. - Soit f e Z[X] de degré >3 , et ayant tous ses zéros distincts.

Soit a wun entier non nul. Alors 1'édquation diophantienne

ay2 = f(x)

n'a qu'un nombre fini de solutions x , ye Z .

Démonstration du théortme 1.5. - Nous utilisons le théoréme 1.6, avec a = 1, Procé-

dons par récurrence sur le nombre k de facteurs irréductibles de f .

Si k =1, le théoréme est vrai puisqu'un polynfme irréductible a tous ses zéros
distincts : f(n) ne peut donc &tre carré d'un entier pour une infinité de n en

vertu du théoréme 1.6.

Supposons donc k 2> 1 , et supposons que f(n) soit carré d'un entier pour une
infinité de n . Alors f a au moins une racine de multiplicité =22 en vertu du

théoréme 1.6. Le polynéme f a alors un facteur irréductible, soit h ,de multipli-
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cité =2 , car deux polynbmes irréductibles sur J3 3 coefficients entiers ayant
un zéro en commun sont ézaux. Considérons alors le polynbme f' = f/h2 . Pour ce
polynbde, f'(n) est encore un carré pour une infinité d'entiers n , et il a
k - 2 facteurs irrdductibles. Il est donc, par hypothdse de récurrence, carré d'un
polyndme g'€ g[X] . Posant g = hg' , on a bien f = g2 .

Q.. BE. D,

Dans ses recherches sur les langages formels, OGDEN ([5],ps 9) 2 démontré la géné-

ralisation suivante du théoreme 1l.1.

TIROREME 1.7, - Soient a , b € C[X] , vérifiant a(N) < b(N) . Alors il existe
un polynéme re X] tel que a=bar,

On retrouve le théorémec 1.1 en posant b(x) = xk , et en supposant a & valeurs
entitres. DAVENPORT, LEWIS et SCHINZEL ont établi ([2], th. 1) le théordme tres

général suivant :

- ~
THEORENE 1.8. — Soit F(X , Y)e ZX , Y] un polynbme & coefficients entiers. Si

toute progression arithmétique infinie contient un entier =x tel que 1'équation

F(x , y) = O ait une solution entidre y au woins, alors il existe un polyndme
r e Q[X] tel que 1'on ait identiquement F(x, r(x)) =0 .

Le théoréme 1.7 en découle si a et b sont a valeurs entidres. Il suffit en

effet de poser
Pz , y) = d(£(x) - &(y)) ,
ot D est choisi convenablement pour rendre le polynbme F 3 coefficients entiers.

Plus généralement, le théordme 1.8 signific que, parmi les fonctions algébriques

solutions d'une équation
r
Po(x) + Pl(x)y Foeee + Pr(x)y =0, P, € x],

il y en a une qui est un polynSue, si cette équation admet une solution entiere ¥y

pour un X au woins dans toute progression arithmétique.

Suivant RAUZY [7], nous appellerons arithmétiquement dense un ensemble A < Z

qui rencontre toute progression arithmétique de Z , donc tel que, Va,mn€

N

il existe h € A avec Db = a (mod m ) . La terminologie est justifiéde par la remar-

que suivante :

Si 1'on munit Z de la topologie la nmoins fine qui rend continues lss injectiomas
canoniques n ~-» n de Z dans ‘QP , pour tout nombre premier p , alors une base

des voisinages d'un entier a est formée des progressions arithmétiques
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Vﬁ(a) ={be Z: p=a (modm)} pour tout me E% .

et par conséquent A est un sous-ensemble dense de Z pour cette topologie (RAUZY
[71)e I1 est clair qu'un sous-ensemble A SN qui rencontre toute progression
arithuétique {an + b}ne Ny &vec a , b >0 est arithmétiquenent dense dans Z , et
est aussi dense dans N pour la topologie définie précédemment.

Donnons quelques propriétés élémentaires des ensembles arithmétiquement denses
A<CZ:

() B) A rencontre toute progression arithmétique une infinité de fois.

La démonstration suivante est de DAVENPORT, LEWIS et SCHINZEL ([2], p. 109) : soit

m

a (mod d) un terme de la progression arithmétique {dk + & : k€ N} apparte-

X
0 kD

nant & A . Pour tout n€ N , A contient un entier X, =X+ d®  (mod dn+l)
de la progression arithmétique

{dn+lk+xo+dn: ke N} .

i

Les entiers X sont tous distincts, et vérifient évidemment x =a (mod d) .

(b) i a€ 2 et m€ N*, l'ensemble B={k€ Z: a+kne A} est arithnétique-

ment dense.

Considérons en effet une progression arithmétique
o=1{a' + k'm : k'e g_} .

Parmi les entiers k tels que a + kme A, il y en a au moins un qui s'éerit sous
la forme k =q' + k'm , car la progression arithmétique {a + a'm + k"mm'® : k"€ 7}
rencontre A . L'ensemble B rencontre donc la progression arithmétique o , et
est par conséquent arithmétiquement dense.

(¢) [7] L'ensemble A = {ne A: n> No fixé} est arithmétiquement dense.

~

Ceci découle immédiatement de (a).

Considérons maintenant un sous-ensemble A © N arithmétiquement dense, et rappe-
lons que la densité supérieure atp (resp. densité dP lorsqu'elle existe) d'une
partie P de N est définie par

lim sup (%-Card Pnf{0, ..., n}) (resp. lim~% Card Pn {0, ..., n}) .

(a) Si &P =1 y alors P est arithmétiquement dense.

Raisonnons par 1'absurde, et supposons que P nc rencontre pas la progression
arithmétique lan+ b : ne yj (a >1) . Soit ne N,et n= [m — b]:. Alors

Card Pn {0, woo ,m) =m - (n+1) et =Card Pn {0, e, m} <12,
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donc d'P <1 , ce qui n'est pas. La réciproque de cette propriété est fausse :

(e) Il existe un ensemble arithmétiquement dense de densité nulle.

Posons en effet

A= U {n3 R n’ s 1 y een 0+ n - 1)

n enN®

L'ensemble A contient des intervalles arbitrairement grands de nombres entiers

consécutifs, et est par conséquent arithmétiquement dense. D'autre part, on a
Card An (0, eve , 10 - 1}=E£-’9-—5—-1—)-
et par conséquent

lim l-Card An {0 s wes 3 m} =0 .

o -
Remarquons enfin qu'il existe des parties de N de densité positive <1 qui ne
sont pas arithmétiquement denses. Une telle partie est constituée par exemple par

les entiers impairs.

Enongons finalement le théordme suivant, 4l & DAVENPORT, LEWIS et SCHINZEL ([2],

corollaire au théoréme 2) que nous utiliserons dans la deuxidme partie.

THEOREME 1.9. — Soient f € Z[X] , e8¢ A un ensemble arithmétiquement dense. 8i,

pour tout ne A, f(n) est somme de deux carrds d'entiers, alors il existe

2 2
gl’gZE.%[X] tels que f=gl+g2,

2. - Sur des fractions rationnelles particulidres [1.

Dans cette partie, nous étendons aux fractions rationnelles sur Q certains des

théorémes énoncés pour des polyndmes dans la preuwiére partie.

THEREME 2.1. - Soient f , 2 e‘Q(X) deux fractions rationnelles, et A < Z un

ensemble arithmétiquement dense. Si f(é) < g(g) , alors il existe r € Q[X] tel

que f =g or.

Démonstration. - Ce théoréme est un corollaire immédiat du théoréme 1.8. Posons en

effet f=a/b, g=a'/b', avec a , b, a' , b' € Z[X] . Par hypothdse, toute
’ 4 ’

progression arithadétique contient un entier x tel que, pour un entier y au

moins, on ait :
Fx , y) = alx) b'(y) - a'(y) b(x) =0 .

I1 existe donc, d'aprds le théordue 1.8., un polyndme r e Q[X] tel gue 1'on ait
identiquement
a(X).b'(r(X)) = a’(r(X)).b(X) ’



ou encore f =g o1 . 206
Q. E. D.
THEOREME 2.2, - Soient fe Q(X) , pe ZX] unitaire, et 4 ©Z un ensemble

arithmétiquement dense. Si f(g) < p(g) , alors il existe g G‘Q(X) telle que

f=p.8.

77

I1 suffit de poser p(x) = Xk pour ohtenir le corollaire suivant, généralisant le

théoreéme 1.3.

COROLLAIRE 2.3, = Soient f e‘g(X) , €6 A SZ un enseable arithmétiqueunent den-

se. Si f(x) est puissance k-iéme d'un nombre rationnel pour tout x € A, alors

il existe g E‘Q(X) telle que f = gk .

Pour établir le théoréme 2.2, nous utiliserons le lemme suivant qui est, au moins

en partie, classique (voir par exemple [ 6], section 8, n® 111).

LEMME 2.4. - Deux polyndmes a , be Z X] sont sans facteurs communs sauf peut-

&tre une constante, si, et seulement si, il existe un entier N tel que

fa(x) , b(zx)| N, pour tout xe 2 .

On a alors

(a(x) , b(x)) = (aly) , b(y)) si x=y (mod N) .

Démonstration. — I1 est clair que si a ot b ont un facteur non constant en com~

mun, un tel entier N ne peut exister.

Réciproquement, supposons a et b premiers entre eux. En tant qu'éléments de

1'anneau euclidien Q[X] , ils vérifent 1'identité de cezoutb :

au + bv =1, u,veg[X].

Si N est le p. p. c. m. des dénominateurs des coefficients de u et v, on a
a(x)(Nu(x)) + b(X)(NV(X)) =N pour tout x € Z
donc (a(x) ’ b(x)) | N , pour tout x e Z .

Si maintenant x =y (mod N) , i1 eoxiste des entiers k et k' tels que
a(x) = aly) + ki , b(x) = b(y) + k'N ,

ot tout diviseur commun 3 a(x) et b(x) , divisant N , est diviseur de aly) et

b(y) , et réciproquement. Q. E. D.

Exemples. - Soient a(x) = X2 + 1, b(x) =2x+ 1, ona (a(X) y b(x)) I 5 pour

tout x , comme on le voit immédiatement.
si a(x) =x(x+ 1), et b(x) = (x - 1)(x=-2), on a

2 | (alx) , v(x)) | 6 pour tout x .



Lo

Déuonstration du théoréme 2.2. - Posons f = a/b , avec a , b€ Z[X] , sans fac-

teur comiun, le coefficient directeur de b étant positif, et soit

ok kil
p(x) =x +p X +.e+p P EL.

Constatons d'abord que si, pour n€ 2z, on a :

f(n)

]

p(y /z,) , avec (v

0’ zn) =1, 2z, >0,

alors

(1) b(n)

k
En(a(n) , b(n)) z, , avec € = £ 1 .

En effet, on a :

yk +p jk‘lz + oeee + Py zk
a(n)/v(n) = ply,/2) = S22 2

V4
n

et cette dernidre fraction ne peut &tre réduite car siRON un diviseur de z, divi—
serait Y, o D'autre part, a(n)/(a(n) ’ b(n)) et b(n)/(a(n) , b(n)) sont pre-—

niers entre eux, d'ou l'assertion.

Soit maintenant q (0 £ q €N - 1) fixé, oh N est donné par le lemme 2.4 , et

définissons le polynSme b par
B(X) = b(q + XN)/d , aveec d = (alq) , b(q)) .
On vérifie immédiatement que Db est & coefficients entiers puisque

(alq) , b(q)) = (alg + o) , b(q + nN))

pour tout ne Z en vertu du lerme 2.4. D'aprés la propriété (b) des ensembles
arithmétiquement denses, l'ensemble B = {fn: g+ nlNeE é} est arithmétiquement

dense, et d'apres la remarque précédente, on a :

b(n) = sq+nN<Zq+nN)k pour n€ B .

Si 1'on pose Db!' = b2 , b'(n) est puissance 2k-igme d'un entier pour tout

n E_§ . En appliquant le théoréme 1.3 , il en résulte l'existence d'un polyndume
u eZ[X] tel que b' = wk . Comme on a également D' = (- u)zk , on peut supposer
positif le coefficient directeur de u , et il en découle que B(n) = u(n)k pour

tout entier n assez grand et donc pour tout n € 3 .

Posons maintenant _g‘:{n.é B: n ?’No} y Ou NO est assez grand pour gue
u(n)en >0 si =n Z-No . B' est arithmétiquement dense d'apres la propriété (c)
des ensembles arithmétiquement denses. Comme précédemment, le polyndme

a(x) = a(q + nX)/d

~

est & coefficients entiers. Je dis que, pour tout n € B' , il cxistc m €Z tel

~ que l'on ait ¢
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(2) P(n , m) = a(n) - (mk + n&l u(n) + «oo + P, u(n)k) =0 .,

En effet, il est clair que k divise le degré 4 de b . Par conséquent, si k

est pair (et donc £ est pair), ou si k est impair et £ est pair, on a

—_ ]
eq+nN =+ 1 pour ne B

puisque z et le coefficient directeur de b sont positifs. I1 en découle que

gQ+nlN

g+nN
pairs, on a

u(n) = = et que m=y satisfait (2) . Si par contre k et £ sont im-

g-+nN

si n<N .

= 3 > = ;
u(n) Zgpy LD E U u(n) z o

g+nl
L'équation (2) est alors satisfaite par m = yq+nN dans le premier cas, et par

m=-y dans le second. Les hypothéses du théorime 1.8 sont donc satisfaites

q+nl )
par le polyndme F , et il existe donc un polyntme ve QX] tel que 1l'on ait iden-
tiquement :

)k—l

2(X) = v(®F + p, v u®) + oou v p w@F,

d'oh 1'on déduit :

a(x) _ &) ,
b(X) u(x)

f=pog, avec g(X):#_i__i).é__x’”)N .
u - q)/N

Q. E. Dc

et finalement

Finalement, nous allons montrer que le théoréme 1.9 aimet lui augsi une générali-

sation aux fractions rationnelles. On a en effet le théoréme suivant.

THEORENE 2.5. - Soient £ € Q(X) , et A S Z un ensemble arithmétiquement dense.

Si pour tout xe€ 4, f(x) est somme de deux carrés de nombres rationnels, alors

il existe g1 1 &5 e.g(X) telles que
f=g§+g§.

Démonstration. — Posons f = a/b , avec a , b € Z[X] . D'aprdés [8] (p. 352),

a(x)/b(x) est somue de deux carrés de nombres rationnels si, et seulement si,
a(x)b(x) est somme de deux carrés d'entiers. Ainsi pour tout x€ 4, a(x)b(x)
est somme de deux carrds d'entiers, et il existe donc, en vertu du théorzme 1.9 ,

deux polynémes u , V€ Z[X] tels que l'on ait identiquement
a(x)b(x) = u(x)? + v(x)? .

Mais alors 5 5
f=a/b=(up) + (v/B)" . Q. E. D.
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