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Séminaire SCHUTZENBERGER~LENTIN-NIVAT 20-01
(Problimes mathématiques

de 1a Théorie des automates)

Année 1969/70, n° 20, 7 p. 28 avril 1970

EXPONEWTIATION DE LA DERIVATION,
ET INTBGRATION DES SERIES EN VARIABLES NON COMMUTATIVES

par Claude LENORMAND

I. ExRonentiation de D .

Soit X wun ensemble fini ; on note P 1le A-module des polyndmes sur .

7

L'anneau A est supposé contenir 2 .

Définition 1. — Un opérateur w de P est dit localement nilpotent si, pour

tout polynéme p e P , il existe un entier 1 € N tel que W p=0.

On note S le module des séries sur X* , dual de P . On note e 1'élément

neutre de X* .

Définition 2. - Un opérateur w de P est dégradant si la relation (An = Am')

entratne ((wm , m') =0) , ou @, m'?) =1 si m=mn', et O sinon.

I1 est clair que tout opérateur dégradant est localement nilpotent. Soient w un
opérateur localement nilpotent de P , et I 1'opérateur identité ; 1'opérateur

(1 - W)—l = 2 W ’
neN

~

inverse de I - w , est un opérateur de P ; de méme, I + w est inversible, en

tant qu'opérateur de P .

De manidre générale, si w est un opérateur de P localement nilpotent, toute
série en w représente un opérateur de P commutant avec w . Soit DX3r= &, yle

avec x , y éléments de X .

Ainsi, toute dérivation partielle Dx est localement nilpotente, et la série

Tx = exp Dx représente un opérateur de P ; de plus :

PROPOSITION. - L'exponentielle de la dérivation partielle DX est le morphisme

m e
T telque T y =Y+ x , v

En effet,

(02 w)/mt = T (D) w)/i) (@I v)/50)
i+]j)=n

parce que
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(" mnt)/nt = 3 (@O m)/it) (09 m1)/51)

i+j::n
comme on 1'établit par récurrence sur n pour tout couple (m, m') de mots de X¥.
Soit finalement Tx uv = TX u x TX v o3 TX est donc un morphisme de l'algebre de

Cauchy de P , et 1l'on a évidemment
Ty=(I+D)y=y+ &,y

pour tout élément x € X .

PROPOSITION. - Pour tout couple (x , y) d'éléments de X , les dérivations par-

tielles DX EE Dy commutent.

En effet, cela s'établit immédiatement sur la base de P , par récurrence sur le
degré des mots :
D D mm' =D _(D_mm' + mD m')
Xy y
=D D mn' +D mD m'"+D mD m'+mD D mn'
y X X y Xy

=D D mm'

]
oy

]
o]

en utilisant 1'hypothése de récurrence
D Dm=D D m, D D m'=D_ D m',
Xy vy X Xy v X
et il reste a vérifier que
D D ab=D_D_ab
Xy vy X
pour tout couple (a, b) d'éléments de X . On peut donc écrire

exp D = exp 2 D_ = [T exp D_ = M T,
xeX xeX x€eX

et T = exp D est le morphisme de 1l'algébre de Cauchy défini par

Ty:(ﬂ Tx)y=y+ 2 <X’Y>e=y+ey
x€X x€X

quel que soit 1'élément y € X .

Le polynéme Tm , pour tout mot m , sera appelé le polyndme des sous-mots du mot
m .

L'involution principale « , morphisme involutif de 1'algdbre de Cauchy, est défi-
nie par wx = - * pour tout x € X , et donc am = (- l)xm n 3 finalement, pour
toute dérivation partielle DX 5

aD Ol=—D,
X X

’ ’ . _": z z
ce qui peut également s'établir sur X" par récurrence sur le degreé :

| B 1
(ozDX @)m' = aDX(am om')

Il

(D om om! + om D_ om!')
X X
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il

aD om m' + m «D  om!
X X

Il

- (D mm' +mD m)
X X
= =D mm'
X

On a alors QTX o = exp aDX @ =exp-D, et aTX « coincide avec l'automorphisme

T;l de P, inverse de T_, et tel que T;1 y=y-&, ¥y .

De mépe que T = exp D , on a =t o exp - D .

L'opérateur TX de P n'est pas localement nilpotent, mais il peut s'écrire
Tx =1+ Ax , avec AX localement nilpotent, et I - 4., comme I+ AX , est in-
versible ; la conséquence la plus intéressante de 1'écriture de TX sous la forme

I+ o, est que 1l'opérateur DX peut s'éerire
D, = log(I + ax) .
Par ailleurs, puisque DX et Dy commutent, et puisque AX et Ay s'expriment
en DX et Dy respectivement, on a

D= Y log(I+ ) =1og(I+n),
x€eX X

avee T =I+o0= [ (I+a2a).
X
xeX
L'opérateur o n'est pas une dérivation, ni un morphisme, mais on a la remarqua-

ble relation par rapport au produit de polyndmes :
ufg = of.g + fog + OF.Ag

On a dgalement uofg = Bt f.og + ar Bt g , o B = (T +1I)/2, B é&tant 1l'opé-

rateur d'Buler gue nous considérerons ultérieurement.

L'opérateur & = (T + T—l)/2 est inversible, et 6m est le polyndéme des sous-
mots de m dont la parité du degré est celle de m , alors que 1'opérateur loca-

lement nilpotent (T - T~l)/2 fournit le polynéme des sous-mots de parité opposée.

Nous avons vu que D; m=m wx j; il en résulte que l'opérateur (1 - Dt) de

l'espace des séries a pour inverse 1l'opérateur "produit de Hurwitz par ng% 2w,

Par ailleurs, T admet un opérateur dual 7 tel que
™ n=n o x™)/a

wn
Or, nous avons vu que X = = ntX" 3 le dual de T est donc le produit de Hurwitz

TR
par X% ,

Opérateurs de S . - Tout opérateur w de P ne peut 8tre &tendu en un opéra—

teur de S ; ainsi, bien que I - D soit un opérateur de S

sible pour P , et non pour S .

sy I =D est inver-

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur w de P soit égale-
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ment un opérateur de S est la suivante :

Pour tout élément me X , l'ensemble des mots m' € X , tels que l'on ait

{(wm' , m) # 0 , est fini,

cette condition étant satisfaite pour tout opérateur de S .

Ainsi, T n'est pas un opérateur de S ; on peut cependant considérer la sous-~

algébre de 1'algeébre de Cauchy sur S constitude des séries fe S telles que Tf
existe (et de fagon générale, associer & tout opérateur w de P 1le module des
gséries fe 3 telles que wf existe) ; cette sous-algdbre F est telle que

FP =PF =F .

Coefficients binomiaux. - Lorsque X = {xJ est réduit & une lettre, 1'cxpression

de T dans la base X¥* de P fournit les coefficients bindmiaux,

:n\

\i/ °

(™, %)

Il

De maniére générale, si m est un mot,

Tm , X*) = \;‘m)
et

5 Am
Tm , X") =27,

comme on peut 1'établir, par exemple, par récurrence sur le degré de m , en remar—
quant que
Cym , X*) = GTo , 2 =) 4 (tm , xT)
= (o, x4 7l

On a par ailleurs, « étant 1'involution principale,

-1

T mn, n') = (Tom , m')
= <TQ’II\ N cxm')
Am!
= (= )™ (m, 1% )
.
et, T et 7~} gtant inverses,

ZA @m,xﬂ)@_lm‘,nw>= @, m") .,
n'eX¥

II. Intégration des séries.

ar 36
On notera S 1'espace des séries sur X* .

Sous-algtbre des séries de dérivée nulle. -~ L'ensemble des séries feS telles

que Df =0 constitue unc sous-algébre ; il suffit de connaitre, pour chaque



20-05

n e N, le module des polyndmes homogénes de degré n dont la dérivée est nulle.
Nous noterons Pn le module des polyndmes homogeénes de degré n , ct Dn la res-
triction de D a Pn ; nous allons construire, par récurrence sur n , une base

des noyaux Ker D de D .
n n

Lorsque X¥* = {x} est monogéne, la seule série de dérivée nulle est e ; lors—
que la cardinalité de X excade 1 , les séries de dérivée nulle sont, au contraire,

extrémement nombreuses.

. . n p .
A tout x € X , nous allons associer une base BX de Ker Dn ; nous établissons

au préalable quelques propriétés utiles.
Soit fxy l'application de S dans S telle que, pour tout s e S , on ait (l)

fxy S = XS = yS .

LEMME 1, - Le noyau de fxy sc réduit & {0} lorsque x #y , et aux séries

s'ocxprimant sur {x}* lorsque x =7y .

Démonstration. — Pour 1'établir, soit une série s telle que xs = sy ; alors

ona s =xs , et xS, =8, ¥ il en résulte que le support de s est contenu

dans {x}* , et alors x =7y .

MME 2, - : . i i
LEMIE 2, - Lorsque ¥y # z , les applications fx, et fx,z sont telles que
In f nIu f = {0} .
X X, 7

9 EH

Démonstration. - In effet, si (s , t) est un couple de séries non nulles satis-

faisant & xs - sy =xt - tz , ol x , vy, 2 sont trois éléments de X , on a
x(s - t) =8y - tz .

Si y est distinct de 2z , les supports de sy et tz sont dizsjoints, et 1l'on
a 8 =3x8 , t = xtl , soit
X(s1 - tl) =8 V- tl Z o,
et, finalement, s et t s'expripent sur {x}¥*, d'ol x =y =2z , ce qui est
exclu.
Pour n > 1, le noyau de Dn ne contient aucune série s'exprimant sur {x}¥sla
restriction de ﬁk,x 2 Ker D est donc une injection de Ker D dans Ph+1. Or il

est clair que D et fx v coumutent, quel que soit le couple (x , y) d'éléments
?
de X , car

DfXy s = D(xs - sy)
= xDs - Ds.x
=f Ds

Xy

(1) Je dois la considération de¢ ces applications & la collaboration de
A, JAGQUES.
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D'apres les lemmes 1 et 2, les modules images de Ker Dn par la famille des ap-

plications fx v’ ou y parcourt X , sont disjoints. On peut donc écrire que
9
leur somme directe En est incluse dans Ker Dn+

1 ¢
E = & f Ker D “ Ker D
n v X,y n

n+1l

Par ailleurs, l'ensemble
1 -
Bo={x-y | yex-{x}}

constitue une base de Ker Dl de dimension |X| -1, ce qui fait que Ker Dn+l

est au moins de dimension ]Xln(le - 1) ; le polynbme X lui-méme constitue une
base du module (de dimension 1) orthogonal & Ker Dl .
De fagon générale, on établirait par récurrence sur l'entier n e N que le poly-
néme X° est orthogonal au noyau de D ; on a méme un peu plus : pour toute série
g , tout polynéme p , et tout couple (x , y) a'éléments de X , on a
ApX , £, L @)=6K, g ~Xp, &) ;

donc, tout polyndme s'exprimant par un polyndme en X est orthogonal & Im fx v
’

Il nous reste & établir l'existence d'un sous-module de Pn , de dimension égale

a celle de Pn—l , et dont 1'intersection avec Ker Dn est vide : il en résultera

que En est identique a Ker Dn+l .
Pour cela, il suffit d'établir 1l'existence d'un opérateur J tel que J(EQ CI;+1,
avec DJ = I : un tel opérateur sera appelé opérateur d'intégration.

I1 est immédiat que tout opérateur J s'éderivant

2
iell

i
a. , b, D
i+l p1+]. ’

est une famille de polyndmes tels que Dp. satisfait & DI =1

i+1 T Piv
=0 pour tout i el .

ou tip.}.
{Pl}leﬂ_
si, et seulement si, l'on a a, + a,
i i+l

Lorsque 1l'on parlera de l'opérateur d'intégration sans autre précision, il s'agi-

by

ra de l'opérateur J satisfaisant & la condition suivante : Les modules Im J et

Ker D sont orthogonaux.
Dans ce cas, JD est 1l'opérateur de projection sur 1l'orthogonal du noyau de D .

Nous avons finalement établi la proposition suivante.

PROPOSITION. - Le noyau de D_ est de dimemsion |x|"7'(|x| - 1) .

Equations différentielles & coeffickents constants. — Si 1l'on cherche quel est le

module des séries s € S satisfaisant & ws =1t , ol t €85 et w est une série
3 i ’z Y . .
en D, ws= i%N a; D™ , nous pourrons répondre & cettc question ; en effet, si w
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. . 3 . . .
n'est pas inversible, w peut s'éerire w =D v , avec J €l et v inversible;
’ . \, b j "'l e .
1'équation ws = t se ramene alors a DY s =v ot , et s est définie au noyau

de DY prés.

Séries de dérivée et d'image zommutative nulle. - On a foy s = (yx - Yy)Ys ,
ce qui fait que <vys =0 entraine foy s =0,

Or, le noyau de la restriction Yy de Y a P2 admet pour base 1l'ensemble

{{x,vy]!| v ex-{x}}: ce noyau est donc de dimension |X|(|X] - 1)/2 , et
Ker Dn+l admet un sous module, de dimension IXln(IXI - 1)/2 , qui appartient au

noyau de Y

n+l
I1 faut enfin signaler que, pour tout m e x* , om ne dépend que de Ym : il en

résulte que ¢ et Y ont méme noyau.
(Texte recu le ler décembre 1970)

Clzude LENORITAND
70 avenue de Verdun
94 -~ IVRY



