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A.- Notion générale de nesure et d'intégrale

Expose fait par M.Bené de PCSSEL, 1le 12 Novembre 1934



.- 'S'AVILLE3 D?ENSEi TBLES.

On conpiaéicrs uniquement r]jca en.serib3es qui sont
des parties d’un ensemble ~ d’élénents de nature quel-
conoue: nous appellerons quelquefois "points” ces éléments

sera nonmé i1Jjsnsenbl e fondamental

Famille 1zp . -C ’est une famille d’ensembles telle que
| intersection de deux ensembles de la famille appartient
encore a la famille et que, E et F étant deux ensembles
de la famille tels que S est contenu dons F ( Ep F ;
1 »ensemble F-3 est le somme d’un nombre fini d’ensembles
de la famille; ( somme signifie que les ensembles sont
dis ¢oints; pour d«s ensenbles pouvant avoir des éléments

communs; on dit ré union pour désigner | ’ensemble des elé-

ments qui appartiennent ou moins a |’ un d’-entre eux) .

Exemple de famille 13) : les intervalles a demi-
ouverts de la droite : a = x < b ; les inteivalles de 1*
espace a n dimensions : a» = x* < pbN (1 = 12,2,...n).
Corps d’ensembles .- C’est une famille ti?J dans laquelle

la somme d’un nombre fini d’ensembles d™ la famille Ilui
appartient eneoie . Partant d’une, famil3e i , le plus
petit corps qui la contient s’obtient en 1ni adroirnant

les sommes d’un nombre fini d’ensenbl es de la famille

Opératlons @ et_g¢ _ - partons dTune famille G quelcon-



que. Adjoignons-3ui les ensembles qui sont la réunion d’u-
ne infinité dénombrable dTensembles de O . Nous obtenons
la famille < Si nous adjoignons a & les ensembles qui
sont 3*intersection d’une infinité dénonbrable d’ensembles

de t nous obtenons la famille ., On définit ainsi
!: * 'C"ST .................
G -corps .- C’est un ooios wuaen-"ei-jb-c tel que
( Ceci entraine =0C ) . SI on p3it d’un corps G et quT
on forme tS«- n’est plus en général wun corps . Pour

obtenir le plus petit 'O -corps contenant une famille LaJ
donnéex il faut effectuer JL fois* les optretions =5 tt 5
~f\- désignant le prunier nontiie transfini de la deuxieme
classe

A remarouer qu’un G -corps ne contient pas toujours le
complémentaire d’un ensenble de ce G-corps ; mais il le
contient toujours lorsque | ’ensemble fondamental tf appar-
tient au -corps.

Exemple: Si on part des intervalles a demi-ouverts de la
droite ( ou de |’espace a n dimensions), le plus petit
6" -corps contenant ces interval les est constituée par les
ensembles dc Bor™l (nommés autrefois mesursbles-B).

A remarquer que 1leF-corps ne coincide pas atsrec le ”systeme
de Borel” de Hausdorff qui est une famille C telle que

£ 1 <t
Cr = C§= c,



Par exemple, la famille formée d’un seul ensemble non

vide est un "systéme de BorO'™, mais non un er-corps.

1l1. - FONCTION D’BNSSIIBLE
Unc fonction d'ensemble A de champ C , c’est
a dire définie pour les ensembles de la famille C (et
dont la valeur est un nombre réel fini ou bien +oo nais
Jamais -o) est dite complétement additive si TI3 ,Sg

étant des ensenbl-s disjoints del dont la somme
100

B = appartient a o

1°- ylgn + A ~2 + ... a une somme finie ou égale a +"0

indépendante de |’ ordre d-s termes ( la série des termes
négatifs converge).
2°- Cette sommc est égale a A E

Thécréme. Toute fonction d’ensemble complétement
additive est la différence de d'Ux fonctions compleéete-
ment additivi et jamais négatives.

En conséouenc- on se limitera aux fonctions
jamais négatives . Ccai.-s que nous consi d™r-rons joui-
ront en générol de la propiiété
A, , Tout ensemble de C pour leoyel »n B = + oo peut
«tre recouvert par une infinité denonbreble d’ensembles
de ycL}i pour I”~s~u”™ls N est fini

Mesure.- La fonction sfra appelé’ mesurr (lI) si , en

(1) le sens adopté ici est un peu différent de cfaui de

1*expose oral.
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plus de Ai, elle verifie aussi les deux propriétes

Ap - I>e champ C de A est un &-corps.

A3.— Si JA E = O”toute partie ET de E appartient a 8 :
et 1Ton a A E* = 0.

Fonction d'ensemble de Caratheodory.- C’est une fonction

d’ensemble /L dont le champ comprend toutes les parties

de ~ .et qui vérifie I'-'z conditions suivantes

G. . -Si F est contenu dens E, on a AF —nNnB

Cg .- Si E désigne 18 réunion a*une infinité dénombrat!e
d*enscnbles Ej, on a: AE—""E =1 RB +

En restiei®*nant ccnvrnabi ement le champ de définition
diune fonction de Carathéodory, on peut en déduire une
Mesure. Voici cornent

Considérons la famijle JI( des ense.nbies E tels
que , pour tout ensemble A de G , X A= X (AB)+,f(i/t)
(t> E désignant le complémentsire- de E ).

JIl est un G—orps , et la fonction qui a pour champ
?1t et qui y est égale a /_ est complétement additive et

vérifie A 3» el3« m veéerifie pao, en généra], Aj. Pour

obtenir une mesure , 13 faut encore restreindre le champ
0O1L.

Nommons mesurable— X les ensembles de pour les-
quels \ est fini -1 les enaenb] 's de gqui peuvent €tre

recouverts par une infinité dénoabrsb]le d’ensembles de



pour 3esquelds 7C est fini . Cette i0is 3a fonction
gui a poux champ 3*s pnserabiis mfsur ab3«s - "}C et qui vy
est ci™a3r a 7C est bien un? negute. 13 n’existe d’ai33eurs

pas 6F mesure pro3ongfant \ ) et ayant Q?nf va3eur que X -

Théoréeme de pro3 onggnent.~ Etant donné une fonction
vérifiant A. ., dont 3 chanp (f est une fami33e Sj , 13
existe d*s mesures qui pro3ong¢cnt A ; parmi e3jes, 13
en existe- un? dont toutes 3es autres sont des pro3on-
genif nts . 3> champ de At comprend , en par t.icu3ier, 3e
p3dus petit & -copps contenant (f . Tout cnsenb3e de X
peut s’obtenir en retranchant d’un ensenb3 ¢ de un
ensenb3e dc X pour 3equeld f&est nu3 . On voit donc ques3

est 3e grain obtenu par 3e nro3onrenent .
Pour obtenir ~c on opere de 3a facon suivante
Pour tout ens™”nb3e E, sTi3n, 'existe pas de s”stei.ie d’une

infinité dénonbrab3e d’enscnb3es E de C r-couvrant E,

on pose X E = + . S1i3 exista d- VIf s ;e*nis. on
pose "X E = borne inf. des £i—A E*1 "X ee- &nrs une
A"foncti on de Carathé odory, et i3 suffit de poser 1t} —X]|

En pcrticudicr, si on app3ique 3e procédée a une mesure
on obtient une fonction d Caratbc odorv X t'3 3e que
U= r

Dans tous 37s cas 3a fonction obtenue n’est pas

que3 conque; pour tout ensr.rib3e A pour 3eque3 X A est fini



et pour tout norabre positif <€ , i3 exist* un ensemble
B mesurobie- jp* |, cont«nant A, et te2 T3€Y S ( J(A +<f
On dit alors que 3a fonction de Carathéodory *X est aé-
,qud i éi e
13 y a donc correspond«nge biunivoque entre 3es mesures
et 3es fonctions d* Carathcodory régulieres
Etant donnée une fonction de Carathéodory”™ non ré-

gu3iére, on peut en déduira unf fonction régu3lere X
en app3iquant a *XJ 3< procedé du théoréme de pro3 ongement
X «4 X ne difféerent que pour 37s c¢nsem'bles non nesuro-

b3es- \

Eseraples dp mesures

Considérons dans | ’espace a n dimensions, une mesu-
re dont 3e champ contienne 3es ense~ib3es ouverts
gui ne soit pas 3e prolongement d*une autre mcsui-e jouis-
sant de le meme propriété, et qui soit finie pour tout
ensenble borné . C'est une mesure de Redon
Il existe wune corresppndance biunivogue entre ces mesurer
et les fonctions monotones de n variables continues» a
gauche, par exemple . ( avec définition convensblc- du
mot monotone). Placons—Aous dans 3e cas du plan
I°—supposons 3a mesure donnée , Pienons eziemp3e X
et y positifs; posons f(x, ty0O) = ~ j (x™.yN),
I (xo» ) désignant 3fintcrvaid 3e a demi—wouvert ( x Cxc

® ~y N~y#). Si on prend les valeurs de f(x,y) aux quatre



X 'Z_R»ysI sommets daun rectangle H ;
X i -y/l— N !2 y3 i y3= yX"<y§2)\
on a ®" R = f(xz2,y2)-f(x3,y2)
+ ,Yy,) - ffxo.yn).

Cfest en ce sens que ta fonction f est monotone »

©4 h tend verc p-ar val] 1.:s T>C3itiveg, f(x,y)-f(x,y-h)
tend ce e >N aone 1{ y ™ 3 continue
rapport a ch acun- <'n rs”i a>Lea

unt foaction t(r~y) vérifiant

a gauche par

2°) Inversement partons g
ces deux conditions . Poson3 peur le

aR = f(xz2,y2) ~ f(x3,y2) + f(x] ,y5) - ¢(ix2,V¥-].

rectangle a

une fonction completement edditive et deé-

des intervalles K Semi —cuverts;)

Ar est alors
finie pour la famille ®
le theoréme df prolongement la prolong,
propriétés voulues et mertge W --hjy ccl

-ir™ Q:aule

qui vérifie les
unique

Bn particulier, ai on prend xy pour foncti on. jiono

sur la mesure de lebesgue dans le pl an

fonction monotone o”™dinaSri

tone , on tombe

Sur la droite, f devient une

continue a gauche et r S est la variation de cette fonc-

tion sur | ’ensemble E le champ de ~ varie avec ~ mais

contient toujours les ensembles de Borel
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I11.- PRODUIT DE DEUX MESUHES

Considérons maintenant deux ensembles fondamentaux

X et RT . Soit une mesure deéfinie dans £ et une
mesure définie dans HIJ , dC 3e champ de n , 'l] 3e champ
de aj . Nous allons definir une mesure dans I'ensemble
fondamental ~ Xx ¥i , produit des deux autres ( ou en-

semble des coupl!es (x,y) ou x est un élément de 2t . y an
élément de &\ ) . Pour les ensembles Xx Y, ou X appartient
a OC . Yay , posons 'Y (XxY) = a X.~0oY , avec 3a con-
venti on o * (+ o) = o . N est une fonction compl éte -

. F :
ment additive, dont 3e champ est une famille [x?l} , et qui

verifié AJ . En prolongeant of par le théoreme fondamen-
tal, on obtient une mesure ~ qu'on nomme le produit de
A et de et qu'on note AXx” . Toute mesure qui pro-

30ngeozlprolonge aussi V

La seule difficulté de la démonstration est de prou-
ver que est complétement additive. Il suffit de mon-
trer que si ¢L Xj >Y- recouvre X *Y, alors

2° N (Xi*Yj) M A {XxY) = a X jny

Le lemme de Boxel-Lebesgue n'est plus applicable puisque
les ensembles sont quelconques, sans notion de voisinage.
On le remplace par un autre lemme d'un caractere tout
différent (Voir C.B. Octobre 1933, note de IC'.de Possel
et Cheva3ley}*

Inversement, $ étant définie dans etxUt , a et po



sont déterminees a un facteur constant pres.
On définit de nemf 3€ produit d~ n mesures defini es
dons n ensenbles fondcn¢gntou”~. Cf produit est associatif:
1 X e A (S\aXe i R) (A fag ..xAiO),
a condition de considérer 3e groupesnt ( X~X2 ... Xxn)
corne identique ou couple des deux gioupfjnents (x1ee**Xp)

et ( Xp+3,, Xn Ne

V.- INTEGRALE

Donnons-nous une fonction dc point f(p) definie
Wt
dans un ensemble fond :nr-ntal , prenant des valeurs non

nCgatives (et Cvfntuexlf ment + & )t et une nmesure p= de-

finie dans . Soit ~C- 1Tensemble des nombres réels > o
et n la mesure de L~besgue definie dans . Considérons
1a mesure V = xm qui est definie dans U * CIC . Soit

A
Gp 1 Tensemble des élements (p,a) de 'Cx"y‘tels gque p et a

satisfassent a O<a<f(p). C'est |"'ensemble d”s ordonnées
de f(p).
Si G« appartient au champ de d , on dit que f est
mesurabl e- t* et on po.se _
N G- = intégrale de f{p) par rapport éj -- j{ﬂ»f(p) dp*.
Si f(p) est nulle sauf sur un ensemble ou est n”?i1e,
on a ; J f(p) dr = O ; si f * g . Gf & Gy , i*ou

Jf(pi I"'g(p) d(*
Si fj ( (p)..... forment une suite non
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décroissante, leur jimite f(p) (finie ou non) satisfait

a - 33m [ f djw= ¢ iw ,
n--oo J n
( Ceci I'tu'jite ¢e 3saddit,j i 0é compléte de ™ ).

Si f est mesurai] les enr.enbl ss E (f 7%X) st
ig( f~ @) appartiennent au champ de A{E( f— ) par exem-
ple, désigné liensenb] e des points p ou f(p)”~ol). Il n’en
est pas toujours de méme de U{f <<*) . Par exemple, pour
f = C, et g n'ep’iertenant pas au champ

Inversement, si pour ,°1 . ....formant une suite
partout dense dans EZH 1*s E(f— ) appartiennent au champ
de km, al ors f est nfsurab3e-

3 omnes de Isbesgue : Divisons Ois au moyen d'une éc
le C, £ L SR -t ....d*cart inférieur a un nombre po—
sitif £ @ ' t. < £ . Posons : E, = S(/.. < f(p &)

= rns »F * des points (p;a) de 9 tels que p soit un é-
lément de J, , d'ou : . .G + Go + .. et ) G-= o * Gy
l.= inteivol 3e O<a<”, d’ou AN --M0 - 31 M
et 'C 'EN N *MPE o . On en enncdrt

5 b r 22
?_1'1-: np- E — .}f(p) d 4;,3 Ei

En supposant fini poui 1’ensemble Ej f(p) "7 0:11

différence entre les deux tonnes est au pl of i“ale a
Eff(p) vy OJ , et tend vers zéro avec S

Si f et g sont mesur ab3es- <o on montz2e que fg, f+g

3e sont aussi et que 'jf (f+g) df~ = tJ(f d -f i(g d »

Si E appartient au champ de et si f est mesurab] e-
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est aussi mesuratie et on introduit ]s nota-
tion : JlI. f apv ='J (tpeE<f) d (Jj
{ en désigne par @ 3a fonction caractéristiqgue de | ’en-

semble E, -gelé a 1 en tout point de E, et nulle en tout
point n*a”partenant pas a B).

Dans le css ou xl"k est | ’espace a n dimensions et ou
M est une mesure de Hsaon coriespondant a la fonction
monotone v;(x] ___ xn ) = w (p) , 1’intt, fitale prise par
rapport a la fonction monotone w est par définition 1%*in-

ti gral”™ prise par ropnort ak< : (f(p) dw(p) = if(p) d
J J

Inté ?rsjis mu]tiples
Théoreme de Fubini généralisé.- Soient "A et M deux
mesures définies respectivement dans les ensembles fonda-
mentaux £ et i/j , et E un ensemble de Lifappartenant au
\ryt P « a _
ciaamp de a tout point x de dC ,, fai-
p3 sons correspondre | ’ensemble (x) des

.i*
points dr- (1|/7 tels que (x,y) soit un point

c de E . Dans ces conditions
1°)- 1’ensemble Y(x) appartient au champ de , sauf
peut—£tre pour un ensemble | de points x tel que A L =o
2°)- Qn a (A*(~)E=  j~(yb(x}] dA
'4c- 31
Intégrales successives: si ™~ = n , on a

1= i f(x,y) di = f( Gf s ~ »(ju; * mfj Gf
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d'ou, <%apres le théoréme précédent, et en désignant Tisr
Z(y.) 1»ensemble des ordonnées de 2a fonction f(x*yj en

prenant y pour variable

(Si, I * ( »m Z(x) dA
IX-Z s e e L
/™ Or ( définition d* l'intégrale)
rrti -¢.ib) Xra) Z(x) = t/( f(x,y) d ;
r
D'ou enfin
---------- 11X, 1= ff(x,y) dO =] If(x,y) dwjdA
/ 11.j V [ J#-~C
3e I =J [f(x,y) da] d~»

C'est l«interversion des intc grations qui peut ftre

genéralisée a n intégrations successives

Cas des fonctions monotones Le produit de deux fonctions
monotones «fx.,X£ ... Xp ) = u(p) et 1(*p*1...xn) = v(q)
est encore une fonction monotone w(xj ,Xg ...xn)= w(r).

la mesure de Radon V correspondant a f est alors le produit

des mesures de Rsdor ~ et ™ correspondant a u et v

9 = H*~ . la formule d’interversion pour une fonction
f(r) = f(p.qj donne
f(r) dvr(r) = d v(@)® d u(p)
pt- 1

Intégration par parties

Soient A et deux fonctions monotones de la droite
deéfinies pour a ¢ t < b et f(t) une fonction mesursble-X
et mesurable-~» . Considérons le carré B (a —x < b

afy <b ) et la fonction F(x,y) définie par



F(x,y) = f(X) si x~y , FXxy) = ffy) ai x -y
Supposons ce qui ne restreint pas ]Jo généralite

A (a-0) = fiL, {a-0) = 0

t V4 De cOMpPOsSoONs 3e carré E en deux trien-
/. . gl es
m—r"' E EJ—,: a—XxX<6>b a —y X
a 1 1
A | i ER : a —v < b a — X .é Y r
a E t> on a alors i E(x.,y}d(A*"} |+ ] —
Je i En 1 e0
C rr -1 r r C n
\ i F(x ,y }dj-jd A + | |\ F(X,y)dA]| d*>=
NMa—x<b *Ja—y*x — J a—y<cbu ™ a—x—y -
T TO)(1;(x-0)d A+ [ f(y) dan
J a—>«b <a~y"b
Or on démontre que
f F(x,y) d(a*™) =i f(t) di AL . ov(t))]
JE r J.a”Ub L J

d *ou 3e formule d=*integrati on par parties généralisée

‘“q f
f (t)d (A(t) Ju() 1 = f(O)ON(t-0)dA +
Ja~t<b ] Jant-tb
¢
+ V' f(t) A(t+0) d
J a—ib<b
y — ACIiTCIMI CERT?LL~%S J/INEAIrfES

On dit quaune fonction d’ens-r-mble complétem? ut ad-

ditive a pour base— lorsqu’elle vérifie les conditions

suivantes

B .- Elle est~finie pour tout ensemble mesurables «
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B - Si B =0, 'd'3 = o.

B - v E est finie toutes les fois que”™ g est finie.
(Si B = O, n*est pas forcement définie pour tout
soos-ensenb3 e de E). On dit encore que est absolument

continue par rapport a

De rj , on deduit une mesure *V par le théoréme de
prolongement . Si une fonction f est mesurable - , elle
est mesurable-oj , et a2»on ccrit j f d” pour (f d~»

F(S) —Jf d3 est un nombre attaché a toute fonc-
tion f mesurable - c'est a dire une fonctionnelle
Elle posséde les cing propriéetés suivantes ;

F* : Fest un nombre , nul , positif ou cgal 4 +00

~2 : Si f efc S sont mesurables-~, F(f+g) = F(f) + F(g9) .
-3 * ~niP~ mesurable tend en cioissant vers f(p) {qui
est toujours mesurable- f* ) lig, F(fn) = F(f)

(De F2 et F3 on déduit immédiatement que F(fcf)=kF(f).)

Fa : Si - 0o, F(fO =o0
Fs * Si E est finie, F((f ) est finie

ioute fonctionneiae dtfinie pour les fonctions me—
sur abl et vérifiant Fj 5 est appelée fonctionneziae
1inéaire de bsss

Inversement, portons d'une fonctionneiie line aire

j#1{f) de base . Pour f s* elle constitue wune fonction

d'ensemble complétement additive de base- , soit fb*
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On démontre, en approchant f au moyen de fonctions ne
prenant ou’un nombre fini de valeurs, que C/ff dx)'= F(f).
D’ou (e thé oréeme : Toute fonctionnel le linéaire de base-jjJ

est une intégrale par rapport a une fonction d’ensemble

completement additive de base-~ . On peut dire encore
ou’il y a correspondance biunivoque entre les fonctions
d’ensembles de base et les fonctionnelles linéaires
de base

On a aussi F(f) = * mil Gf . Donc, les fonction-

nelles linéaires sont un cas particulier des fonctions
d’ensembles compléetmtnt additives dans | ensemble fonda-
mental u X b“i_ tandis que les fonctions d’ensemble comple-
tement additives dans *C sont un cas particulier des

fonctionne 12es linéaires

Intégrale indéfinie .- Limitons-nous a partir de mainte-
nant au cas ouUu 1’on peut recouvrir 1'ensemble fondamental
par une infinité denombrable d’ensembles appartenant au
champ de A» et de ratsnrea finies . Soit vp une fonction
mesur ebl e - tel 1e que, pour E finie, fa [i/ (p) d

soit finie ; on a

rd' E = %I/f@l?(p) dip= W'W d(~ j d g (evee = MW(AE)

E est une fonction completement additive de base-|[J->.
c"E se nomme | ’intégrale indéfinie de la fonction

C’est une fonction completement additive de base ne
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change pas si on modifie sur un ensembl e de mesure- ~
nul le

Inversement, ¢oit ,-v E une foncti on complétement
additive de base jlw , il existe une fonction U telle gae
J E= C(Pd {Ni lrodvm) . Cette fonction QJpeut se nom-

mer une qua”i-der ivé _ de par rapport a m», et se noter
«

—————— . Deux ouasi-derivt.es de  Yeet H o, one diffe-
rent que sur un ensemble de mesure nulle, mais cet en-
semble de mesure nulle est quelconque.

Pour obtenir M/ (p) a partir de a/ , on recherche
un ensemble E” contenu daans tel que pour toute par-
tie 3’ de E, , on ait * -——7" et "oour tout ensembl e

D t*' B

E'(l&conte-nn lana et s”™ns poinc commun avec E .

—-— —ai . On en déduit un partage del en ensembles

S~ pou.* 3epiquel3 Vj/ (p) = rt
I y a donc correspondance biunivoque entre les
fonctions définies a un ensemble de mesure-H puile

pres, et les fonctions d'ensenbles compléetement additi-

ves de base i~ o
D’apres les théoremes ci-dessus . toute fonctiormeilie
linéaire peut se mettre sous la forme

f f = (f a( f md»™) = ff wp

* v/ “B _ * _
(formule dn changement de variable généralisée ).
Theoréme de dérivation .—Plagcons—aous par e-rem”le dans

le cas d'une mesure- de la droite, considérons une
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suite dTintervalles S de centre p et tendant vers zirav
c
Dans ces conditions, —r tend vers sauf eut-
A ® (p) p

etre pour un ensemble de points p de mesure-~ nulle.

Sn particulier, si o? M-\-/--En tend vers u )éomt
1 s *v t

de l1l*ensenble et vers zc.ro en un point n’appartenant

pas a l’ensemble , sauf peut-etre pour un ensemble de

mesure -rl nulle . (On exprime ce fait en disant que la

densi te d’un ensemble est e”ale a 1 presque partout

pour les points de 1’ensemble , a zéro, presque partout
pour un point n'appartenant pas a | ’ensemble).
VI.-INTSGHALS DE KgLIINGBB-BADON

Soit 'V/ une foncti?_n é:-omplétement additive de base -
jo» ; considérons I = j(’\-:---) -d , (p>3) . Divisons
B en ensembles ej te‘?lsE que ~ 6, < f ; lo somme
7 B a poor.limite | lorsque £ tend vers

(kv & i)
ztro ; on démontre d’abord que ctttf Ilimite existe , puis

gu'elie est une fonction complétement additive de base -

et que sa dcrivce est (d,v/dw )p+1 en considérant

» d
| lensemble d=s points ou diwo ' est compris entre deux

d
valeurs voJpines) . On en conclut que la Ilimite est | ’iri-
tegiate | ci-despus . C’est 1*inte Prale de Hellinger-
Hadun.

r N p+l
On demontre de meme que f(p) (A~_T a
ar

est la limite de la somme
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_ P+1
"> f{pa) JJ.")

1 ( p1€5)P

Plus gt ner¢Ofnfnt, 3*p,u*,...,u ) designant une fonc-
tion homogéne et de de”~ré 1 par rapport a Uj..... un
et <\sz'l .............. _ ,A)ges fonctions de "base , on peut
étudier dans ou*]s cas, ? Fxl > «10

tsn” vers Daint*. grale
[f [p]). -_aA __ a -~
J d n

VIl. -GaTER 41 IS ATi1cws

Si f(p) nTest pas toujours supérieure ou égale a
14‘ *

zt.ro, on considere f = f —f , et la plupart des résul-
tats s Ta*opliquent cncor* ; cfp”~n”ant il n¢ frut pas que
f £ d soit iniinie, car alors

Jfd|~ = Jf d»~ - Jfdf~

n‘aurait plus d* s™ns
Si Jf d et ff djJ sont bornées, ce qui équivaut
a supposer j|f} bornée, on dit que f est somnable.
Citons le theoréne sur les suites dTintégrales
si les fonctions f ~mesurables-pJ tendent vers f et si
les |Jfn ] sont inférieures a F sonnable, J fnaf* tend
vers Jf an
On considere aussi le cas ou la mesure»*** peut

prendre des valeurs négatives (difference de deux nmesu-
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res dont 3»une est bornt€ ). Par exemple, J f(x) dPj(x)

ou o0 (x) est une fonction a variation bornée , différen-
ce de deux fonctions monotones et A , est par défi-
nition

Jf(x) d d (x) =3f{x) dAr (x) - Tix) dArX) .
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