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Exemplaire n° 4

SEMINAIRE DE MATHBBLATIQUES

Deuxiéme année 1934-1935

3SPACE DE HUBERT

.- Représentation linéaire des groupes de Haar

Exposé fait par M DE1SARTE, le lundi 25 Mars 1935



Nous exposerons dans cette

3a représentation linéaire des groupes

travaux de H.W3YL, F.P3T3R,

re, Yey3 se bornait a considérer les groupes

toujours en se bornant aux groupes de Lie,

ralise les résultats de Y7eyl

laquelle le groupe opére transi tivemont;

é¢tendu les conclusions de S.Cartan.

Nous commencerons par énoncer

définitions et de théoremes.

I .— Nous nous bornons a considérer
Haar de mesure totale finie V,
1°) Dans ces groupes
riante i

Coolie que soit la fonction mesurable bornée

conférence

de Eaar dTapres

de Lie

on considérant une variéte

enfin V/eyl

les

la mesure de Haar

2a théorie de

3es

3. CARTAN, Dans son premier mémoi-

clos ;

u.Cartan a géne-

dans

a encore

un certain nombre de

groupes de

est bi-inva-

du groupe f(x)

on a

p n n n

Jat(y"axydx dy = dy f(x) dx = V| f(x) dx =

C, P P
:\] ax J f(y“3) dy = VJ f(y” ) dy
il en résulte bien dx = d(x } et la mesure est bi-inva-
ri ante
2°) La condition nécessaire et suffisante pour qu’un

groupe do Eaar soit de mesure totale finie

compact

est qu’il

soit



S’il est compact, il est évidemment de mesure totale finie;
inversement, s’il n’est pas compact, on peut trouver une sui-
to infinie do voisinages, tous déduits par translation d’un
voisinage do | ’unité, et sans point commun deux a doux; la

mesure totale est donc infinie

3°) Si un groupe de Eaar compact est discret, il n’a
gu’un nombre fini d’éléments ; s’il est infini, il est par-
fait et a la puissance du continu . Cela résulte d’un théo-

reme d’Eausdorff.

Il.- Soit un groupe de Haar compact, considérons les

fonctions mesurables du groupo : f(x). On distingue parmi
ces fonctions les classes L , (p —a | ’unitée), formées des
fonctions telles que f'ﬂx) N odx  oit une valeur finie.

La classo L est formée des fonctions intégrobles; on dési-
gnera par L° la classo des fonctions mesurables bornées ;
elle est entiéeérement contenue dans L puisque le groupe est
do mesure totale finio. D*aprés | ’inégalité de SoIdEr, le
produit d’une fonction de IP par une fonction de LA'* ap-
parti ont a Ll. La classo L peut otro eegardeé comme un espa-

ce vectoriel normé, en posant

tx 1 -0 f IFl dx Iy
d’aprés le théoreme de Fischer-Hiosz généralisé, cot espace

est complet. Sn particulier L2 est un espace hilbertion

pourvu que | ’on définisso le produit scalaire par

(f.g) = f f(x) g(x) dx



Si 30 groupe ost fini, cot espace est 1lTespace euclidien a
n dimensions; sTil est infini, clest 3 Tespace de Eilbort.
On démontre do p3us 3a propriéte do séparabi 3ité
suivante
Toute fonction F(x) de Lp peut Otre approchée avec

une erreur on norme moindre que £ par une fonction continuo

f(x).

I11.- Produit de composition

Soient f et g doux fonctions de L ; 3e produit
g(y).f(y x) est intégrablo sur 30 produit direct du groupe
par lui-méme

33 S(y) f(y-1x) dx dy = j [f(x) j dx ilg(y) | dy

13 en résu!%g dTapres 3e théoréme do Lobesgue-Fubini que la
fonction [ g(y) f(y x) dy existe presque partout dans 3e
groupe, et qufo330 pppartient a L ; c’est le produit do
composition de g par f t

N ~S dy = fs(*y) ) dy.
Si g appartient a L et f a L°, CPest bornéo et apparti ent
aussi a L°.

Plus généra] ornent, si f est dans Lp ot g dan3

P
£ P~* | Cp(x) oxisto dlapres 1l»ineégalité de H'0ldor ; elio
appartiont nome a L° et est continue : la séparabilité de
L entraino en effet, la continuité en norme des fonctions

ae £ , que io produit de composition soit continu ot borné.



cola s’on déduit sans poino, Lo produit do composition do

) . i 0
doux fonctions du L° ost donc uno fonction continue do L .

IV.- Représentation_dTordre n

Une matrice E(x) fonction du groupe, de deéeterminant
non nul, définit une representation linéaire d’ordro n du
groupe si | ’on a E(xy) = E(x) E(y).

A étant une matrice constante d’ordre n, de détermi-
nant non nul, 3(x) et A~-*E(X)A définissent deux représenta-
tions équivalentes qu’on no distinguera pas | ’une do | ’autre.

Si on désigne par 3° la matrice transposee de 3, on
constate que E°(x ) définit aussi une représentation du
groupe ; c’est la representetion contragré diente. Enfin, en
prenant les complexes conjugués, on voit que 15(x) definit
aussi une representation

Une représentation est réductible s’il existe une
représentation équivalente de la forme

3(>X =j! ILsLLSLIL ||
0 I B(x) i

ou le zéro représente une matrice rectangulaire dont tous

les éléments sent nuls . La transformation linéaire corres-
pondante dans | ’espace a n dimensions invarie une variété 1i-
néaire . La représentation est complétement réductible s *il

existe,une representation équivalente de la forme

bu)= | AUGI _o_
v O hBOI



La transformation linéaire correspondante invarie alors deux
variétés linéaires disjointes et complémentaires T Dans les
deux cas, les matrices A(x) et B(x) fournissent des repre-

sentations du groupe |,

Une représentation est irreductible si elle n'est

pas réductibl e *

V.- Images matricielles d’une fonction : représenta-
tions intégrables 4

Soit une représentation S(x) dont nous supposerons
d’abord les éeléments ejj(x) mesurables. Soit une fonction
f(x) ; la premiere image matricielle de cette fonction est

la matri ce {JL{T% = B(x) xf(x) dont les el éments @ﬁis(x)

sont les produits de composition des e;J par f. La secondo
image matricielle est la matrice A Jnf] = J S(x) f(x) dx
ou | écriture a un sens évident.

Si on pose fO(x) = f(x*“3) un calcul facile montre
gue (JC \Jf | = E(x) .A f° (rél ation matricielle). Quel 1o qjio
soit la matrice mesurable E(x) , on peut toujours trouver

"~ne fonction f(x) de L™ telle que |’ ’image A thIexiste et
soit de deéterminant non nul
Représentons les matrices d’ordre n a élements com-

plexes par des points dans l’espace a 2n” dimensions ; on

peut recouvrir 1’ensemble de ces points pour lesquels la ma-
trice est de déterminant non nul par un ensemble dénombrabl e

do domaines convexes A1 ; soit O 1* ensemble dos éléments
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du groupe pour lesquels le point représentatif de E(x) tombe
dans A*; 1Tun au moins de ces ensembles est de mesure non
nulle; soit CP* un onsemblo do mesure non nulle I"\ll contenu
dans celui-la; il suffit de prendre f égal au quotient de
la fonction caractéristique do C. par ~

Supposons maintenant la représentation integrable,

c’est a dire les élements de 3(x) dans L , je dis qu’alors

ces éléments sont des fonctions continues do L°:

Choisissons f dans L° comme il vient d’etro dit ;
aloi*s | ”imago A (~fj oxisto et ost do déterminant non nul; on
a B(x) = Ot\f°3 . A“" '~fj : les éléments de | ’imago OL °j

sont des produits de composition do fonctions de L par uno
fonction de L°, ce sont donc des fonctions do L®; il en est
par suite de memo des éléments do 3(x). Mais alors les €élé-
ments do 1’imago OI[f°] sont dos produits de composition

do deux fonctions de L°, ce sont donc des fonctions continues

do L° ainsi que les éléments de S(x).

VI.- La méethode d’I.SCHUR.

Soit E(x) une représentation integrable d’ordre n;
soit uno forme hermitionno a n variables définie positivo
et a coefficients constants. Désignons par A sa matrice.

La formo hermitienne ayant pour matrice B(x).A.E°(x) est
aussi deéefinie positivo ; les éléments do cotte derniere ma-
trice sont intégrables comme produits de fonctions de L° ;

r
soit donc C = 1| T3(x) .A.B°(x) dx , qui est encore la matrice
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d'uno forme henniti onno définie positive; on a

C

TA(X) A3°(X) dx = jﬁ“(xy) .A.3°(xy) dy
Yy

3(x).C.3°(x)

co qui prouvo quo 3a formo homiticnno correspondant a C

est invariéo par les transformations linéaires correspondant
a 3°(x). Un changement de coordonnées convenables amene 3a
formo hermi tienne correspondant a C a étro canoniquo, 30sS
matrices B(x) deviennent alors unitaires : une représenta-
tion intégrable est toujours équival ente a une representa-
tion unitaire

Inversement, toute représentation unitaire est bor-
né e»donc intégrable. Si une repreéesentation unitaire est re-
ductible, elle est complétement réductible.

3n poursuivant dans cette voie, on aboutit, par une
methode purement algébrique, aux célebres relations dfortho —
gonalité dfl.3chur. Comne nous allons 1les retQiuver dans
un iristant, nous n’en parlerons pas ici, et nous exposerons

maintenant les résultats de Wey]

VIl; - La methode de V/3YL.

Les relations dTorthogonalité dTI.Schur montrent
gu*a chaque représentation intégrable correspond un systéme
orthogonal de fonctions de L°, donc aussi de J?; la question
se pose donc naturellement de savoir s’il n’est pas possible

de rattacher ce> résultats a la théorie des opérateurs liné —



aires dans 3’espace de Hi3bert . Les résultats de Y/eyl per-
mettent de répondre par 3’affirmative. Le principe de sa mé-
thode se trouve dans 3es deux remarques trés simp3es que VvoOi-
C
1°) Les systémes carjctérigtiques

Un systeme de n fonctions f. du groupe sera dit ca-

ractéristique ai 31lon a

f,l(yX) =1 _ e (x) fé(y) ;

Si 3a matrice E(x) = ]j .(x) j| e3t de déterminant non nul ,
i3 est clail? quTe3 3e fournit une représentation du groupe ;
on a évidemment E(xy) = E(x).E(y)
2°) L’opérateur do composition
On peut regarder 3e produit de composition

Y (X)) = F(x)X f(x) = j P(xy) f(y-3) dy
ou la fonction P est fixée, comme un opérateur linéaire fai-
sant correspondre 3a fonction W a 3a fonction f . Supposons
gue p soit une valeur spectrale de cet opérateur a laquelle
corresponde un nombre fini n, do fonctions propres f. . 3n
a donc F(x) x Fi(X) = p fj(x) ; mais les propriétés du
produit de composition montrent immédiatement que

jofjixy) =J F(XJ)t) f.it”3) dt = F(Xt) f. (t"3) dt

f..(xy) regardée comme une fonction de x est donc aussi fonc-

tion propre de 1’operateur relative a la valeur spectrale ;

il s’en suit que

fi(yx) = E ; 0,0 fJ(y)
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et 3e aystéme des fonctions f~ est un systeme caractéristique

i3 fournit donc une représentation d'ordre n.
LTcss onti e3 do 3a méthode de Wey3 sg trouve dans ces

deus remarques . Entrons un peu dans 3e détai3; on va démon-

trer 3es trois points suivants
existence des représentations

re3ations dTorthogona] i té

3e systeme orthogonal ainsi constitué est complet dans 17?

(Le dernier do ces résu3dtat3 est di0 a 7/ey3).

VIlIl.- Existance des représentations
On posera dans 3a suite f* = 7°
Prenons f dans L et formons 3e produit de composi-

tion P = Fxf ; on constate sans peine que P = I? ; nous di-

rons que P a 3a symétrie hermitienne On appe3 jora tracc

de 3a fonction f(x) et on désignera par Tr(f), 3a va3 eur

priso par 3a fonction f en 3 Té3ament unité du groupo
Si on conviont do prendre pour unite de vo3ume, 3e vo3umo
du groupe, un ca3 cu3 immédiat montre que Tr(p) = \yfj~»

Soit maintenant E(r) une représentation intégrablo
du groupe, quTon pout, comme on 3fa vu, supposer unitaire.

Formons 3es imagos matrici e33gs A["f] , et A \f°\ ; on a

A J
[f] = J F(X) E°(x) dx =J FOE"-100) dx

= Jf f(x) 3(x-3) dx « A [f°5
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puiqgquo les motricos E(x) sont unitaires, ot on supposant quo
E(x) so réduit a la matrice identité on 1'élément unité du
groupe, ce qui est nécessairement le cas . De plus, on a |,

d'une maniére générale
ANTXQg] =JJ T(xy) g(y-3) E(xX) dx dy

fif(x) g(y) E(x) E(Qy) dx dy = A j fj.Ailg]

et par suite

Al FA = A fAC[f) = oA [T o1 [f]
ce qui prouve que la matrice A rP | est hermitienne et que
la forme hermitienne correspondante est non négative. On
pourra donc ramener cette derniére matrice a la forme diago-
nale par une transformation unitajrc de coordonnées dans 1*
espace a n dimensions ; la nouvelle représentation (équiva-

lente a 1’ancienne) sera encore unitaire, et elle sera tel lo

Aiv) =|/9
Formons encore | ’image matricielle J$ “"FI = F(x)xE(x)

analogue b (X [PJ .0On a [pj = 1c [pj .E(x) = A\ pj.B(x)

quo

puisque A |_Fj est hermitienne; comme elle est aussi diago-
nale, il en résulte

Hx) X° .(x) = jJo. 0.MX)
On peut donc, F étant donnée, écrire les représentations de
maniere que leurs éléments soient solutions d’une équation

intégral o F(x) x 1F(x) =p " (x) t c°est a dire soient des



fonctions propres

13 ost a noter que pour que 3’imago A[F J ne soit
pas nu3 30, i3 est nécessaire et suffisant que 3’un au moins
des é3éments do E(x) soit une fonction propre ap Tsrtonant a
une vs]cur propre non nu33e . Inversement, 3a remarque faite
p3us haut en 2° prouve quo 3es fonctions propres d’un opéra-
teur de composition fournissent une représentation du groupe
Si on suppose que ces fonctions propres sont intégrab3es, 13
est c3air que 3a représentation ainsi constituée 3era inté-
grab3e ; ses é3éments o.fx) sont en effet des combinaisons
dinéaires a coefficients constants des Ti(ypx), (3 es y_ éfant
des éléments fixes du groupe), ce sont donc dos fonctions
intégrab3es . Si do p3us, S(x) est te3 3e que 3’image A jjp"!
soit ramenée a 3a forme diagona3e, 3a valeur propre corres-
pondant au systéme do fonctions propres choisi pour construi-
re 3a représentation figurera nécessairement parmi 3es é3eée-
ments diagonaux de A | _fl

On obtient donc 3e théoréme d’existence des représen-
tations intJgrab3es on app3iquant a 3’équation F x
3es résu3dtets do 3a theorio des équations intégra3es a noyaux
symétriques . En parti cu3ier, a toute va3 eur propre non nulle
de ce noyau correspond un nombre fini de fonctions fondamen-
ta3 es, car 3’opérateur de composition est un opérateur com—
p3etement continu, de p3us, i3 y a au moins une va3eur pro-
pre non nu33e . On peut preéciser un peu en app3iquant 3a mé-

thode de Schmidt . Partons d’une fonction f(x) de IT*, formons



3e noyau termitien F = f Xf

ne sont autres

qui

de composition de F

ses itérés,

Posons enfin = Tr(Fn), qui est aussi 3a premiere trace
du noyau Pn(xy“S) au sens habitue3
a) On a Fn = Fn puis FZn = pnx pn
et ran = 1fJ 2
La formu3e do Schwarz app3iquée a
f2n + 17 T"1Pn* Thses!
donne
-3n + 1 = lIs'nil *HFn+l Il = <~ 3n- "Zn+Z (3>
'b) La formu3 e de Schwara app3iouée a =p xN
Zn n ~Nn
donne encore
c) On a Tr(g xFx g) = Tr(gxfa fxg)
r 2
= TN\@xF))X (@*Fi=1@xfyl = 0
3n remo3ac¢ant dons cette i™néga3dité g par une combinai-

IX.4.-12

et construisons 3a suite de

gue 3es puissances successives

ps =P pn = F <'ﬁr3

son 3%§eaire a coefficients constants do deux fonctions 8 et

h de 1«
iTr{gXxF*nh)y| e

jiin consoquenco i3 vient

on o-btient J’inégalité

Tr(g « F» g) .

analogue a celle de Schwarz:

Tr(h x p xh)
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I3nta = Tr(Pn * F*Fn+3 )

) —+ 1/p
Tr(Fn ZEXFn).Tr(Fn+3 X Fa Fnt] )]

P zZ/P P NL/2 3)

ou A2n+3 “ 141 2n+l ¥ 2n+3 )
Les inégalités (1) ot (3) se résument on
F*n+l - NMon -An+S - An*N ANn N3 xFEN (4)
1Tinéga2ite est oncorg va3a'b3g pour n =1 ; on 3g voit on re-

marquant quo

F = Tr(fnfxf~Af) . || FR. jif *~xf | =( P2P3)3/a

d’apres 3a formule de Schwarz.

d) Enfin, par 3a formule de la moyenne, on déduit

de I ’inegalite (3)

f~2m+2n Tr "F2mx ?3n™ “ A3m ~ 2n (5)

Mais on peut montrer aussi que

22n+] IX) ~ P2n+2
Remplacons pour cela dons 3’inéga3ité Tr(g *F<g) ~ 0

g pai* ci- F~. (0 x) + B F~r(v 3x) ; el3e devient alors
ci U ) 2n+l+ <p>"2n"3 <u~1) + *2n+3 (u-1 v +3yaP2n+1- 0

d’ou résulte la propriété annoncée ; on a donc pour tout in-

dice n —2 JFn(x) —1 1n ; puis , comme plus haut

*m+ n* PETN (m,n,=2,3 ) (6)
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L’inégalité (4) montre que les quotients In+: [ E vont en
croissant; ils sont positifs ot bornés supérieurement, car
d’ pres (4) (6)
Irj *c,k/r.*r
H1 77 . 77
Ils tendent donc vers une limito positive i * t a 1'“
pourvu que les In ne soient pas tous nuls, ce qui n’arrive
que si jif]] 2 est nul. De plus INM3/Zin =Y
ot 3a suite Y { est décroissante , e33e est d’aid3]eurs
n

bornée infé ri sGrement par 3 Tunité , e33e a donc une 3imite
h ~ 3

Posons maintenant N — Y F ; jn a
3n n

= Tr [($ m-4>n), X Q ji

=/Ard- + 2rah

gui tend vers zéro quand m et n augmentent indéfiniment ;
g) n converge donc en moyenne dans L2 vers une limite O ;

mais commeY ~ n+j = F x , la suite n étant convergente
en moyenne, la suite (JJn+4 convergera dans 1° et on aura
FxUp =Y<FfT ~ XC =Il>=1LP
ot
g
h = Tr(Cp ) = Tr(CpxY ) =| <1
Si est une fonction propre quelconque de F

F X =p ; on a
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Ao = <-~>n T 5
Le preni er membre tend uniformeément vers uno limito. donc

0 ¢« Y et Y ost 1a Plus fronde ve3eur spcctrable do P.

On peut montrer directement que les fonctions pro-

pres correspondant a la valeur spectrale | sont en nombre
fini ; deéesignons par (tpj) le systeme orthogonal t fini ou
non, formé par ces fonctions propres . I-0 fonctions

(n™(x s) , ou a est fixé, forment aussi un systeme ortho-
gonal normé ; on a

(VF - (x?Js) =3 (Ff X)) "(x"Ns) dx =Y* 1) = Ji1~rs~

llapplication de |I'inégalité de Bessel donne alors
Iy 10 £ /~C.) if i ?

et en intégrant cotte inégalité sur le groupe, on voit que

les O sont nécessairement on nombre fini n, ot que |’on a
0

n " = 3 On peut par suite appliquer la méthode indi-

guée en (VII-3°) ; soit donc

<p1(y) » )

formules qui définissent la représentation dr’ordre n

B(xX) = H Oj~(X) jt =on a de plus oi"(x)= i (yx) () dy

Il est clair que la matrice B(X) se réduit a la matrice unité
en | ’élément unité du groupe ; les < (yx) formant aussi un

systeme orthogonal normé, la matrice E(Xx) sera unitaire ,ca qui
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$o0 traduit par 0. .= e3_ . 13 faut encore montrer quo
* i
AT1?] = | a*JH n‘eat pas nulle. Or on trouve facilement
w J(x) X P(x) -Z . aii L i(x); si on ca3cul®° a 3*aide de

cette formule la trace h detPx P , on constato qufelle est

éga3de a une formo hermitienne de coefficients aLj calculée

pour des valeurs des (pl on 1»élément unité ; cette trace

n»étant pas nul] o, les * ne sont pas tous nuls

IX.- Relations d»orthogonal i té

Nous venons de voir gu»a 1o valeur spectrale v cor-

respondent un nombre fini de fonctions propres ; U? étant el-

le-méme une fonction propre est une combinaison linéairo do

cos fonctions propres ot d»aprés co qui a été vu elle se mot

sous la forme

(pj (x*3s)

N (xyU3) = \{—fi(x) SN (¢,

montre que H est un entier égal au nombre des fonctions

co qui
propres correspondant a Y . Nous dirons avec H.Weyl quo f(x)
est une fonction nitaire caractéristique si 1»on o
f(xy*“ ) = LFAX) 8 Jy) =
13 est clair que cette fonction est une combinaison linéaire
combi»

des (f~ ¢ on a donc f xcp = f # ot f ost aussi une
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naison linéaire dos (@ xcp ; cgs derniéres fonctions sont
d*513 leurs unitaires caracteristigues comme on 3e consteto
sans peine . Supposons que 3’un dTentrfe33es f = CFFXT

ne soit pas mu3tip3e do Cp. f est aussi unitaire caractéris-
tigue avec les coofficionts 3 . e« f & e -r— (F - "t )

i * V-3

seront aussi unitaires caractéristiques sans etre mu3tip3e
do Cp , e33es seront do p3us hermiti ennos; on peut donc suppo-

ser que dans f 3es coefficients sont hermitiens: une transfor

mation unitaire effectuée sur 3o0s tp rendra a3or3 3a matrice

11 i j I diagona3o; supposons qu’i3 on soit ainsi et posons
Ail = Aj 1 enfin, imaginons quo A = =A = = X
3es autres A étant différents do /\p = Af > P ).
par une combinaison linéaire de £p t de f , do ses puissances
de composition, i3 est possib3o0 de former une fonction unitai
ro caractéristique U? tel 30 quo
P

if' (xy-3) = VAR f 1u) ? 0(y) .

( Voici comment on procédera : si dans 3a suite ( ,) 13 y a

seudement k nombres différents, on formora un po3ynomo do do—
gré k-3, égal a 3 quand 3a variab3o prend 3a val eur X* , ot a
zéro quand e33e est éga3 e a 3’une des autres val eura de 3a
suite (Aj). On regardera co po3ynomo comme une fonction do
composition de f en y remp3acgant 3»unité par Cp ; on obtient
ainsi 3a fonction Cpl).

étant unitaire caractéristique 3e groupe de fonc—
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tions fondamentales (cpi*,cp2 ; . ; ) 3ubit une trans-
formation linéaire par la translation x —" xy ; il en ré-
sulte que la représentation est comp3étement réductible , et
gue 3a matrice B(x) se décompose . Bn appliquant co procéde
a chacun des nombres distincts de 3a suite Ai ; puis a nou-
veau a chacune des matrices parti e33es en 3esquel3 3es on aura
ainsi decomposé B(x), on finira par decomposer 3a suite ini-
tia3e (cpjJ) on suites parti e33es tel 3es que

(n ). Chacune de ces suites a 3a propriété suivante

P La somme £ _____ P ~ j(y"' une fonction
Cp" {xy ) de xy“ seul , ot 3es scu3es combinaisons 3ineé-
aires _
¢3— | *13 fi'* T Jty)

gui aient cotte propriété sont des multiples do CP* #
Ces suites fournissent une représentation du groupe ; je dis
guo cette représentation est irréductible i Soit en effet,
LP une des fonctions do 3a suite ; 3e produit de composi-
tion jGCj(x c ) yp y ) dt est une fonction de xy”"
seul ; il se met sous 38 formo

XZP rco>
avec r

Akm = ] oi'k'(t) ~oj_m(t) dt

d'aprés co qui précede, 3a matrico |j A jj est un mu3dtiple



de la matrice unité ; on a donc
J ®ITk<*> at = Pu S km
faisant k = m ot sommant on k , on trouve
. o c -

J i elk) 3t)] at “fflj
mais la motrico | OjJ t) j|] étant unitaire, cette relation
s'ecrit encore £ =-bP, . t on obtient donc les relations

| J 11

d’orthogonalitée d’I.Schur ; elles entrainent | ’indépendance
linéaire des o (x) ot donc l’irréductibilité de la repré-

sentation

Do tout ceci résulte que les Cp ot par conséquent
(0O sont des combinaisons linéaires des coefficients d’un
certain nombre de représentations unitaires irréductibles
Bk(x) = |eln(x) i , de degres respectifs nk ; on peut tou-
jours, comme on |’ a vu, transformer ces représentations

BN(x) de maniére a ramener les différentes imagos matriciel-

les correspondantes AMNM a la formo diagonale, puisque Q
est hermitienne . L’équationyY XY = Y ayant pour conséquen
00 Ak [<fF J.AK[~] = AK [Y], il faut que ces éléments diago-
naux soient égaux a s ou 1 ; si alors on développe sui-
vant le systéme orthogonal ek on trouve
e e, s o
Y =1Zk(ckidjii(cia d) + +----+ °L 1, <>
h = 2~ » k.nfc

— k
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Cp edmot donc les fonctions propres suivantes

OIS x) = ((kk=3,2, .,m ; o= 3,2,...er; 3=1,2...n")
ce sont dos fonctions propres de F appartenant a la valeur
propre Y ; olles sont on nombre h, il nT on a donc pas d*

autres

x > Le thé oreme de fermeture

On peut continuer | "application de la méthode de
Schmiét ot passer a la seconde valeur propre . Posons
£Ef = f - (px f ; un calcul facile donne F’ = fTX f’ =
F - ~Cp ; tout co qu’on a dit pour F peut se répéter pour F’
soient F’n le suite de itérés de composition de F’ : soit \\(N
la plus grande des valeurs propres de F’ ; soit » la limito
uniforme de V{l_nF’n.
Les relations suivantes sont immédiates

Fn “ Pn “ V ; F'’X> = Px F =0 ;

Il en résulto que toute fonction propre 4~ de FT correspon
dant a une valeur propre non nulle p est aussi une fonction
propre do F appartenant aussi a P ; on effet, FTX =p N
entraine N X = o , donc F*>n =P . inversement,
Fxvp “ p4 8 pour ©onséquenco F’x " =
et. aussi (Y *p )f~ xCpJ= 0, donc F’x~ =p~”™ ou O

suivant que ~ N P ou quo Y ~ P
On peut continuer les mémes opérations en pesant f”7 = x f
d’ou résulte F* = f* X 7 = F” -Y 'Y ". o« ainsi de suite

On obti ont doux suites f(n" owr (n ) avock
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3es valeurs propres ot 3es noyaux principaux correspondents

seront désignés par ™ n| On montre do proche en pioche

nue 1 "on a
N fn)= N (»)_ ~ (n) ?2 N (nyrx yety = Q

4 n’ = pm +Y altf' + ... +(Ctf(n":1)>m Y ,n-1)]

13 en résu3to

r <> =43%n) =r m[h'](at+...+h"*" (y(H))n* o

ce qui prouve quo Y tend vers zéro ; 3es inégalités
p (n) « y(n) p (n) v(n) p
1 0 1 - 6 1 . {m = 1,3,3 . ... )
m+1 m cl
montront onsuite quo f1 tend sers zéro lorsque n augmen-
to indéflniment pourvu que m soit au moins égal &4 2 ; commo
on a
ppgm () fRca>
m
. in) : , , A
on voit que 5m tend uni formément vers zéro pour les mé-
mes va3 ours de ra . la série
Fm “ ~ ntf * Y '"E «f + ... (m=3,2 ....)
convergo donc absolument et uniformément vers .
“m

Nous avons do n3us

fm) =i - (Y + tf +. +iD(n-1)) x f



:[in(n+t) _f(n) i\>{2: h(n)v6n N + h (n+/-|¢ (n-f>i-1)

Le second membre de la derniére egalité tend vers zéro car

h t +h>f+ ——————— iTj

tond donc on moyenno vers une fonction g ; F™n tend
uniformément vers G=9gx g ; tend uniformément vers
G —G X & - 0 dTapres ce qu’on a vu il y a un instant ; de

ti
la résulte que G, puis g, sont des fonctions de normes nul-

les

Soit en général F=fxf , ot supposons |J F|| = 0;
on a alors

Ug XfJjj2 = Tr(g* Fx " = 0,

puis Tr(gx fxh) =0 , quels que soient g et h
Il en résulte que 1'intégralo de f(x~ y) , prise dans | ’es-
pace produit du groupe par lui-méme sur le produit de deux
ensembles quelconques de | ’espace du groupe, est nulle
La fonction f(x vy) est alors nulle presque partout dans
| espace produit, on en conclut facilement que l.a norme de
T est nul lo

Revenant alors a ce qui a été dit plus haut, g étant

de norme nul le, on voit que la série ™ N NT
convorge uniformément vers F = fxf ; la série
fF XH + & X H + ...
convergo en moyenne vers f . Enfin un produit de composition

f Xg sera représente par une série uniformément convergente
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Xg = ((@x fxg) + (UpxXFfA g)+ e,

los ternes du second nombre sont des fonctions propres atta-
chées aux valeurs spectrales Y * Y* *

Tout produit de composition peut donc se développer en série
uniformément convergente suivant les coefficients de la re-

présentation unitaire

Supposons f continue ; la différence f - f x g
peut étre rendue aussi petite que |’ ’on veut en prenant ¢
nul en dehors d'un voisinage suffisamment petit dq | ’unité;
son intégrale étant de plus égale a 1 ; toute fonption conti-

nue peut donc étre approchée uniformément par des sommes fi-
nies formées avec les éléments des représentations unitaires;

c’est le théoreme d’approximation de Weyl qui donne une géné-
ralisation étendue du deéveloppement d’une fonction continue
sur un cercle en série do Fourier uniformément convergente.
Uneconséquenco importante des résultats précedents
estque | ensemble des représentations d’un groupe do Haar

compact ost dénombrablo
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