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N o u s  e x p o s e r o n s  d a n s  c e t t e  c o n f é r e n c e  2 a  t h é o r i e  d e  

3 a r e p r é s e n t a t i o n  l i n é a i r e  d e s  g r o u p e s  d e  E a a r  d T a p r è s  3 e s  

t r a v a u x  d e  H.W3YL, F . P 3 T 3 R ,  3. CARTAN, D a ns  s o n  p r e m i e r  m é mo i ­

r e ,  Y/e y  3 s e  b o r n a i t  à c o n s i d é r e r  l e s  g r o u p e s  d e  L i e  c l o s  ; 

t o u j o u r s  en s e  b o r n a n t  a u x  g r o u p e s  d e  L i e ,  ü . C a r t a n  a g é n é ­

r a l i s é  l e s  r é s u l t a t s  d e  Y7eyl on c o n s i d é r a n t  u n e  v a r i é t é  d a n s  

l a q u e l l e  l e  g r o u p e  o p è r e  t r a n s i  t i v e m o n t ;  e n f i n  V/eyl a e n c o r e  

é t e n d u  l e s  c o n c l u s i o n s  d e  S . C a r t a n .

N o u s  c o m m e n c e r o n s  p a r  é n o n c e r  u n  c e r t a i n  n o m b r e  d e  

d é f i n i t i o n s  e t  d e  t h é o r è m e s .

I . — N o u s  n o u s  b o r n o n s  à  c o n s i d é r e r  l e s  g r o u p e s  d e  

H a a r  d e  m e s u r e  t o t a l e  f i n i e  V,

1 ° )  D a ns  c e s  g r o u p e s  l a  m e s u r e  d e  H a a r  e s t  b i - i n v a ­

r i a n t e  i

C o o l i e  q u e  s o i t  l a  f o n c t i o n  m e s u r a b l e  b o r n é e  du  g r o u p e  f ( x )  

o n  a
r> p n n n

J  J f ( y ” ^ x ) d x  dy = dy  f ( x )  dx  =  V j  f ( x ) dx =

C P P
= J  dx J  f ( y “ 3 ) dy =  V J  f ( y ” ) dy

i l  en  r é s u l t e  b i e n  dx =  d ( x  } e t  l a  m e s u r e  e s t  b i - i n v a -  

r i  a n t e  .

2 ° )  La c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  q u ’ u n  

g r o u p e  do E a a r  s o i t  d e  m e s u r e  t o t a l e  f i n i e  e s t  q u ’ i l  s o i t  

c o m p a c t  :
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S ’ i l  e s t  c o m p a c t ,  i l  e s t  é v i d e m m e n t  d e  m e s u r e  t o t a l e  f i n i e ;  

i n v e r s e m e n t ,  s ’ i l  n ’ e s t  p a s  c o m p a c t ,  o n  p e u t  t r o u v e r  u n e  s u i -  

t o  i n f i n i e  d o  v o i s i n a g e s ,  t o u s  d é d u i t s  p a r  t r a n s l a t i o n  d ’ u n  

v o i s i n a g e  do  l ’ u n i t é ,  e t  s a n s  p o i n t  commun d e u x  à  d o u x ;  l a  

m e s u r e  t o t a l e  e s t  d o n c  i n f i n i e  .

3 ° )  S i  u n  g r o u p e  d e  E a a r  c o m p a c t  e s t  d i s c r e t ,  i l  n ’ a  

q u ’ un  n o mb r e  f i n i  d ’ é l é m e n t s  ; s ’ i l  e s t  i n f i n i , i l  e s t  p a r ­

f a i t  e t  a l a  p u i s s a n c e  du  c o n t i n u  . C e l a  r é s u l t e  d ’ u n  t h é o ­

r è m e  d ’ E a u s d o r f f .

I I . -  S o i t  u n  g r o u p e  d e  H a a r  c o m p a c t ,  c o n s i d é r o n s  l e s  

f o n c t i o n s  m e s u r a b l e s  du  g r o u p o  : f  ( x  ) . On d i s t i n g u e  p a r m i  

c e s  f o n c t i o n s  l e s  c l a s s e s  L , ( p  — à l ’ u n i t é ) ,  f o r m é e s  d e s  

f o n c t i o n s  t e l l e s  q u e  f f ( x )  ^ dx  o i t  u n e  v a l e u r  f i n i e .

La c l a s s o  L e s t  f o r m é e  d e s  f o n c t i o n s  i n t é g r o b l e s ;  o n  d é s i ­

g n e r a  p a r  L° l a  c l a s s o  d e s  f o n c t i o n s  m e s u r a b l e s  b o r n é e s  ; 

e l l e  e s t  e n t i è r e m e n t  c o n t e n u e  d a n s  L p u i s q u e  l e  g r o u p e  e s t

d o  m e s u r e  t o t a l e  f i n i o .  D* a p r è s  l ’ i n é g a l i t é  d e  S o l d e r ,  l e
P

p r o d u i t  d ’ u n e  f o n c t i o n  d e  IP  p a r  u n e  f o n c t i o n  d e  L ^ ' *  a p -
1 p . 

p a r t i  o n t  a  L . La c l a s s o  L p e u t  o t r o  r e g a r d e  e  comme u n  e s p a ­

c e  v e c t o r i e l  normé  , en p o s a n t

it *  11 - i f  l f Í d x  I p
d ’ a p r è s  l e  t h é o r è m e  d e  F i s c h e r - H i o s z  g é n é r a l i s é ,  c o t  e s p a c e

2e s t  c o m p l e t .  Sn  p a r t i c u l i e r  L e s t  u n  e s p a c e  h i l b e r t i o n  

p o u r v u  q u e  l ’ o n  d é f i n i s s o  l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  p a r

( f . g )  =  f f ( x )  g ( x ) dx
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S i  3 o g r o u p e  o s t  f i n i ,  c o t  e s p a c e  e s t  1 T e s p a c e  e u c l i d i e n  à  

n d i m e n s i o n s ;  s Ti l  e s t  i n f i n i ,  c 1 e s t  3 Te s p a c e  d e  E i l b o r t .

On d é m o n t r e  d o  p 3 u s  3 a p r o p r i é t é  d o  s é p a r a b i  3 i  t é  

s u i v a n t e  :

T o u t e  f o n c t i o n  F ( x )  d e  Lp p e u t  ô t r e  a p p r o c h é e  a v e c  

u n e  e r r e u r  on n o r m e  m o i n d r e  q u e  £ p a r  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u o  

f  ( x ) .

I I I . -  P r o d u i t  d e c o m p o s i t i o n

S o i e n t  f  e t  g  d o u x  f o n c t i o n s  d e  L ; 3 e  p r o d u i t  

g ( y ) . f ( y  x )  e s t  i n t é g r a b l o  s u r  3 o  p r o d u i t  d i r e c t  du  g r o u p e  

p a r  l u i - m ê m e  :

j j  S ( y )  f ( y - 1 x )  d x  dy  =  j  | f ( x )  j dx  j | g ( y )  | dy

13 e n  r é  s u !  t o  d T a p r è s  3 e t h é o r è m e  do  L o b e s g u e - F u b i n i  q u e  l a
r>

f o n c t i o n  / g ( y )  f  ( y  x )  d y  e x i s t e  p r e s q u e  p a r t o u t  d a n s  3 e

g r o u p e ,  e t  q u f o3 3o  p p p a r t i e n t  à  L ; c ’ e s t  l e  p r o d u i t  do  

c o m p o s i t i o n  d e  g  p a r  f  t

^  ~ S dy = f s(*y) ) d y .

S i  g  a p p a r t i e n t  à  L e t  f  à  L ° , CP e s t  b o r n é  o e t  a p p a r t i  e n t  

a u s s i  à  L ° .

P l u s  g é n é r a ]  ornent ,  s i  f  e s t  d a n s  Lp o t  g  d a n3

P
£  P ~-* , C p ( x )  o x i s t o  d 1 a p r è s  1 » i n é g a l i t é  d e  H ' ô l d o r  ; e l i o

a p p a r t i  o n t  nome  à  L° e t  e s t  c o n t i n u e  : l a  s é p a r a b i l i t é  d e

L e n t r a i n o  en e f f e t ,  l a  c o n t i n u i t é  en  n o r m e  d e s  f o n c t i o n s  
, _P
a e  L , q u e  i o  p r o d u i t  d e  c o m p o s i t i o n  s o i t  c o n t i n u  o t  b o r n é .
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c o l à  s ’ on d é d u i t  s a n s  p o i n o ,  Lo p r o d u i t  do  c o m p o s i t i o n  do
o

d o u x  f o n c t i o n s  du L° o s t  d o n c  u n o  f o n c t i o n  c o n t i n u e  do  L .

I V . -  R e p r é s e n t â t i  o n_ d T_ord  r  e _ n

U n e  m a t r i c e  E ( x )  f o n c t i o n  du g r o u p e ,  d e  d é t e r m i n a n t  

n o n  n u l ,  d é f i n i t  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  l i n é a i r e  d ’ o r d r o  n  du  

g r o u p e  s i  l ’ o n  a E ( x y )  =  E ( x )  E ( y ) .

A é t a n t  u n e  m a t r i c e  c o n s t a n t e  d ’ o r d r e  n ,  d e  d é t e r m i ­

n a n t  n o n  n u l ,  3 ( x )  e t  A~-*E(x)A d é f i n i s s e n t  d e u x  r e p r é s e n t a ­

t i o n s  é q u i v a l e n t e s  q u ’ o n  n o  d i s t i n g u e r a  p a s  l ’ u n e  do l ’ a u t r e .

S i  o n  d é s i g n e  p a r  3 °  l a  m a t r i c e  t r a n s p o s é e  d e  3 ,  o n  

c o n s t a t e  q u e  E ° ( x  ) d é f i n i t  a u s s i  u n e  r e p r é  s e n  t a  t i  o n  du  

g r o u p e  ; c ’ e s t  l a  r e p r é  s e n t e t i o n  c o n t r a g r é  d i  e n t e .  E n f i n ,  e n  

p r e n a n t  l e s  c o m p l e x e s  c o n j u g u é s ,  o n  v o i t  q u e  15 ( x )  d é f i n i t  

a u s s i  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  .

U n e  r e p r é s e n t a t i o n  e s t  r é d u c t i b l e  s ’ i l  e x i s t e  u n e  

r e p r é s e n t a t i o n  é q u i v a l e n t e  d e  l a  f o r m e

3(X) = j! ILsLLSLîL l|
0 I B(x)  Il

o ù  l e  z é r o  r e p r é s e n t e  u n e  m a t r i c e  r e c t a n g u l a i r e  d o n t  t o u s  

l e s  é l é m e n t s  s e n t  n u l s  . La t r a n s f o r m a t i o n  l i n é a i r e  c o r r e s ­

p o n d a n t e  d a n s  l ’ e s p a c e  à  n  d i m e n s i o n s  i n v a r i e  u n e  v a r i é t é  l i ­

n é a i r e  . La r e p r é s e n t a t i o n  e s t  c o m p l è t e m e n t  r é d u c t i b l e  s  * i l  

e x i s t e , u n e  r e p r é s e n t a t i o n  é q u i v a l e n t e  d e  l a  f o r m e

b u ) = I AÙüJ _o_j
0 j B ( x )  

v 1 il
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La t r a n s f o r m a t i o n  l i n é a i r e  c o r r e s p o n d a n t e  i n v a r i e  a l o r s  d e u x  

v a r i é t é s  l i n é a i r e s  d i s j o i n t e s  e t  c o m p l é m e n t a i r e s  f D a n s  l e s  

d e u x  c a s ,  l e s  m a t r i c e s  A ( x )  e t  B ( x )  f o u r n i s s e n t  d e s  r e p r é ­

s e n t a t i o n s  du g r o u p e  ,

U n e  r e p r é s e n t a t i o n  e s t  i r r é d u c t i b l e  s i  e l l e  n '  e s t  

p a s  r é d u c t i b l  e  *

V . -  I m a g e s  m a t r i c i e l l e s  d ’ u n e  f o n c t i o n  : r e p r é  s  e n t a -  

t i o n s  i n t é g r a b l e s  4

S o i t  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  S ( x )  d o n t  n o u s  s u p p o s e r o n s  

d ’ a b o r d  1 e s  é l é m e n t s  e j j ( x )  m e s u r a b l e s .  S o i t  u n e  f o n c t i o n  

f ( x )  ; l a  p r e m i è r e  i m a g e  m a t r i c i e l l e  d e  c e t t e  f o n c t i o n  e s t  

1 a ma t r i  c e  {JL 1*1 = B ( x )  x f ( x )  d o n t  1 e s  é l  é m e n t s  «=*: . . ( x )
L J i 3

s o n t  l e s  p r o d u i t s  d e  c o m p o s i t i o n  d e s  e .  - p a r  f .  La s e c o n d o
■* ti

i m a g e  m a t r i c i e l l e  e s t  l a  m a t r i c e  A j ^f ] =  J  S ( x )  f ( x )  dx

o ù  l ’ é c r i t u r e  a u n  s e n s  é v i d e n t .

S i  o n  p o s e  f 0 ( x  ) =  f  ( x “ 3 ) u n  c a l c u l  f a c i l e  m o n t r e

q u e  (JC \ jf  | =  E ( x )  . A f °  ( r é l  a t i o n  ma t r i  c i  e l  1 e )  . Que l  1 o qj io

s o i t  l a  m a t r i c e  m e s u r a b l e  E ( x )  , o n  p e u t  t o u j o u r s  t r o u v e r

"^ne f o n c  t  i  o n  f  ( x )  d e  L^ t e l l e  q u e  l ’ i m a g e  A \ f  I e x i  s  t e  e t
L- J

s o i t  d e  d é t e r m i n a n t  n o n  n u l  :

R e p r é s e n t o n s  l e s  m a t r i c e s  d ’ o r d r e  n  à  é l é m e n t s  c o m­

p l e x e s  p a r  d e s  p o i n t s  d a n s  1 ’ e s p a c e  à  2 n ^  d i m e n s i o n s  ; o n  

p e u t  r e c o u v r i r  1 ’ e n s e m b l e  d e  c e s  p o i n t s  p o u r  l e s q u e l s  l a  ma­

t r i c e  e s t  d e  d é t e r m i n a n t  n o n  n u l  p a r  u n  e n s e m b l e  d é n o m b r a b l  e  

d o  d o m a i n e s  c o n v e x e s  A  i ; s o i t  O  1* e n s e m b l e  d o s  é l é m e n t s
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du groupe pour le s q u e ls  l e  p o in t  r e p r é s e n t a t i f  de E(x)  tombe 

dans A * ;  1 Tun au moins de ces ensembles es t  de mesure non
-P* N

n u l l e ;  s o i t  C u n  o n s e m b l o  d o  m e s u r e  n o n  n u l l e  n c o n t e n u  

d a n s  c e l u i - l à ;  i l  s u f f i t  d e  p r e n d r e  f  é g a l  a u  q u o t i e n t  d e  

l a  f o n c t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  d o  C. p a r  ^

S u p p o s o n s  m â i n t e n a n t  l a  r e p r é s e n t a t i o n  i n t e g r a b l e ,  

c ’ e s t  à  d i r e  l e s  é l é m e n t s  d e  3 ( x )  d a n s  L , j e  d i s  q u ’ a l o r s  

c e s  é l é m e n t s  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  c o n t i n u e s  d o  L° :

C h o i s i s s o n s  f  d a n s  L° comme i l  v i e n t  d ’ e t r o  d i t  ; 

a l o i * s  l ’ i m a g o  A (^fj  o x i s t o  e t  o s t  d o  d é t e r m i n a n t  n o n  n u l ;  o n  

a B ( x )  =  O t  \ f  °3 . A“  ̂ '^fj  ; l e s  é l é m e n t s  d e  l ’ i m a g o  ÓL ° j  

s o n t  d e s  p r o d u i t s  d e  c o m p o s i t i o n  d o  f o n c t i o n s  d e  L p a r  u n o  

f o n c t i o n  d e  L° , c e  s o n t  d o n c  d e s  f o n c t i o n s  d o  L° ; i l  e n  e s t  

p a r  s u i t e  d e  memo d e s  é l é m e n t s  d o  3 ( x ) .  M a i s  a l o r s  l e s  é l é ­

m e n t s  do  1 ’ i m a g o  O l [ f ° ]  s o n t  d o s  p r o d u i t s  d e  c o m p o s i t i o n  

d o  d eux  f o n c t i o n s  d e  L° , c e  s o n t  d o n c  d e s  f o n c t i o n s  c o n t i n u e s  

d o  L° a i n s i  q u e  l e s  é l é m e n t s  d e  S ( x ) .

V I . -  La m é t h o d e  d ’ I . S C H U R .

S o i t  E ( x )  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  i n t e g r a b l e  d ’ o r d r e  n;  

s o i t  u n o  f o r m e  h e r m i t i o n n o  à  n  v a r i a b l e s  d é f i n i e  p o s i t i v o  

e t  à  c o e f f i c i e n t s  c o n s t a n t s .  D é s i g n o n s  p a r  A s a  m a t r i c e .

La f o r m o  h e r m i t i e n n e  a y a n t  p o u r  m a t r i c e  B ( x ) . A . E ° ( x )  e s t  

a u s s i  d é f i n i e  p o s i t i v o  ; l e s  é l é m e n t s  d o  c o t t e  d e r n i è r e  ma­

t r i c e  s o n t  i n t é g r a b l e s  comme p r o d u i t s  d e  f o n c t i o n s  d e  L°  ;
r

s o i t  d o n c  C =  l T3(x) . A . B ° ( x )  d x  , q u i  e s t  e n c o r e  l a  m a t r i c e
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d ' u n o  f o r m e  h e n n i t i  o n n o  d é f i n i e  p o s i t i v e ;  o n  a

C = f ̂ (x) .A.3°(x) dx  =  f^(xy) . A . 3 ° ( x y )  dy  
y  J

= 3 ( x ) . C . 3 ° ( x )

c o  q u i  p r o u v o  q u o  3a  f o r m o  h o m i t i c n n o  c o r r e s p o n d a n t  à  C 

e s t  i n v a r i é o  p a r  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  l i n é a i r e s  c o r r e s p o n d a n t  

à  3 ° ( x ) .  Un c h a n g e m e n t  d e  c o o r d o n n é e s  c o n v e n a b l e s  a m è n e  3 a  

f o r m o  h e r m i  t i e n n e  c o r r e s p o n d a n t  à  C à  ê t r o  c a n o n i q u o ,  3 o s  

m a t r i c e s  B ( x )  d e v i e n n e n t  a l o r s  u n i t a i r e s  : u n e  r e p r é s e n t a ­

t i o n  i n t é g r a b l e  e s t  t o u j o u r s  é q u i v a l  e n t e  à  u n e  r e p r é s e n t a ­

t i o n  u n i t a i r e  .

I n v e r s e m e n t ,  t o u t e  r e p r é s e n t a t i o n  u n i t a i r e  e s t  b o r ­

n é  e» d o n c  i n t é g r a b l e .  S i  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  u n i t a i r e  e s t  r é ­

d u c t i b l e ,  e l l e  e s t  c o m p l è t e m e n t  r é d u c t i b l e .

3 n  p o u r s u i v a n t  d a n s  c e t t e  v o i e ,  o n  a b o u t i t ,  p a r  u n e  

m e t h o d e  p u r e m e n t  a l g é b r i q u e ,  a u x  c é l è b r e s  r e l a t i o n s  d f o r t h o  — 

g o  n a l i t é  d f 1 . 3  c h u r . C omne n o u s  a l l o n s  1 e s  r  e  t  Q7u u v  e r  d a n s  

u n  i r i s t a n t ,  n o u s  n ’ e n  p a r l e r o n s  p a s  i c i ,  e t  n o u s  e x p o s e r o n s  

m a i n t e n a n t  l e s  r é s u l t a t s  d e  Wey]

V I I ;  -  La m é t h o d e  d e  V/3YL.

L e s  r e l a t i o n s  d To r t h o g o n a l i t é  d TI . S c h u r  m o n t r e n t  

q u * à c h a q u e  r e p r é s e n t a t i o n  i n t é g r a b l e  c o r r e s p o n d  u n  s y s t è m e  

o r t h o g o n a l  d e  f o n c t i o n s  d e  L ° , d o n c  a u s s i  d e  J? ; l a  q u e s t i o n  

s e  p o s e  d o n c  n a t u r e l l e m e n t  d e  s a v o i r  s ’ i l  n ’ e s t  p a s  p o s s i b l e  

d e  r a t t a c h e r  ce>° r é s u l t a t s  à  l a  t h é o r i e  d e s  o p é r a t e u r s  l i n é  —
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a i r e s  d a n s  3 ’ e s p a c e  d e  Hi  3 b e r t  . L e s  r é s u l t a t s  d e  Y/eyl  p e r ­

m e t t e n t  d e  r é p o n d r e  p a r  3 ’ a f f i r m a t i v e .  Le  p r i n c i p e  d e  s a  mé ­

t h o d e  s e  t r o u v e  d a n s  3 e s  d e u x  r e m a r q u e s  t r è s  s i m p 3 e s  q u e  v o i ­

c i  :

1 ° )  L e s  s y s t è m e s  c a r j c  t é  r i  g t i  q u e s

Un s y s t è m e  d e  n  f o n c t i o n s  f .  d u  g r o u p e  s e r a  d i t  c a ­

r a c t é r i s t i q u e  ai 3 1 o n  a

f,  ( y x )  = /  e  ( x )  f . ( y  ) ;
1 j l  3

S i  3 a m a t r i c e  E ( x ) =  j j . ( x )  j| e 3 t  d e  d é t e r m i n a n t  n o n  n u l  , 

i 3  e s t  c l  a i l ?  q u Te3 3 e  f o u r n i t  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  du  g r o u p e  ; 

o n  a é v i d e m m e n t  E ( x y )  =  E ( x ) . E ( y )

2°) L ’ o p é r a t e u r  do  c o m p o s i t i o n

On p e u t  r e g a r d e r  3 e  p r o d u i t  d e  c o m p o s i t i o n

Y (x) = F(x)X f(x) = j P(xy) f (y- 3 ) dy

o ù  l a  f o n c t i o n  P e s t  f i x é e ,  comme u n  o p é r a t e u r  l i n é a i r e  f a i ­

s a n t  c o r r e s p o n d r e  3a  f o n c t i o n  U? à  3 a  f o n c t i o n  f  . S u p p o s o n s  

q u e  p  s o i t  u n e  v a l e u r  s p e c t r a l e  d e  c e t  o p é r a t e u r  à  l a q u e l l e  

c o r r e s p o n d e  u n  n o m b r e  f i n i  n, d o  f o n c t i o n s  p r o p r e s  f.  . 3n 

a d o n c  F ( x )  x fi (x) =  p  f j  ( x  ) ; m a i s  l e s  p r o p r i é t é s  du  

p r o d u i t  d e  c o m p o s i t i o n  m o n t r e n t  i m m é d i a t e m e n t  q u e

j o f j i x y )  = J  F(XJ)t) f . i t ”3 ) dt = F ( Xt )  f.  ( t"3 ) dt

f . . ( x y )  r e g a r d é e  comme u n e  f o n c t i o n  d e  x  e s t  d o n c  a u s s i  f o n c ­

t i o n  p r o p r e  d e  1 ’ o p e r a t e u r  r e l a t i v e  à  l a  v a l e u r  s p e c t r a l e  ; 

i l  s ’ en s u i  t  q u e

fi(yx) = T* O (X) f ( y )  
J-l " J
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e t  3 e a y s  t è m e  d e s  f o n c t i o n s  f^ e s t  u n  s y s t è m e  c a r a c t é r i s t i q u e  

i  3 f o u r n i t  d o n c  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  d ' o r d r e  n .

L T c s s  o n t i  e3 do 3a  m é t h o d e  d e  Wey3 sg t r o u v e  d a n s  c e s  

d e u s  r e m a r q u e s  . E n t r o n s  u n  p e u  d a n s  3 e d é t a i 3 ;  o n  v a  d é m o n ­

t r e r  3 e s  t r o i s  p o i n t s  s u i v a n t s  : 

e x i s t e n c e  d e s  r e p r é s e n t a t i o n s  

r e 3 a t i o n s  d T o r t h o g o n a ]  i t é

3 e  s y s t è m e  o r t h o g o n a l  a i n s i  c o n s t i t u é  e s t  c o m p l e t  d a n s  1?

( L e  d e r n i e r  d o  c e s  r é s u 3 t a t 3  e s t  d û  à  7/ey3 ) .

V I I I . -  E x i s t a n c e  d e s  r e p r é s e n t a t i o n s

On p o s e r a  d a n s  3 a  s u i t e  f* =  7°

P r e n o n s  f  d a n s  L e t  f o r m o n s  3 e  p r o d u i t  d e  c o m p o s i ­

t i o n  P =  f x f  ; o n  c o n s t a t e  s a n s  p e i n e  q u e  P =  I? ; n o u s  d i ­

r o n s  q u e  P a 3 a  s y m é t r i e  h e r m i  t i e n n e  . On a p p e 3  j o r a  t r a c c  

d e  3 a  f o n c t i o n  f ( x )  e t  o n  d é s i g n e r a  p a r  T r ( f ) ,  3 a  va 3  e u r  

p r i s o  p a r  3 a f o n c t i o n  f  en  3 T é 3 a m e n t  u n i t é  du g r o u p o  

S i  o n  c o n v i o n t  d o  p r e n d r e  p o u r  u n i t é  d e  v o 3 u m e ,  3 e  v o 3 u m o  

du g r o u p e ,  u n  ca3 cu3 i m m é d i a t  m o n t r e  q u e  T r ( p )  =  \j f  j| ^

S o i t  m a i n t e n a n t  E ( r ) u n e  r e p r é s e n t a t i o n  i n t é g r a b l o  

du g r o u p e ,  q u T on p o u t ,  comme o n  3 f a v u ,  s u p p o s e r  u n i t a i r e .  

F o r m o n s  3 e s  i m a g o s  m a t r i c i  e3 3 gs A [ "f j , e t  A \f°\ ; o n  a

A° [f] = J  f (x) E°(x) dx = J  f (x)E"-1 (x) dx

= f f(x) 3(x-3) dx « A [f°j
J  J
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p u i q q u o  l e s  m o t r i c o s  E ( x )  s o n t  u n i t a i r e s ,  o t  on s u p p o s a n t  q u o  

E ( x ) s o  r é d u i t  à  l a  m a t r i c e  i d e n t i t é  on 1 ' é l é m e n t  u n i t é  du  

g r o u p e ,  c e  q u i  e s t  n é c e s s a i r e m e n t  l e  c a s  . De p l u s ,  o n  a , 

d ' u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e

A ^ f x g j  = J J  f(xy) g (y-3 ) E(x) dx dy

= f j f ( x )  g(y ) E ( x  ) E(y ) dx  dy =  A j'fj.Aigj

e t  p a r  s u i t e

A [  F ^ J  =  A  * A  [ f ° J  =  A  [ T 1  - T °  [ f ]
c e  q u i  p r o u v e  q u e  l a  m a t r i c e  A r P  J e s t  h e r m i t i e n n e  e t  q u e  

l a  f o r m e  h e r m i t i e n n e  c o r r e s p o n d a n t e  e s t  n o n  n é g a t i v e .  On 

p o u r r a  d o n c  r a m e n e r  c e t t e  d e r n i è r e  m a t r i c e  à. l a  f o r m e  d i a g o ­

n a l e  p a r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  u n i  t a j  r c  d e  c o o r d o n n é e s  d a n s  1* 

e s p a c e  à  n  d i m e n s i o n s  ; l a  n o u v e l l e  r e p r é s e n t a t i o n  ( é q u i v a ­

l e n t e  à  1 ’ a n c i e n n e )  s e r a  e n c o r e  u n i t a i r e ,  e t  e l l e  s e r a  t e l  1 o 

q u o

AjV) =|| Pi S ij ||

F o r m o n s  e n c o r e  l ’ i m a g e  m a t r i c i e l l e  J'$ ^ F l  =  F ( x ) x E ( x )  

a n a l o g u e  b. (X  [ P J  . O n  a [ p j  =  1° [ p j  , E ( x )  =  A \ p j . B ( x )

p u i s q u e  A |_Fj e s t  h e r m i t i e n n e ;  comme e l l e  e s t  a u s s i  d i a g o ­

n a l e ,  i l  en r é s u l t e

F( x ) X °i . ( x ) = jo . o . ^ x )

On p e u t  d o n c ,  F é t a n t  d o n n é e ,  é c r i r e  l e s  r e p r é s e n t a t i o n s  d e  

m a n i è r e  q u e  l e u r s  é l é m e n t s  s o i e n t  s o l u t i o n s  d ’u n e  é q u a t i o n

i n t é g r a l  o F ( x )  x  if ( x ) =  p ^ ( x ) t c ’ e s t  à  d i r e  s o i e n t  d e s
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f o n c t i o n s  p r o p r e s  .

13 o s t  à  n o t e r  q u e  p o u r  q u e  3 ’ i  mago  A [  F J n e  s o i t  

p a s  nu3 3 o ,  i 3  e s t  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t  q u e  3 ’ u n  a u  m o i n s  

d e s  é 3 é m e n t s  d o  E ( x )  s o i t  u n e  f o n c t i o n  p r o p r e  ap T s r t o n a n t  à  

u n e  v s ] c u r  p r o p r e  n o n  nu3 3 e  . I n v e r s e m e n t ,  3 a r e m a r q u e  f a i t e  

p 3 u s  h a u t  e n  2 °  p r o u v e  q u o  3 e s  f o n c t i o n s  p r o p r e s  d ’ u n  o p é r a ­

t e u r  d e  c o m p o s i t i o n  f o u r n i s s e n t  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  d u  g r o u p e .  

S i  o n  s u p p o s e  q u e  c e s  f o n c t i o n s  p r o p r e s  s o n t  i n t é g r a b 3 e s , 13 

e s t  c3 a i  r  q u e  3 a r e p r é s e n t a t i o n  a i n s i  c o n s t i t u é e  3 e r a  i n t é -  

g r a b 3 e  ; s e s  é 3 é m e n t s  o . . ( x )  s o n t  e n  e f f e t  d e s  c o m b i n a i s o n s
j

3 i n é a i r e s  à  c o e f f i c i e n t s  c o n s t a n t s  d e s  ï . ( y  x ) , ( 3 e s  y _  é £ a n t
1 P  hr

d e s  é l é m e n t s  f i x e s  du g r o u p e ) ,  c e  s o n t  d o n c  d o s  f o n c t i o n s  

i n t é g r a b 3 e s  . S i  d o  p 3 u s ,  S ( x )  e s t  t e 3  3 e  q u e  3 ’ i m a g e  A jjp"! 

s o i t  r a m e n é e  à  3 a f o r m e  d i  a g o n a 3 e , 3 a v a ] e u r  p r o p r e  c o r r e s ­

p o n d a n t  au  s y s t è m e  d o  f o n c t i o n s  p r o p r e s  c h o i s i  p o u r  c o n s t r u i ­

r e  3 a  r e p r é s e n t a t i o n  f i g u r e r a  n é c e s s a i r e m e n t  p a r m i  3 e s  é 3 é -  

m e n t s  d i a g o n a u x  d e  A | _ f 1  .

On o b t i e n t  d o n c  3 e  t h é o r è m e  d ’ e x i s t e n c e  d e s  r e p r é s e n ­

t a t i o n s  i n t J g r a b 3 e s  on a p p 3 i q u a n t  à  3 ’ é q u a t i o n  F x 

3 e s  r é s u 3 t e t s  do  3 a t h é o r i o  d e s  é q u a t i o n s  i n t é g r a 3 e s  à  n o y a u x  

s y m é t r i q u e s  . En p a r t i  cu3 i  e r ,  a t o u t e  v a 3  e u r  p r o p r e  n o n  n u l l e  

d e  c e  n o y a u  c o r r e s p o n d  u n  n o m b r e  f i n i  d e  f o n c t i o n s  f o n d a m e n -  

t a 3  e s , c a r  3 ’ o p é r a t e u r  d e  c o m p o s i t i o n  e s t  u n  o p é r a t e u r  c o m — 

p 3 è t e m e n t  c o n t i n u ,  d e  p 3 u s , i 3  y  a au m o i n s  u n e  v a 3 e u r  p r o ­

p r e  n o n  nu3 3 e  . On p e u t  p r é c i s e r  u n  p e u  en  app3 i  q u a n t  3 a mé­

t h o d e  d e  S c h m i d t  . P a r t o n s  d ’ u n e  f o n c t i o n  f ( x )  d e  IT*, f o r m o n s
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3 e n o y a u  t e r m i t i  e n  F =  f  X f  e t  c o n s t r u i s o n s  3 a s u i t e  d e  

s e s  i t é r é s ,  q u i  n e  s o n t  a u t r e s  q u e  3 e s  p u i s s a n c e s  s u c c e s s i v e s

d e  c o m p o s i t i o n  d e  F : p_ =  p  p = F < "F3 ’ n  n - 3

P o s o n s  e n f i n  =  T r ( F n ) ,  q u i  e s t  a u s s i  3 a  p r e m i è r e  t r a c e

d u  n o y a u  P ( x y “ 3 ) a u  s e n s  h a b i t u e 3  
n

a)  On a F =  F p u i s  F_ = p  x p  
n  n  2 n  n  n

e t  r an = 11 f J 2

La f o r m u 3 e  do  S c h w a r z  a p p 3 i q u é e  à

r  _ =  T r i  P  x  TP )
1 2 n  +  1 1 n  n+3 '

d o n n e

- 3 n  +  1 =  lls'nìl * HFn + l  II = < ^  3 n -  ^ Z n + Z  ( 3 >

"b ) La f ormu3  e  d e  S c h w a r a  a p p 3 i o u é e  à  =  p  x ^
Zn  n  ~n

d o n n e  e n c o r e

Hi 11 Kll3 = ï|§ ij
c) On a Tr(g x F x  g) = Tr(gx f a f x g)

r 2
= Tr\(g x f ) X (g * f )j = jj(g x f }j| = 0

3n  r e m o 3 a ç a n t  d o n s  c e t t e  i^né g  a 3 i  t é  g  p a r  u n e  c o m b i n a i ­

s o n  31 n e  a i  r e  à  c o e f f i c i e n t s  c o n s t a n t s  do  d e u x  f o n c t i o n s  g  e t
O 0

h d e  I “ , o n  o - b t i e n t  J ’ i n é g a l i t é  a n a l o g u e  à  c e l l e  d e  S c h w a r z :

j T r ( g  X F *  h )  | é  T r ( g  « F » g )  . T r ( h  x p x h )  i
jiin c o n s o  qu  e n c  o i  3 v  i  en t
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I 3n+a = Tr(Pn * F * Fn+3 )

Î
,  —j ] / p  
Tr ( Fn -* E X Fn).Tr(Fn+3 x F a Fn+] ) j

P Z. / P P N 1 /2 < 3 )
o u  A 2 n + 3  “  i *■ 2 n + l  *■ 2 n + 3  )

Les i n é g a l i t é s  (1) ot (3) s e  r é s u m e n t  on

F* n + l  '  ̂ n  -^n+S ‘ ^n*^ ] ^n  ^ ’ 3 ’ * * *  ̂ ( 4  )

1 T i né g a 2 i te est on c o r g v  a 3 a "b 3 g p o u r  n =1 ; o n  3 g v o i t  on r e ­

m a r q u a n t  q u o

F  =  T r ( f n f x f ^ f )  L  || f |1 . jjf *f- x f  || = (  P  2 P 3 ) 3 / a

d ’ a p r è s  3 a  f o r m u l e  d e  S c h w a r z .

d)  E n f i n ,  p a r  3a  f o r m u l e  d e  l a  m o y e n n e ,  o n  d é d u i t  

d e  l ’ i n é g a l i t é  ( 3 )

f~2m+2 n T r ^F2mX ?3 n^ “  ^3m  ̂ 2 n  ( 5 )

M a i s  o n  p e u t  m o n t r e r  a u s s i  q u e  

?2 n + ]  I;x ') ~ P 2  n+2

R e m p l a ç o n s  p o u r  c e l à  d o n s  3 ’ i n é g a 3 i t é  Tr (  g  * F < g )  ^ 0

g pai* ci- F^.( ù  x ) + B  F ^ ( v 3 x ) ; el 3 e d e v i e n t  al o rs

ci U ) 2 n + l+  <*p> ^2n^3 < u ~ ▼ )  + *2n+3 (u- 1  v +/3 ya P 2 n + 1 -  0

d ’ o ù  r é s u l t e  l a  p r o p r i é t é  a n n o n c é e  ; o n  a d o n c  p o u r  t o u t  i n ­

d i c e  n  — 2 , J F ( x )  — ■ 1 ; p u i s  , comme p l u s  h a u t
n n

* m +  n  “  P E T n ( m , n , =2 , 3 -------) ( 6 )
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L ’ i n é g a l i t é  ( 4 )  m o n t r e  q u e  l e s  q u o t i e n t s  l n + : / E  v o n t  e n

c r o i s s a n t ;  i l s  s o n t  p o s i t i f s  o t  b o r n é s  s u p é r i e u r e m e n t ,  c a r  

d ’ a p r è s  ( 4 )  e t  ( 6 )

[ n,,, /rj *c „ k / r. * r„
I l s  t e n d e n t  d o n c  v e r s  u n e  l i m i t o  p o s i t i v e ï *  t a 1 ' “
p o u r v u  q u e  l e s  I n e  s o i e n t  p a s  t o u s  n u l s ,  c e  q u i  n ’ a r r i v e

n

q u e  s i  ¡ ¡ f | |  2  e s t  n u l .  De  p l u s  i n+3 / i  n = Y

o t  3a  s u i t e  Y { e s t  d é c r o i s s a n t e  , e3 3 e  e s t  d ’ a i 3 ] e u r s
n

b o r n é e  i n f é  r i  s û r e m e n t  p a r  3 Tu n i  t é  , e3 3 e  a d o n c  u n e  3 i m i t e  

h  ^ 3 .

P o s o n s  m a i n t e n a n t ^  — Y F ; j n  a 
3 n n

= T r  [ ( $ m- 4 > n ) ,  X Q j j

=v3m r3» - +Y_2nr2n
q u i  t e n d  v e r s  z é r o  q u a n d  m e t  n  a u g m e n t e n t  i n d é f i n i m e n t  ; 

<j) n  c o n v e r g e  d o n c  en  m o y e n n e  d a n s  L2  v e r s  u n e  l i m i t e  Cp ; 

m a i s  comme Y  ^  n + j =  F x , l a  s u i t e  n  é t a n t  c o n v e r g e n t e

e n  m o y e n n e ,  l a  s u i  t e  (j) n + -j c o n v e r g e r a  d a n s  1 °  e t  o n  a u r a

F x U p  = Y<f î ^  X Ĉ  = Lf> = LP

o t
g

h  = Tr(Cp ) =  Tr(Cp x Y  ) = || <4? I|

S i  e s t  u n e  f o n c t i o n  p r o p r e  q u e l c o n q u e  d e  F :

F X = p  ; o n  a :
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^ " n  =  < - ^ > n  Ï  5

L e  p r e n i  e r  membre t e n d  u n i f o r m é m e n t  v e r s  u n o  l i m i t o .  d o n c  

|0 é  Y  e t  Y ost l a Plus f r o n d e  v e 3 e u r  s p c c t r a b l e  d o  P .

On p e u t  m o n t r e r  d i r e c t e m e n t  q u e  l e s  f o n c t i o n s  p r o ­

p r e s  c o r r e s p o n d a n t  à  l a  v a l e u r  s p e c t r a l e  |  s o n t  e n  n o m b r e  

f i n i  ; d é s i g n o n s  p a r  ( tp j  ) l e  s y s t è m e  o r t h o g o n a l  t f i n i  o u  

n o n ,  f o r m é  p a r  c e s  f o n c t i o n s  p r o p r e s  . I - ü  f o n c t i o n s  

( n ^ ( x  s )  , o ù  a e s t  f i x é ,  f o r m e n t  a u s s i  u n  s y s t è m e  o r t h o ­

g o n a l  normé  ; o n  a

( Vf • (x”Js) = J (f (x) ^ ( x ^ s )  dx = Y *  Ij = ]i^S ^

1 1 a p p l i c a t i o n  d e  l ' i n é g a l i t é  d e  B e s s e l  d o n n e  a l o r s

Il Y 11  ̂ Æ ^ C . )  if i(»î ?
e t  en i n t é g r a n t  c o t t e  i n é g a l i t é  s u r  l e  g r o u p e ,  o n  v o i t  q u e

1 e s  Cp s o n t  n é c e s s a i r e m e n t  on n o m b r e  f i n i  n ,  o t  q u e  l ’ o n  a 

o
n  ^  =  3i On p e u t  p a r  s u i t e  a p p l i q u e r  l a  m é t h o d e  i n d i ­

q u é e  e n  ( V I I - 3 ° )  ; s o i t  d o n c
li. cij (x) Yj(y)

<̂ p1(yx) » )

f o r m u l e s  q u i  d é f i n i s s e n t  l a  r e p r é s e n t a t i o n  d ’ o r d r e  n  :

B(x) = H Oj ̂ (x) j! • o n  a d e  p l u s
r __

oi^(x)= cpj (yx) (y) dy

I l  e s t  c l a i r  q u e  l a  m a t r i c e  B(x)  s e  r é d u i t  à  l a  m a t r i c e  u n i t é  

en l ’ é l é m e n t  u n i t é  d u  g r o u p e  ; 1 e s  <1̂  ( y x )  f o r m a n t  a u s s i  u n  

s y s t è m e  o r t h o g o n a l  n o r m é ,  l a  m a t r i c e  E ( x )  s e r a  u n i t a i r e  , c a  q u i
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$ o t r a d u i t  p a r  o .  . =  e  . 13 f a u t  e n c o r e  m o n t r e r  q u o
* 3 i

A [ 1? ] =  |j a || n ' e a t  p a s  n u l l e .  Or o n  t r o u v e  f a c i l e m e n t
* J

t f>  j ( x )  X P ( x )  - Z .  a i i  L  i ( x ) ; s i  o n  c a 3 c u l °  à  3 * a i d e  d e

c e t t e  f o r m u l e  l a  t r a c e  h  d e t P x  P , o n  c o n s t a t o  q u f e l l e  e s t  

é g a 3 e  à  u n e  f o r m o  h e r m i  t i e n n e  d e  c o e f f i c i e n t s  a j  i c a l c u l é e
■* J

p o u r  d e s  v a l e u r s  d e s  ( p  1 on 1 » é l é m e n t  u n i t é  ; c e t t e  t r a c e  

n  » é t a n t  p a s  n u l ]  o ,  l e s  * n e  s o n t  p a s  t o u s  n u l s

IX.  -  R e l a t i o n s  d » o r t h o g o n a l  i  t é

N o u s  v e n o n s  d e  v o i r  q u » à  1 o v a l e u r  s p e c t r a l e  Y  c o r ­

r e s p o n d e n t  u n  n o m b r e  f i n i  d e  f o n c t i o n s  p r o p r e s  ; Ù? é t a n t  e l ­

l e - m ê m e  u n e  f o n c t i o n  p r o p r e  e s t  u n e  c o m b i n a i s o n  l i n é a i r o  do  

c o s  f o n c t i o n s  p r o p r e s  o t  d» a p r è s  c o  q u i  a é t é  v u  e l l e  s e  m o t  

s o u s  l a  f o r m e

( p j  ( x “ 3 s  )

c o  q u i  m o n t r e  q u e  H e s t  u n  e n t i e r  é g a l  au  n o m b r e  d e s  f o n c t i o n s  

p r o p r e s  c o r r e s p o n d a n t  à  Y  . N o u s  d i r o n s  a v e c  H . W e y l  q u o  f ( x )  

e s t  u n e  f o n c t i o n  u n i t a i r e  c a r a c t é r i s t i q u e  s i  1 » on  o

f(xy“ ) = \ LfAx) <3 J y) •

13 e s t  c l a i r  q u e  c e t t e  f o n c t i o n  e s t  u n e  c o m b i n a i s o n  l i n é a i r e  

d e s  (_f  ̂ • o n  a d o n c  f  x cp =  f  # o t  f  o s t  a u s s i  u n e  c o m b i »

^  (xy"3) = YL fi(x) Cp j(y)
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n a i s o n  l i n é a i r e  d o s  (a x cp ; c g s  d e r n i è r e s  f o n c t i o n s  s o n t  

d *513 l e u r s  u n i t a i r e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  comme o n  3 e  c o n s t e t o  

s a n s  p e i n e  . S u p p o s o n s  q u e  3 ’ u n  d Te n t r f e3 3 e s  f  =  C f f X f  

n e  s o i t  p a s  m u 3 t i p 3 e  d o  Cp . f  e s t  a u s s i  u n i t a i r e  c a r a c t é r i s ­

t i q u e  a v e c  l e s  c o o f f i c i o n t s  3̂ . • f  -4* • - r-—  ( f -  't )
j i  * V -3

s e r o n t  a u s s i  u n i t a i r e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  s a n s  e t r e  m u 3 t i p 3 e

d o  Cp , e3 3 e s  s e r o n t  do p 3 u s  h e r m i t i  e n n o s ;  o n  p e u t  d o n c  s u p p o ­

s e r  q u e  d a n s  f  3 e s  c o e f f i c i e n t s  s o n t  h e r m i t i e n s :  u n e  t r a n s f o r  

m a t i o n  u n i t a i r e  e f f e c t u é e  s u r  3 o s  tp r e n d r a  a3 o r 3 3 a m a t r i c e  

11  ̂ i  j  II d i a g o n a 3 o ;  s u p p o s o n s  q u ’ i3  on s o i t  a i n s i  e t  p o s o n s  

A i l  =  A j  î e n f i n ,  i m a g i n o n s  q u o  A =  =  A = ____ =  X

3 e s  a u t r e s  A é t a n t  d i f f é r e n t s  d o  / \  =  A f >  P ) .
* p  

p a r  u n e  c o m b i n a i s o n  l i n é a i r e  d e  £p t d e  f  , d o  s e s  p u i s s a n c e s  

d e  c o m p o s i t i o n ,  i 3  e s t  p o s s i b 3 o  d e  f o r m e r  u n e  f o n c t i o n  u n i t a i  

r o  c a r a c t é r i s t i q u e  U? t e l  3 o q u o

___ P

i f '  ( x y - 3 ) =  Z ____  (f 1 u )  ?  i ( y )  •

( V o i c i  c om m e n t  o n  p r o c é d e r a  : s i  d a n s  3a  s u i t e  ( , )  13 y  a 

s  eu3 em en t  k n o m b r e s  d i f f é r e n t s ,  o n  f o r m o r a  u n  p o 3 y n o m o  do  d o — 

g r é  k-3 , é g a l  à  3 q u a n d  3 a v a r i a b 3 o  p r e n d  3 a v a l  e u r  X* , o t  à  

z é r o  q u a n d  e3 3 e  e s t  é g a 3  e  à  3 ’u n e  d e s  a u t r e s  v a l  e u r a  d e  3 a 

s u i t e  ( A j ) .  On r e g a r d e r a  c o  p o 3 y n o m o  comme u n e  f o n c t i o n  do  

c o m p o s i t i o n  d e  f  e n  y  r e m p 3 a ç a n t  3 » u n i t é  p a r  Cp ; o n  o b t i e n t  

a i n s i  3 a f o n c t i o n  Cp1 ) .

é t a n t  u n i t a i r e  c a r a c t é r i s t i q u e  3 e  g r o u p e  d e  f o n c  —
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t i o n s  f o n d a m e n t a l e s  ( c p i * , c p 2  ; ............  ; ) 3 u b î t  u n e  t r a n s ­

f o r m a t i o n  l i n é a i r e  p a r  l a  t r a n s l a t i o n  x  —^ x y  ; i l  e n  r é ­

s u l t e  q u e  l a  r e p r é s e n t a t i o n  e s t  c o m p 3 è t e m e n t  r é d u c t i b l e  , e t  

q u e  3 a  m a t r i c e  B ( x )  s e  d é c o m p o s e  . Bn a p p l i q u a n t  c o  p r o c é d é

à c h a c u n  d e s  nombres d i s t i n c t s  de 3a  s u i t e  A ; p u i s  à n o u -
i

v e a u  à c h a c u n e  d e s  m a t r i c e s  p a r t i  e3 3 e s  en 3 e s q u e 3  3 e s  o n  a u r a  

a i n s i  d é c o m p o s é  B( x  ) , o n  f i n i r a  p a r  d é c o m p o s e r  3 a  s u i t e  i n i -  

t i a 3 e  ( cp j ) on  s u i t e s  p a r t i  e3 3 e s  t e l  3 e s  q u e  . . . .

(n  ) .  C h a c u n e  d e  c e s  s u i t e s  a 3 a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  :
' P r----- P _

La somme >  ^  j ( y '  u n e  f o n c t i o n

Cp ' { x y  ) d e  x y “^ s e u l  , o t  3 e s  s c u 3  e s  c o m b i n a i s o n s  3 i n é -  

a i r e s  _

¿3— I *  13 f i ' * ’ T  J t y)

q u i  a i e n t  c o t t e  p r o p r i é t é  s o n t  d e s  m u l t i p l e s  d o  CP* #

C e s  s u i t e s  f o u r n i s s e n t  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  du g r o u p e  ; j e  d i s  

q u o  c e t t e  r e p r é s e n t a t i o n  e s t  i r r é d u c t i b l e  i S o i t  en  e f f e t ,

LP u n e  d e s  f o n c t i o n s  d o  3a s u i t e  ; 3 e  p r o d u i t  d e  c o m p o s i -
r -3

t i o n  j  Cp j  ( x  c ) yp y  ) d t  e s t  u n e  f o n c t i o n  d e  x y ”  ̂

s e u l  ; i l  s e  m e t  s o u s  3 8 f o r m o

XZP ■*««»>
a v e c  r

A , =  o . , ( t )  ~o. ( t )  d t  ;
km J i k '  jm *

d ' a p r è s  c o  q u i  p r é c è d e ,  3 a  m a t r i c o  |j A jj e s t  u n  m u 3 t i p l e
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d e  l a  m a t r i c e  u n i t é  ; o n  a d o n c

J ®lk<*> at = P u  S km

f a i s a n t  k =  m o t  s o m m a n t  on  k , o n  t r o u v e

J i ^ elk(t) °3k(t)]  at “ f f l j
m a i s  l a  m o t r i c o  || Oj J  t )  j| é t a n t  u n i t a i r e ,  c e t t e  r e l a t i o n  

s ' é c r i t  e n c o r e  £  =  -b P ,  . t o n  o b t i e n t  d o n c  l e s  r e l a t i o n s
i  j  J 1 1 J

d ’ o r t h o g o n a l  i  t é  d ’ I . S c h u r  ; e l l e s  e n t r a î n e n t  l ’ i n d é p e n d a n c e  

l i n é a i r e  d e s  o  ( x )  o t  d o n c  l ’ i r r é d u c t i b i l i t é  d e  l a  r e p r é -  

s  e n t a t i o n  .

Do t o u t  c e c i  r é s u l t e  q u e  l e s  Cp o t  p a r  c o n s é q u e n t

( 0  s o n t  d e s  c o m b i n a i s o n s  l i n é a i r e s  d e s  c o e f f i c i e n t s  d ’u n

c e r t a i n  n o m b r e  d e  r e p r é s e n t a t i o n s  u n i t a i r e s  i r r é d u c t i b l e s  :

B ( x )  =  | e .  ( x )  Il , d e  d e g r é s  r e s p e c t i f s  n  ; o n  p e u t  t o u -  
k j. n * ■ k.

j o u r s ,  comme o n  l ’ a v u ,  t r a n s f o r m e r  c e s  r e p r é s e n t a t i o n s  

B ^ ( x )  d e  m a n i è r e  à  r a m e n e r  l e s  d i f f é r e n t e s  i m a g o s  m a t r i c i e l ­

l e s  c o r r e s p o n d a n t e s  Â . M  à  l a  f o r m o  d i a g o n a l e ,  p u i s q u e  C0 

e s t  h e r m i t i e n n e  . L ’ é q u a t i o n  Y x Y  =  Y  a y a n t  p o u r  c o n s é q u e n

Y = I Z k(c k iJ j i i ( c ià  d )  + +----+ °L  !,<*>]

h = 2 ~  » k . n fc 
— k

o o  Ak [<f ] . A k [ ^ ]  =  A K  [ Y ] , i l  f a u t  q u e  c e s  é l é m e n t s  d i a g o ­

n a u x  s o i e n t  é g a u x  à  J  o u  1 ; s i  a l o r s  o n  d é v e l o p p e  s u i -
' k 

v a n t  l e  s y s t è m e  o r t h o g o n a l  e ,  o n  t r o u v e



II.-i.- 20

Cp e d m o t  d o n c  l e s  f o n c t i o n s  p r o p r e s  s u i v a n t e s  : 
k
oJ (x) • (k = 3 ,2, ___,m ; oC = 3,2,...e^.; 3=1,2...n^)

c e  s o n t  d o s  f o n c t i o n s  p r o p r e s  d e  F a p p a r t e n a n t  à  l a  v a l e u r  

p r o p r e  Y  ; o l  1 e s  s o n t  o n  n o m b r e  h ,  i l  n Ty  on a d o n c  p a s  d* 

a u t r e s  .

X .  >• L e  t h é  o r è m e  d e  f e r m e t u r e

On p e u t  c o n t i n u e r  l ’ a p p l i c a t i o n  d e  l a  m é t h o d e  d e

S c h m i ê t  o t  p a s s e r  à  l a  s e c o n d e  v a l e u r  p r o p r e  . P o s o n s

£ f =  f  -  (p x f  ; u n  c a l c u l  f a c i l e  d o n n e  F ’ =  f T X f ’ =

F  -  ^  Cp ; t o u t  c o  q u ’ o n  a d i t  p o u r  F p e u t  s e  r é p é t e r  p o u r  F ’

s o i e n t  F ’ l e  s u i t e  d e  i t é r é s  d e  c o m p o s i t i o n  d e  F ’ : so  i  t  Y  
n  w

l a  p l u s  g r a n d e  d e s  v a l e u r s  p r o p r e s  d e  F ’ ; s o i t  ^  l a  l i m i t o
v/1 - n

u n i f o r m e  d e  J| F ’ .
n

L e s  r e l a t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  i m m é d i a t e s  :

Fn “ Pn “ V ; F ’X</> = (P x F ’ = 0 ;

I l  e n  r é s u l t o  q u e  t o u t e  f o n c t i o n  p r o p r e  4^ d e  F T c o r r e s p o n  

d a n t  à  u n e  v a l e u r  p r o p r e  n o n  n u l l e  p  e s t  a u s s i  u n e  f o n c t i o n  

p r o p r e  d o  F a p p a r t e n a n t  a u s s i  à  P  ; o n  e f f e t ,  F T X = p  ^  

e n t r a î n e  ^  X = o  , d o n c  F * ^  =  P  •  i n v e r s e m e n t ,

F x vp “  p  4  ̂ 8 p o u r  © o n s é q u e n c o  F ’ x ^  =

e t .  a u s s i  ( Y  ** p  ) f  ^  x CpJ= 0 ,  d o n c  F ’ x ^  =  p  ^  o u  0

s u i v a n t  que ^  ^ P  ou quo Y  ~ P

On p e u t  c o n t i n u e r  l e s  mê m e s  o p é r a t i o n s  en  p e s a n t  f ” =  x f

d ’ o ù  r é s u l t e  F" =  f "  X f ” =  F ’ - Y ' Y ' •  o t  a i n s i  d e  s u i t e  .

On o b t i  o n t  d o u x  s u i t e s  f ( n ' 0 % F ( n )  a v o c  F(n)=f(n) x f-(n)
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3 e s  v a l e u r s  p r o p r e s  o t  3 e s  n o y a u x  p r i n c i p a u x  corr e s p o n d e n t s

s e r o n t  d é s i g n é s  p a r  ^ n ] On m o n t r e  d o  p r o c h e  e n  p i o c h e

nue 1 'on a

^  f n ) =  ^  ( » ) _  ~  ( n )  ? ^  ( n ) ^ x  y ( f )  =  q

4 n ’ =  pm + Y , a l t f '  +  . . .  +  ('tf( n " : 1) >m Y , n - 1 ) ]

13 e n  r é  su3  t o

r  <“> = *r(3>¿n)) = r m-[h'](a+...+ h'“-” (y(n-i))n]̂  o
c e  q u i  p r o u v e  q u o  Y  t e n d  v e r s  z é r o  ; 3 e s  i n é g a l i t é s

p  ( n  ) L  y ( n )  p  ( n )  v ( n )  p
1 0 1 - 6  1 {m =  ]  , 3 , 3 .............)

m+1 m ci

m o n t r o n t  o n s u i t e  q u o  f 1 t e n d  s e r s  z é r o  l o r s q u e  n  a u g m e n ­

t o  i n d é f l n i m e n t  p o u r v u  q u e  m s o  i  t  a u  m o i n s  é g a l  á  2  ; commo

o n  a
| p ( n )  ( * )  í . P « a >I m * m

í n  )
o n  v o i t  q u e  5»m t e n d  u n i  f o r m é m e n t  v e r s  z é r o  p o u r  l e s  m ê ­

m e s  va 3  o u r s  d e  ra . l a  s é r i e

Fm “  ^ ntf * Y  ’ E  « f  + ............  ( m =  3 , 2  . . . . )

c o n v e r g o  d o n c  a b s o l u m e n t  e t  u n i f o r m é m e n t  v e r s  y

*’ m*
N o u s  a v o n s  d o  n 3 u s

f (n) = i  -  (y + t f '  + .......... + i | ) (n- 1 ) ) x f  .

f ( n ) x i
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ti (n+t) ( n )  i» 2  ( n ) v n  ( n + / - l  ) ( n-f>í- l  )
j) f -f \\ = h 6 + ___+ h Y

L e  s e c o n d  membre  d e  l a  d e r n i è r e  é g a l i t é  t e n d  v e r s  z é r o  c a r

h t  +  h >  f  + ------- ± T j

t o n d  d o n c  on  m o y e n n o  v e r s  u n e  f o n c t i o n  g  ; F^n t e n d
^ / n )

u n i f o r m é m e n t  v e r s  G =  g  x  g  ; F^ t e n d  u n i f o r m é m e n t  v e r s

G — G x Gr —  0  d T a p r è s  c e  q u ’ o n  a v u  i l  y  a u n  i n s t a n t  ; d e  
t i

l à  r é s u l t e  q u e  G, p u i s  g ,  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  d e  n o r m e s  n u l -

1 e s  :

S o i t  e n  g é n é r a l  F =  f  x f  , o t  s u p p o s o n s  j| F | |  =  0 ;  

o n  a a l o r s

U g  X f  jj 2  =  T r  ( g  *  F x  "g) =  0 ,

p u i s  T r (  g  x f x h )  = 0  , q u e l s  q u e  s o i e n t  g  e t  h  .

I l  e n  r é s u l t e  q u e  1 ' i n t é g r a l o  d e  f ( x ~  y )  , p r i s e  d a n s  l ’ e s ­

p a c e  p r o d u i t  d u  g r o u p e  p a r  l u i - m ê m e  s u r  l e  p r o d u i t  d e  d e u x  

e n s e m b l e s  q u e l c o n q u e s  d e  l ’ e s p a c e  du  g r o u p e ,  e s t  n u l l e  .

La f o n c t i o n  f ( x  y )  e s t  a l o r s  n u l l e  p r e s q u e  p a r t o u t  d a n s  

l ’ e s p a c e  p r o d u i t ,  o n  e n  c o n c l u t  f a c i l e m e n t  q u e  l .a n o r m e  d e  

f e s t  n u l  1 o .

R e v e n a n t  a l o r s  à  c e  q u i  a é t é  d i t  p l u s  h a u t , g  é t a n t  

d e  n o r m e  n u l  l e ,  o n  v o i  t  q u e  l a  s é  r i  e ^  ^  ^ ' +  

c o n v o r g e  u n i f o r m é m e n t  v e r s  F =  f  x f  ; l a  s é r i e

(tf X f) + (<̂ ' X f) + .....

c o n v e r g o  en m o y e n n e  v e r s  f  . E n f i n  u n  p r o d u i t  d e  c o m p o s i t i o n  

f  x g  s e r a  r e p r é s e n t é  p a r  u n e  s é r i e  u n i f o r m é m e n t  c o n v e r g e n t e
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fx g  =  ((p X f x g )  +  (Up‘x f A g ) + ............

1 o s  t e r n e s  du s e c o n d  n o m b r e  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  p r o p r e s  a t t a ­

c h é e s  a u x  v a l e u r s  s p e c t r a l e s  Y * Y *  *

T o u t  p r o d u i t  d e  c o m p o s i t i o n  p e u t  d o n c  s e  d é v e l o p p e r  e n  s é r i e  

u n i f o r m é m e n t  c o n v e r g e n t e  s u i v a n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  l a  r e ­

p r é s e n t a t i o n  u n i t a i r e  .

S u p p o s o n s  f  c o n t i n u e  ; l a  d i f f é r e n c e  f  -  f  x g 

p e u t  ê t r e  r e n d u e  a u s s i  p e t i t e  q u e  l ’ o n  v e u t  e n  p r e n a n t  g  

n u l  en  d e h o r s  d ' u n  v o i s i n a g e  s u f f i s a m m e n t  p e t i t  dq  l ’ u n i t é ;  

s o n  i n t é g r a l e  é t a n t  d e  p l u s  é g a l e  à  1 ; t o u t e  f o n p t i o n  c o n t i ­

n u e  p e u t  d o n c  ê t r e  a p p r o c h é e  u n i f o r m é m e n t  p a r  d e s  s o m m e s  f i ­

n i e s  f o r m é e s  a v e c  l e s  é l é m e n t s  d e s  r e p r é s e n t a t i o n s  u n i t a i r e s ;  

c ’ e s t  l e  t h é o r è m e  d ’ a p p r o x i m a t i o n  d e  Weyl  q u i  d o n n e  u n e  g é n é ­

r a l i s a t i o n  é t e n d u e  d u  d é v e l o p p e m e n t  d ’ u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  

s u r  u n  c e r c l e  e n  s é r i e  d o  F o u r i  e r  u n i f o r m é m e n t  c o n v e r g e n t e .

Une c o n s é q u e n c o  i m p o r t a n t e  d e s  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  

e s t q u e  l ’ e n s e m b l e  d e s  r e p r é s e n t a t i o n s  d ’ u n  g r o u p e  d o  H a a r  

c o m p a c t  o s t  d é n o m b r a b l o
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