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RÉSOLUTION D’UN FAISCEAU

DE FORMES DIFFÉRENTIELLES MÉROMORPHES FERMÉES

par Pierre DOLBEAULT

Séminaire LELONG

(Analyse)
7e année, 1966/67, n° 8 24 mai 1967

Les résultats de cet exposé ont été obtenus en collaboration avec Guy ROBIN; 9 un

résumé partiel en a été publié ~3 ~.

Introduction.

Soit X une variété analytique complexe, supposée paracompacte dan.’ toutes los

questions globales. On désigne par 0 le faisceau des fonctions holomorphes sur

X 0 Soient p un élément irréductible de O
x 

(x E 3 [ le germe ensemble

analytique complexe de codimension 1 formé des zéros de p ; 9 toute combinaison

linéaire à coefficients entiers 5 ==~L de tels germes est appelé un germek , k .....w.~..... _

de diviseur. L’ensemble des germes de diviseurs sur X constitue un faisceau de

groupes abéliens, appelé le faisceau des diviseurs de X , y et noté D . En tout

point soit M le corps des fractions de ~x ~ la réunion N des 

est le faisceau des fonctions méromorphes sur X ; c’est un faisceau de 0-modules.

Soit il le faisceau des groupes multiplicatifs de 1’:1 
9 et soit 0 le faisceau

des groupes multiplicatifs des germes de fonctions holomorphes sans zéro-. On voit

facilement il existe un isomorphisme canonique D --> qui applique ô sur

la classe module 0 de ri l On appelle diviseur à coefficients entiers,
x 

k 
~~ p p 

~...~._.......^.~

toute combinaison linéaire localement finie, à coefficients entiers, d!ense0153bles

analytiques de :‘r de codimension 1 . Les diviseurs constituent.un groupe abélien

canoniquement isomorphe à y D) . Il est classique d’associer, y comme suit, une

classe de cohomologie de X à un diviseur : on considère les suites exactes ô

où Z est le faisceau constant des entiers, et e l’application 03C6 ~ exp 203C0i03C6
La classe de cohomologie de D) est l’image par l’homo-

morphisme

déduit des suites (1).



Les résultats suivants sont classiques :

Si X est une variété de Stein, tout élément de est la classe de

cohomologie d’un diviseur (J.-P. SERRE ‘7~~ .

Si X est une variété algébrique projective complexe sans singularité y tout

élémen.t du sous-groupe H1,1(X , Z) de Z) formé des cla,sses qui, par le

théorème de de Rham, sont représentables par des formes de type (1 , 1) , , est la

classe de cohomologie d’un diviseur (théorème de Lefschetz-Hodge [4~]).

Plus généralement y se pose le problème suivant : i Quelle est l’image, y pour q 3* 0 ,

de l’homonorphisme

déduit des suites exactes (1), au moins pour certaines variétés ~

Un problème plus faible consiste à chercher- l’image de D ) (où
c

est le faisceau des diviseurs à coefficients complexes) dans

Dans le but d’approcher d’une solution de ce problème pour un certain sous-fais-

ceau Ds de De’ et afin de remplacer D’c) par un ,Troupe de cohomologie

de sections de faisceaux, on va construire une résolution fine de D’c .

l. Formes méromorp hes et diviseurs.

Soit 03A9p le faisceau des p-formes différentielles holomorphes, c’est-à-dire :

de type (p 9 O) , à coefficients holomorphes; 9 on appelle faisceau des p-formes

méromorphes, le faisceau

La différentielle extérieure du germe de p-forme méromorphe f ~ (D est



Il est clair que d est un homomorphisme de faisceaux : Mp 2014>?!’ .

Soit M~ le noyau de d 1 --~~~~ .

Si z" 03C9 ~ M" y où 03A9px et où z est une coordonnée complexe locale

nulle en x , alors

où A est un germe de (p - l)-forme holomorphe fermée ne dépendant ni de z ni

de dz, et où B est un germe de (p - l)-forme holomorphe.

Démonstration. - y où a et b ne dépendent pas de dz ;

entraîne

comme b ne contient pas de facteur dz , y on a : b = zb’ , où b’ t E 03A9p-1x.

Mais, par la formule de Taylor par rapport à z au voisinage de x , 9 on a, en

désignant par (z y u) un système de coordonnées en x ~ 1

Alors (2) entra1ne

Comme da(0 , u) A dz est indépendant de z , y il est nul ; 9 donc u) ne

contenant pas de terme en dz est nul, d’où

avec B’ holomorphe fermée donc égal à une différentielle exacte ; A est indé-

pendant de z 9 et dA = 0 .

1.1. - Plus généralement, y si 03B1 = z n a) avec Gj e p et da = 0 , on a



Alors, par un argument de cohomologie de C ech, on net Q’ sous la forme : 1

où B e Mx , et où les A sont des constantes complexes ([2], chap. 3).

1.3. - Soit E le faisceau des 1-formes holomorphes 1 fermées ; a e M ~
étant donne à l’addition près d’un élément de E1x, le germe de diviseur à coef

ficients complexes 2- est bien déterminée il en résulte l’isomorphisme
k 

" "

1.4. - Soit M1 le sous-faisceau de dont dans est iso-

morphe à D ; on a le diagramme commutatif
c

dans lequel les deux premières flèches verticales désignent les homomorphismes
(p ~--~~ ~ 1~2 ~ ri ~ i ~’ et le troisième l’injection. On a aussi le diagramme
commutatif

dans lequel les flèches verticales désignent : l’injection canonique y l’identité,
et l’homomorphisme défini ci-dessus. Il en résulte le diagramme commutatif

L’homomorphisme ~ Hq+2(X , C) ci-dessus permet (pour q == 0 )
de prolonger aux diviseurs à coefficients complexes la définition de la classe de

cohomologie complexe d’un diviseur (à coefficients entiers).



2. Formes semi-méromorphes régulières.

2.1. - Le faisceau A des formes différentielles C 
v> 

sur X est un faisceau

de 0-modules ~ le faisceau I-i A est appelé le faisceau des formes différentiel-

les semi-méromorphes ; il est somme directe des faisceaux M ~ y où A’~"
est le sous-faisceau des formes de type (p ~ q) ((d’après la distributivité de 8)
par rapport à (~ ) ; A y identifie à 0 ~L A , est un sous-faisceau de M ~ A .
La différentiation extérieure est définie comme pour les forces méromorphes.

Pour tout point x e X y soit § l’ensemble des germes de sous-variétés analy-

tiques complexes (sans singularité) de codimension 1 . Soit le sous-0-
module de forme des germes P 03C6p,q , où 03C6p,q e’ Ap,qx, où r est

un entier? 0 , et p un germe de coordonnée complexe locale en x tel que

[p] = s . Soit

le sous-0 -module de ~M ~ engendré par les m~~9~ . Posonsx ~ x x,s

Alors y est un sous-faisceau de M appelé (suivant L. SCHWARTZ [6])
faisceau des tonnes différentielles semi-méromorphes régulières de type (p , q) .

2.2. - Le sous-faisceau de M ~ défini de la même façon, est dit faisceau

des p-formes méromorphes régulières y et noté c’est un sous-faisceau de 

on désignera par mp le sous-faisceau des éléments d-fermés de mp .

Soit ~ le faisceau des 1-formes méromorphes fermées du type suivant : Si

03B1 ~ 1 , alors

où pk est un germe de fonction coordonnée locale y où west holoworphe, et où

0 ; alors on montre qu’il existe un germe C de fonction holomorphe et des
constantes complexes A tels que



En particulier, le faisceau 1 contient le sous-faisceau m1 pour les éléments

duquel tous les r, sont égaux à 1 ; on a
K

Le faisceau est isomorphe au faisceau des diviseurs à coefficients

complexes D’ dont les supports des germes sont des réunions de germes de variétés

analytiques complexes de codimension 1 .

les ~(~ ~ étant distincts, les entiers rk strictement positifs, et les germes
-r 

 
-r

~Pk Pk 
~ 

irréductibles ; ’ la condition dc~ = 0 entraîne : pour tout k ’ 

est holomorphe fermé (car deux formes méromorphes ayant des ensembles polaires dis-
tincts ne peuvent coïncider) ; donc, il existe des germes holonorphes ~~k tels que

3. Résolutions f ines du faisceau des 1-formes méromorphes régulières fermées et

du faisceau D’ .

3.1. - La construction de la résolution repose sur le lemme suivant ô



Remarque. - Dans le cas méromorphe, ce lemme est trivial (cf. 2.3).

3.2. - THEOREME. - Sur une variété analytique complexe X , le f aisceau m/E
possède la résolution fine

dans laquelle j est définie par 1’ injection canonique i : ô ~l --; ~.~ 9C y et d

par la différentiation extérieure : v n~ 9 ~- --~ n~’ q+~’ .

Démonstration. - On utilise les résultats connus suivants :

(d) ~ sont trois complexes de modules avec des morphismes tels que
la suite



soit exacte, alors, si deux des complexes de modules sont acycliques, le troisième

l’est aussi ([5~j, chap. 4, théorème 6).

est exacte. Cela résulte de la proposition suivante :

Le sous-faisceau des éléments d-fermés de mP’O est mp .

Preuve. - Soit

on a d" a ~ 0 , d’où

et a est une p-forme méromorphe régulière et d-fermée.



à l’aide de (iv) et de (iii).

La résolution est fine, y parce que les faisceaux sont fins ; cela termine

la démonstration.

3.3. - Soit le sous-faisceau de constitué des germes



La démonstration de 3 .2 est valable pour D’c ~ m1/E1 au lieu de et

au lieu de d ’ où le thé orème suivant: 1
, , 

,

3 .4. - THEOREME. - "ur une variété analytique complexe X , le faisceau D’ pos-
c -

sède la résolution fine

dans laquelle j est définie par l’injection canonique i ~ ~~’ -~ ~~~’ a et d

par la différentiation extérieure. 

~’

4. Résumé de la preuve du lemme A.

il s’agit de montrer que la somme est directe, 

entraine a E 
x

On note de la même façon des fonctions sur un voisinage U de x et les germes

qu’elles induisent en x .

Soit

c’est un sous-ensemble analytique de [p] qui est rare et fermé. Mais p" (p~~
est égale y à cause du dernier membre de (4)y à une forme C sur U’ S ; alors

p-r Do est C~ sur Tù , à cause du théorème suivant: 
P

4.2. - THÉORÈME. - Soient U un ouvert y p une fonction coordonnée
00 -

complexe sur U ~ (p une fonction C sur U y S un sous-ensemble rare et fer-

me de [pi . Alors y si la fonction semi-méromorphe ( p entier >0 ) est

égale, sur UB[pJ ~ à la restriction d~une fonction C~ sur elle est

égale à la restriction, à U B [p~ y d~une fonction C sur U tout entier.

Supposons le théorème démontré pour p ; si p"~" (p est prolongeable de U B [p~]
à U B S en une fonction C , il en est de même de = p"~ ~ ~ et on



sait (hypothèse de récurrence) que est prolongeable à U en une fonction

~ ~ il reste à montrer que est prolongeable à U y sachant qu’elle

est prolongeable de Ü v [ p] à il suffit donc de montrer le théorème

pour p = 1 .

On utilise un développement de Taylor en p ~ 9 p ~ p de la fonction (p :

où Q~ est indépendant de p, valable dans un voisinage W de [p] dans U ;

la fonction § est nulle donc sur [ p] (et même sur ~~ ~ , puis-
qu’elle est continue. De sorte que :

On achève la démonstration à l’aide des lemmes suivants :

soit égale ~ sur U ~ [p] , y à la restriction d’une fonction continue w’ sur U ~ S y

alors :

1~ ... y v s~ annulent 

2~ Il existe une fonction continue sur U , égale à w’ sur UB S , et

telle sur [p~ y on ait

(b) Soit $ une fonction semi-méromorphe sur un ouvert U tel que : 1

1° Sur un voisinage 11 de [p] dans U ~ 9 on ait :



est C sur W tout entier. Les dérivées partielles de 03C6 sont des fonctions

semi-méromorphes de la forme (5)? C~ sur U B [03C1] , et prolongeables sur U B S

~n des fonctions continues. .

du théorème 3.4.

5.1. - Supposons X paracompacte. Considérons le complexe des sections de

(3) :

Soit Y’ ~"(X ~ C) le q-ième groupe de cohomologie de ce complexe. De même y soit

Ç~ le groupe de cohomologie du complexe des sections de la

résolution

Alors, d’après le théorème de de Rham (formel), on a des isomorphismes verticaux

tels que le diagramme

où ô et h1,q désignent les homomorphismes de connexion, 9 soit commutatif ou an-

ticommutatif suivant que q est impair ou pair. Cela se déduit du diagramme sui-

vant.

dans lequel les suites verticales sont des résolutions fines.

On peut décrire ainsi : soit _ E C, et soit vE ~’ ~ 
un représentant de y, alors dy = 0 ; soit ~ E r(X ~ dont l’image par
l’épimorphisme



est y ; 9 alors

Cela résoud, pour le faisceau 9 un problème posé dans l’introduction : rem-

placer D’) par un groupe de cohomologie des sections d’un autre faisceau,
c

et cela donne une factorisation de l’homomorphisme canonique

5.2. - On va montrer, sur un exemple, que Im peut ne pas être réduit

à (0:( .

Lthomomorphisme de faisceaux

qui applique (03B1 , p) sur 03B1 039B 03B2 , définit une application C-bilinéaire telle que
le diagramme suivant soit commutatif

Supposons que X soit une variété algébrique projective, sans singularité, munie

de la métrique kählérienne habituelle. Sur X 9 on identifie les éléments de

f) et les formes harmoniques qui les représentent dans le théorème de

Hodge.

Soit W un diviseur de X dont le support est y au voisinage de chaque point,
la réunion de sous-variétés analytiques complexes de codimension 1 ; soient c~

l’image de W et sa classe de cohomologie complexe ;
on a h~’’ C ( ~ - Alors, pour toute forme harmonique cp E C
on a



En particulier, si P est une section hyperplane, la classe de cohomologie 03C91,1
du diviseur 1. P est la forme fondamentale de X chap. 9, § 6 ) . D’où le
théorème suivant :

1 B

THEOREIOE. - Si X est une variété algébrique projective sans singularité, l’ima-
ge de i

contient le sous-espace vectoriel des classes de cohomologie non primitives (~8~],
p. 75) de X.
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