PIERRE DOLBEAULT
Résolution d’un faisceau de formes différentielles méromorphes fermées

Séminaire Lelong. Analyse, tome 7 (1966-1967), exp. n°8, p. 1-14
<http://www.numdam.org/item?id=SL_1966-1967__7__A8_0>

© Séminaire Lelong. Analyse
(Secrétariat mathématique, Paris), 1966-1967, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Lelong. Analyse » implique I’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SL_1966-1967__7__A8_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire LELONG 8-01
(Analyse)
7e annde, 1966/67, n° 8 24 mai 1967

/
RESOLUTION D'UN TAISCEAU
i s
DE FORMES DIFFERENTIELLES MéROﬁORPHES FERMEES

par Pierre DOLBEAULT

Les résultate de cet exposé ont été obtenus en collaboration avec Guy ROBIN ; un

résumé partiel en a &té publié [3 1.

;eroduction.

4

Soit X wune v.riété analytique complexe, supposée paracompacte dan: toutes los
questions globales, On désigne par O 1le faisceau des fonctions holomorphes sur
X . Soient p un élément irrécuctible de ®X (x e X); [p] le germe dlensemble
analytique complexe de codimension 1 formé des zéros de p ; toute combinaison
linéaire a coefficients entiers § = % rk[pk] de tels germes est appelé un gevme

< <

de diviseur. L'ensemble des germes de diviseurs sur X constitue un faisceau de

groupes abdéliens, appelé le faisceau des diviseurs de X , et noté D . En tout

point x e X , soit M_  1le corps des fractions de @X , la réunion M des My

est le faisceau des fonctions méromorphes sur X ; clest un faisceau de O-modules.

S

Soit N 1le faisceau des groupes multiplicatifs de I , et soit O  1le faisceau

des groupes multiplicatifs des germes de fonctions holomorphes sans zéro. On voit
S
facilement gu'il existe un isomorphisme canonique D - N/9 qui applique & wsur

ST
1 _— N ps s .
la classe module ®X de | P, « On appelle diviseur a coefficients entiers,
e 227

toute combinaison 1iné-ire localement finie, & coefficients entiers, d'ensembles

analytiques de ¥ de codimension 1 . Les diviseurs constituent un groupe abéliicn
. . s 07+ . . .

canoniquement isomorphe & H (X R D) . I1 est classique d'associer, comme cuit, une

classe de cohomologie de X & un diviseur : on considére les suites exactes :

W

0 =" =N =5 D -»C,
(1) C
072 -0 =39 -0,
o Z est le raisceau constent des entiers, et e 1'application ¢ ~-2 exp 2iig .
La classe de cohomologie c{W) de W € HO(X , D) est 1l'image de W par 1'homo-

morphisme

ki

X,D0) ->E(EX,©0) -» BX, 2

HO(

déduit des suites (1).
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Les résultats suivants sont classiques :

Si X est une variété de 3tein, tout élément de HZ(X y g) est la classe de

cohomologie d'un diviseur (J.-P. SERRE [7]).

Si. X est une variété algébrique projective complexe sans singularité, tout
élément du sous-groupe HL’l(X , Z) de 2°(x , 2) formé des classes qui, par le
théoreme de de Rham, sont représentables par des formes de type (1, 1), est 1la

classe de cohomologie d'un diviseur (théordme de Lefschetz-Hodge 4.

Plus généralement, se pose le probléme suivant : “uelle est 1'image, pour q >0 ,
de 1l'homomorphisme

KYs
g

14z , D) -~ Bz, 0) - g4*2(x Z)

déduit des suites exactes (1), au moins pour certaines variétés X %

Un probléme plus faible consiste & chercher 1l'image de jq(X ’ DO) (ot

Dc =D 82 C

~

est le faisceau des diviseurs & coefficients complexes) dans

R(x, 2) 8, 0 = BYP(x, 0) .

Dans le but d'approcher d'une solution de ce probléme pour un certain sous-fais-
ceau Dé ce Dc , et afin de remplacer 4 (x , Dé) par un aroupe de cohomologie

de sections de faisceaux, on va construire une résolution fine de Dé .

1. Formes méromorEhes et diviseurs.

Soit (P 1le faisceau des p-formes différentielles holomorphes, c'est-a-dire :

de type (p , 0) , & coefficients holomorphes ; on apnelle faisceau des p-formes

méromorphes, le faisceau

autrement dit, pour tout x e X , tout élément « e mg stécrit f"l w , ou

weszf; et feO , £#0.
La différentielle extérieure du germe de p-forme méromorphe f_l w est
d(f_l W) = f—l dw - f—2 df A w ;

f~l w est dite d-fermée, si d(f_l @) =0 , c'est-3-dire si fdw -~ df A w = 0 ,



I1 est clair que d est un homouworphisme de faisceaux : P ->3P+1 .
Soit MY 1e noyau de d : P __»mp+l .
Si o« = :z,_1 W E Mg s OU wE uﬁ et o z est une coordonnée complexe locale

nulle en x , alors

@ =haztds+ dB ,

ou A est un germe de (p - 1)-forme holomorphe fermée ne dépendant ni de =z ni

de dz , et o B est un germe de (p - 1)~forme holomorphe.

Démonstration. = w=adz+ b, ou a et b ne dépendent pas de dz ;

(2) izt w) =0
entratne
z(da A dz + db) = dz A b =0 3

. . N -1
comme b ne contient pas de facteur dz , on a b = zb' , ob b' e si .

Mais, par la formule de Taylor par rapport & =z au voisinage de x , on a, en

désignant par (z , U) un systéme de coordonnées en x s
a(z , u) =a(0, u) + zat(z , u) ’

d'ol

w = a0 y u) dz + w(a'(z R u) dz - b') .

Alors (2) entratne

da(0 , u) A dz + z(da' A dz + db') =0 .
Comme da(0 , u) A dz est indévendant de z , il est nul ; donc da(0 , u) ne
contenant pas de terme en dz est nul, d'olu

@ =h Azt dz + B! ,

avec B! holomorphe fermé, donc égal & une différentielle exacte ;3 A est indé-

pendant de z , et dA =0 .

. n
l.1. - Plus généralement, si o =2 w avec w e ai , et do =0, on a

1

@ =haz dz+alz" ),

ol A et Ce ui"l , et od dh =0 ([2], chap. 3).
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le2s = 51 @e Mi , 11 existe des germes P € QX , irréductibles, tels que

Tk 1
@ =wll p ou W € &y et r entier =20,
Xk k ’ X k

v

Alors, par un argument de cohowologie de Cech, on et « sous la forme :
w=24a tap + aB
B I Ak k k ’

ou B e MX , et ou les Ak sont des constantes complexes ([2], chap. 3).

rd \ l
134 - Soit Bl le faisceau des l-formes holoworphes fermées ; « € I

étant donné & 1'addition prds d'un é1lément de Ei , le germe de diviseur & coef-

ficients complexes 2 rk[pk] est bien déterminé, il en résulte 1'isomorphisme
k
/et <D o ay/Et .

1 .
le4de —~ Soit ﬂl le sous-faisceau de I° dont 1'inage dans Ml/E est iso-

morphe & Dc ; on a le diagramme commutatif

ol

&

0 -9 =N —-3D -30,

Lo

0 5B -1 ->D -0,

dans lequel les deux premiéres fléches verticales désignent les homomorphismes
P - (l/2ﬂi)¢71 dp , et le troisiéme 1'injection. On a aussi le diagramme

comnutatif

dans lequel les fleches verticales désignent : l'injection canonique, 1'identité,

et 1'homomorphisme défini ci-dessus. Il en résulte le diagramue commutatif
541, D) -» B¥(x, @) - #%P(x, 2)

#4x , ) - 1%(x, BY) - B, Q).

Lthomomorphisme Hq(X , Dc) - HQ+2(X , g) ci-dessus permet (pour q =0 )

de prolonger aux diviseurs & coefficients complexes la définition de la classe de

cohomologie complexe d'un diviseur (& coefficients entiers).
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2. Formes semi-méromorphes régulieres.

241y — Le faisceau A des formes différentielles Cw sur X est un faisceau

de O-modules ; le faisceau I B A est appelé le faisceau des formes différentiel-

les semi-méromorphes ; il est somwe directe des faisceaux H 3 AP , Ou AP

est le sous-faisceau des formes de type (p , q) ((d'aprds la distributivité de &
par rapport & @ ) 3 A , identifié & O Y9 A , est un sous-faisceau de MYy A .

La différentiation extérieure ect définie coumme pour les foruwes méromorphes.

Pour tout point x € X , so0it SX 1'ensemble des germes de sous-variétés analy-

D
tiques complexes (sans singularité) de codimension 1 , Soit ml’q

— ?
module de (I B Ap’q)X formé des germes p T Qp,q , ol Wp,q € Aﬁ’q , o r est

le sous—(9 -
X

un entier 20 , et p un germe de coordonnée complexe locale en X tel que

[p]l=8s . Soit

le sous-O -module de (M g AP*%)  engendré par les m?’% ., Posons
X x X, s

mpsq _

U mi’q .
XeX

Alors, m™’% est un sous-faisceau de I 3 4279 appelé (suivant L. SCHWARTZ [67)

faisceau des formes différentielles semi-méromorphes régulidres de type (p , q) .

242+ = Le sous-faisceau de M 39 v , défini de la néme facon, est dit faiscesu
s ’ N z . O
des p-formes méromorphes régulidres, et noté mP ;3 c'est un sous-faisceau de nP? H

on désignera par n® le sous-faisceau des éléments d-fermés de mP .

3 l . Ve 4
Soit W~ 1le faisceau des 1-formes méromorphes fermées du type suivant : Si
1
@ €y , alors

-r
@ =owll P k ,

k

ol est un germe de fonction coordonnée locale, oi w est holoworphe, et ou

P
k
do = 0 ; alors on montre qu'il existe un gorme C de fonction holomorphe et des

constantes complexes Ak tels que

5 -1 © -rk+l
o = p. - dp, + d(c [l p,_ )
e e T L
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. 3 ) l - . l 7’ z
En particulier, le faisceau w~ contient le scus-faisceau mw~ pour les éléments

duquel tous les r. sont égaux & 1 ; on a

k

1 1

.
m =m N Mo,

~

: 1,1 . . R N -
Le faisceau m /E est isoworphe au faisceau des diviseurs a coefficients

complexes Dé dont les supports des germes sont des réunions de germes de variétés

analytiques complexes de codimension 1 .

2.3, = Soit o€ ml , alors

les [pk] étant distincts, les entiers Ty strictement positifs, et les germes
-r -T

P P k irréductibles 3 la condition da = O entraine : pour tout k , d(pk k ¢k)

est holomorphe fermé (car deux formes méromorples ayant des ensembles polaires dis-

tincts ne peuvent coincider) ; donc, il existe des germes holororphes wk tels que

d(Pk ka) = d'\l‘Jk ’

dtou
-r
k
@ =2 p @',
Kk k k
avec, pour tout k ,
-r
kl
d(pk o) =0 .
Alors, d'aprées 1.1, on a
-7 -r +1
| Tk
P W= A e dp+ dle B)
avec Bk hoiomorphe, d'ou

n'/Bt ~ DL G oan /B .

On se propose de former une résolution fine des faisceaux ml/E1 , et gl/El QﬂDé

3. Résolutions fines du faisceau des 1-forues néromorphes régulieres fermées et

du faisceau Dé .

3.1le - La construction de la résolution repose sur le lemme suivant :
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LEMIE A, - En tout point x€ X , on a

Psq/,Psa _ P,q/,Psq
By /AX - ses (mX,S/AX )
pe

Remarque. - Dans le cas méromorphe, ce leume est trivial (cf. 2.3).

Notations., - On pose

nP?Q - 29 mp+r7Q‘r : npyg - & mp+r7Q"'r ,
r=0 X r=0 »S
Psq a4 ptr,q-r
B+? W A¥Y 77 ,
r=0

aPrd nPyQ/prq .

LGNS . . _ . 1
3.2¢ - THECREME, - Sur une variété analytique complexe X , le faisceau ml/E

posséde la résolution fine

O .--'§Irl:1‘/E:.L _‘_].__\/ ul’o "‘C}"‘>O-- "C—.i'% Al’q "'d‘% see
dans laquelle Jj est définie par 1l'injection canonique i 3 ml —->m1’0 , et d

par la différentiation extérieure : nl’q -3 nl’q+l .

Démonstration. — On utilise les résultats connus suivants :

‘ i 301 1t 1
(a) La suite APt Syl —g—--) AP 9T oot exacte (lemne de Crothendieck)

([2], chap. 1).

1 d d 1

(b) 0 —3E" -» Bl’O —— ses ——D Bl’q -> ... est une résolution fine de E

([2], chap. 1).

(¢) I1 résulte de 1.1 que si p est un germe de coordonnée locale, et si

0P e (P tels que d(p™" P) =G , avec p=>2, il existe Pt P oger que,
. -r P -r+1 p-1
si r=2, P W = dlp w ),
si r=1, oot WP 2 a(ett WPl ([2], cnap. 3).

(a) si a sy B, C sont trois complexes de modules avec des morphismes tels que

la suite

0 =0 =@ =>C =0
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soit exacte, alors, si deux des complexes de modules sont acycliques, le troisiéme

itest aussi ([5], chap. 4, théordme 6).

1,0

(i) La suite O ——>m]'/El s 2 ul’l

est exacte,
Dtaprds (b) et (d), il suffit de nrouver que

1

i 1
0 —»nt 2snh0

4. 1,1
-=>n

est exacte. Cela résulte de la proposition suivante :

p,0

Le sous-faisceau des é1léments d-fermés de m est m
Preuve. - Soit
Tk 1,0 0
a=2 p qP’ € n®’ tel que do = 0 ;
K k k

-—I‘
k C
" ? —_
i pk d mﬁ =0 .

-r
Alors, P k d"qﬁ’o est C , d'apreés le lemme A appliqué & P , et d'-fermé,

donc égal 2a d"wﬁ’o , ol ¢k’o e aP/0 (atapres (a)), avec

Ta O can T 20 20,
ko F Kk F
donc 2 wk’o est holomorphe, et
k
s+ 7k p,0  p,0y .5 .p,0
— 19 - 9 9
o =2 (pk G Vi ) +2 W
k k
Alors
x 9,0 .p,0
d”(pk (Pk? - \i’k’ ) =0 b

et « est une p-forme méromorphe réguliére et d-fermée.

p,0 d  p,1 d

(ii) Pour s e SX ; la suite n ——=>1 -—--#np’g est exacte,

X,8 X,8 X,8
Soit 6 = p~T @p’l + p7° ¢p+1,0 ; db =0 équivaut a :
() o7 angPt =0
() ar(o™ Pty + an(p™® F0) -

|
(@]
~e



(v) av(p™® 0 -0 .
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(¢) entratne ™1 existe wp’o e AP0 a1 que wp’l = d"qp’o n (atapres (a))

() entratne " pmS ¢p+l,0 - d'(p_r wp,O) = p—t ¢p+l,0 "o, ou ¢p+l,0 est holo-
morphe.

(y) entratne " p—t ¢p+1,0 est fermée'.

Alors, d'apres (c), il existe T € mi r1m§:g tel que 4T = p_t ¢p+1,0 , dtol

6= a(p™" y* Y 4 1) .

(iii) La suite np’O —§->np’l “éf)np’2
(i1)).

(iv) La suite mp’q-l _gﬂa,mp,q _§i€>mp,q+l est exacte.

A 1'aide du lemme A, on est ramené & démontrer que, pour

pPsa-t 4" opya _d'  p,gtl
X, 8 X,8 Xy 8

est exacte, ce qui résulte de (a).

(v) La suite nPr? _E_> np,q+1 _9}_;, np,q+2 est exacte.

Cela se démontre par récurrence descendante sur p , compte tenu de

Pyq

: 1,q-
nPr% - pPd ) PHa-l

3 1'aide de (iv) et de (iii).

La résolution est fine, parce que les faisceaux AP% sont fins

la démonstration.

s €S
X

9

?

la suite

est exacte (é 1'aide du lemme A et de

cela termine

3.3, - Soit gp,q le sous-faisceau de mnP’4 constitué des germes

-p  Psd
2ot gt
k
ou @i’q e AP"2 , et ol P
on pose
np9q _ mp+r9Q‘r .

S -~ I

q
b
r=0

alors d applique Ep,q dans Hp,q+l . Soit DP% - Hp,q/Bp,q o

est un germe de fonction coordonnée complexe locale 3
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. 1,.1
La démonstration de 3.2 est valable pour Dé R:gl/El au lieu de mw /B~ , et

1 . 1 N . .
n 4 gy lieu de n 'Y , d'ol le théoreme suivant :

’ N N Py . - .
3.4, = THEORENE. — ®ur une variété analytique complexe X , le faisceau Dé pos—

séde la résolution fine

] . nl,0 4 d 1 d
(3) O --PD(; —g'ﬂ)D ’ ‘-“"9-.. "‘""")D ’q “""'9 eee 9

dans laquelle j est définie par 1'injection canonique i : gl -3 m

par la différentiation extérieure.

4, Résumé de la preuve du lemme A,
4,1, = On a

PsQ/pPrq _ Psq/,Psdy
fx /Ax’ - Z. (mx,s/Ax ) s
se&x

il s'agit de montrer que la somme est directe, c'est-a-dire :

(4) «= oo L e

entratne o e Ai’q .

On note de la m&me facon des fonctions sur un voisinage U de x et les germes

qu'elles induisent en x .

Soit

S,={yev| 1k telaue [p]#[e]; u(y)=0(y)=0};

CPqu

est égale, & cause du dernier membre de (4), 3 une forme € sur U s Sp s alors

ctest un sous-ensemble analytique de [p] qui cst rare et fermé. Mais p-r

-r o . N £ .
P wp,q est C sur U , a cause du théorese suivant :

/ \
. N « n . ,
4.2, — THEOREME. - Scient U un ouvert de C° , p une fonction coordonnée

= -
complexe sur U , ¢ une fonction C sur U , S un sous—ensemble rare et fer-

z

mé de [p] . Alors, si la fonction semi-méromorphe p Y ¢ ( p entier >0 ) est

-

z T Y . . . @©
égale, sur U \[pj , & la restriction d'une fonction C sur U \ 3 , elle est

égale & la restriction, & U s [p] , d'une fonction ¢ sur U tout entier.

Supposons le théoréme démontré pour p 3 si p Pt ¢ est prolongeable de U \ [p]

4 UNS en une fonction € y 11 en est de m8ume de P(p_P—l @) = p-p ¢ , et on
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sait (hypothése de récurrence) que p_p © est prolongeable & U en une fonction
¢, o s 11 reste & wmontrer que p'-l ¢ est prolongeable & U , sachant qu'elle

est prolongeable de U v [p] & U S ; il suffit donc de montrer le théordme

pour p =1 .

On utilise un développement de Taylor en ¢ ,'E , de la fonction ¢ :

¢ = QO + pR1’O + pRO,l ’

ou QO est indépendant de p , valable dans un voisinage VW de [p] dans U ;

la fonction Q) est nulle sur [p] x5, donc sur [p] (et méme sur W ), puis-

gu'elle est continue. De sorte que :

-1 1 -
P =R o+ (p p)RC L

’ 9

On achéve la démonstration & 1l'aide des lemmes suivants :

(a) Soient vj (3 =0 , +es 5 p) des fonctions continues sur un ouvert U

telles que

2 ] —
w= 2 v.(p7 )
j=0

soit égale, sur U \ [p] , & la restriction d'une fonction continue w' sur U\ S,

alors :
10 Vi eee
2° I1 existe une fonction w" continue sur U , égale & w' sur UN S, et

’ vP st annulent sur [p] 3

telle que, sur [p] , on ait

o] = vl L] ©

(b) Soit ¢ wune fonction semi-méromorphe sur un ouvert U tel que :

19 Sur un voisinage W de [p] dans U ; on ait :
r
- -1 =t
(5) s= 2 n (oD,
=0

AN

ou Rt est ¢ sur W g pour t =0, Jes , T 3

20 ¢=a'[W~[p], ob ¢ est el sur wes , alors

¢! sur W S
" = .
{ROI[P] sur [p]
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1 . . fs o2 . A .
est C sur W tout entier. Les dérivées partielles de ¢ sont des fonctions
CJ

semi-méromorphes de la forme (5), C sur U v [p], et prolongeables sur U V8

en des fonctions continues.

5. Application du théoreme 3.4.
5.1. - Supposons X paracomvacte. Considérons le complexe des sections de

(3) :

0 - I(x, Dé) —> I'(Xx , Dl’o) — ... = (X, Dl’q) —> eee

Soit Il’q(X , C) le g-itme groupe de cohomologie de ce complexe. De méme, soit

Kl’q+l(X , g) le (q+l)—iéme groupe de cohomologie du complexe des sections de la
résolution

O —ﬁEl ""é Bl,o -“',Bl,l "') s e

Alors, d'aprés le théordme de de Rham (formel), on a des isomorphismes verticaux

tels que le diagramme

whd(x, g) 2l > kY x, o)
ol ]
1 ~l
#4(x , D)) S ptix sl

Y 1 ’ . . . 3 .
oi & et h¢ désignent les homomorphismes de connexion, soit commutatif ou an-

ticommutatif suivant que q est impair ou pair. Cela se déduit du diagramme sui-

vant

0 0 0
\ ¥ ¥

0 —>E  —>m’ -3D'  -50
b ¥ ¢

0 -8 5nh0 5010 40
Y Y Y

0 8t bt 5t 40 )
\ \ 1

LY
e o

dans lequel les suites verticales sont des résolutions fines.

On peut déerire h'?% ainsi : soit ye xUUX , C) , et soit ye [(x, D79
un représentant de Yy , alors dy = 0 ; soit p e I'(X ’ nl’q) dont 1l'image par

1'épimorphisme
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r(x , oY) - rx, o9
est vy 3 alors
ap = we I(x , s10ohy |

l,q+l(

et hl’q(Q) est la classe de o dans X X,C).

Cela résoud, pour le faisceau Dé , un probldme posé dans 1l'introduction : rem-
placer Hq(X R Dé) par un groupe de cohomologie des sections d'un autre faisceau,

et cela donne une factorisation de 1l'homomorphisme canonique

Hix , D) - q*l(x , B .

5¢2¢ = On va montrer, sur un exemple, que Im hl’q peut ne pas &tre réduit

a f{o} .
Lthomonorphisme de faisceaux
gl,O « BO,q _ H},q (resp. Bl,l « BO,q = Bl,q+1 ) )
qui applique (o , B) sur «wA B, définit une application C-bilindaire telle que

le diagramue suivant soit commutatif

0, 0) x kUx, ¢) > ¥hUx, ©)

1,0 Lo 1,q
(h'™, 1) Lh

\4

bl , o) « x4, ¢) -—» X

o i désigne 1l'identité ; on a «120(x , C) ~ HO(X , Dé) .

~~

Latlix o),

Supposons que X soit une variété algébrigue projective, sans singularité, munie

de la métrique k¥hlérienne habituelle., Sur X , on identifie les éléments de
xkPr9(x , C) et les formes harmoniques qui les représentent dans le théordme de

Hodge.

Soit W un diviseur de X dont le support est, au voisinage de chaque point,
la réunion de sous-variétés analytiques complexes de codimension 1 ; soient «

. 1
1'image de W dans X ’O(X , C), et o'l sa classe de cohomologie complexe ;

on a hl’o(u) = ool + Alors, pour toute forme harmonique @ € Hq(X,‘Q)zzKO’q(X, c),
on a

n Yo A @) = L
Donc



8=-14

. . 1,1
En particulier, si P est une section hyperplane, la classe de cohomologie

du diviseur 1.P est la forme fondamentale de X ([l], chap, 9, § 6). Dol 1le

théoréme suivant :

THﬁORﬁME. - 5i X est une variété algébrique projective sans singularité, 1'ima-

ge de hl’q e il

2i(x , D})

[
il! Az

v

1 L +1
¥ Ux, €) = > k' (x, o),

contient le sous—eépace vectoriel des classes de cohomologie non primitives ([8],

p. 75) de X .
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