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INTRODUCTION À LA THÉORIE DES HYPERFONCTIONS

par Jean-Luc VERLEY

(d’après HARVEY ~2~~

Séminaire LELONG

(Analyse)
7e année p 1966/67, n~ 5 19 avril 1967

est une résolution flasque du faisceau ~ .

On a alors les résultats suivants :

1.2. PROPOSITION (Théorème d’excision). - Soient S un faisceau sur X, et
V et W deux ouverts de X. Si S est relativement fermé dans V et dans W ,
on a



1.3. PROPOSITION (Suite exacte de cohomologie relative). - Soient M et S

S) deux sous-ensembles fermés de X. On a la suite exacte :

V

Définissons maintenant les cochaines relatives et La cohomologie de Cech relative.

Soient S un fermé de X , ~U. ~ . EI un recouvrement ouvert de X et 
1 lE

tel que ~U.~.E ~ soit un recouvrement ouvert de X - S 9 une telle paire1 lE

(U , est appelée un recouvrement relatif de (X , X - S) . On appelle groupe
des p-cochaines relatives à coefficients dans F , noté F) , le sous-

groupe du groupe des cochaines formé des cochaines c = (c..

telles que c.. = 0 si tous les indices i appartiennent à l’. L’opéra-

teur cobord étant défini par

on appelle p-ième groupe de cohomologie de Cech relative, noté HP( U , 
le p-ième groupe de cohomologie du complexe

Si le recouvrement U est acyclique par rapport à F , i. e. si

pour tout p > 0 et toutes les intersections finies d’ouverts de U , on peut cal-
culer la cohomologie relative avec des recouvrements relatifs, y i. e. on a la propo-

sition suivante :

1.4. PROPOSITION (Théorème de Leray). - Si le recouvrement U est acyclique

par rapport au f aisceau ~ , et si ~2L , est un recouvrement relatif de

(X , X - S) , alors

2. Définition des hyperfonctions.

V étant un ouvert de on désignera par A(V) l’anneau des fonctions holo-

morphes dans V . 0 désignera, dans toute la suite, le faisceau des fonctions ho-

lomorphes dans C~ .



Rappelons tout d’abord que tout ouvert Q de Rn a un système fondamental de

voisinages dans C~ formé de domaines d’holomorphie qui coupent Rn suivant Q

( lemme de Grauert). Q étant un ouvert de et ~i étant un ouvert d’ holomor-

phi e de C~ t el que V n on pose

2.1. THEOREME et DEFINITION. - Soit Q un ouvert de y si V est

un ouvert d’holomorphie de Cn coupant Rn suivant 03A9 , le quotient

est isomorphe au groupe de cohomologie relative

et B(Q) est indépendant de V . Les éléments de B(n) s’appellent des hyperfonc-

tions sur Q .

Le fait que B(o) est indépendant de V résulte de l’isomorphisme avec (l) et

du théorème d’excision. Démontrons l’isomorphisme annoncé.

Posons Va = V . V. = (c - R) x n (V - Q) , et considérons les re-

couvrements U= (V.). 0 ,...,n et U’ = {Vi}i=1 1.oo,n ’ Puisque tous les ouverts

V. sont d’holomorphie, il résulte du théorème B de Cartan que le recouvrement U

est acyclique par rapport au faisceau 0 des fonctions holomorphes. D’après le

théorème de Leray, il suffit donc de montrer que

Or, puisque le recouvrement U contient seulement n + 1 éléments, y on a

et, en particulier, les n-cochaines relatives sont des n-cocycles; 9 par ailleurs,

~,t , c~~ s’identifie à A(V ~ ~~ , puisqu’il n’y a que n ~- ~ ouverts dans

le recouvrement u et que v _ V ~ 03A9 . Remarquons maintenant pour ter-
miner que U’ , O) est isomorphe à 03A3 A(Vj) , puisque lion a, par défi-

.. 
. n~1 (QI QI’ 1:B) dl’nition, c 

1,...,n s C , 
sl c E C ( 2L , u’ , O) , d’où



3. Lemme de Martineau et applications.

Rappelons tout d’abord quelques résultats sur la cohomologie de Dolbeault. Dési-

gnons le faisceau des (p , q)-formes différentielles sur - en à coef-

ficients indéfiniment différentiables ; les groupes de cohomologie de Dolbeault

d’un ouvert U , notés G‘~~U~ , sont les groupes de cohomologie du complexe

Remarquons que, si K est un compact de Qn, 9 alors on a, pour n > 1 , un isomor-

phisme, que nous désignerons par b , entre le groupe de cohomologie relative

et le (n - l)-ième groupe de Dolbeault Kn-1(Cn - K) . En effet, la

suite exacte de cohomologie relative s’écrit ici

les deux groupes extrêmes sont nuls d’après le théorème B, d’où la conclusion, en

utilisant le fait que la cohomologie à valeurs dans le faisceau des fonctions holo-

morphes peut se calculer à partir du complexe ci-dessus (isomorphisme de Dolbeault).

Nous admettrons le théorème fondamental suivant :

~

l’isomorphisme 5 étant induit par la forme bilinéaire suivante :

Soit feA(K) y et soit 03C8 ~ ~(0,n-1) telle que d03C8 = 0 . Alors f eA(u) pour

un certain ouvert U contenant K ; choisissant une fonction o" de classe C~ à
support compacta nulle en dehors de U et égale à 1 dans un voisinage de K ~ ~n

pose



Remarquons que, d’ après le lemme de Grauert et le théorème B de Cartan, le lemme

de Martineau s’applique en particulier aux compacts K C Rn .

3.2. COROLLAIRE. -Si Q est un ouvert borné de 9 alors on a

Pour p ~ n , la nullité du groupe de cohomologie résulte de la suite exacte de

cohomologie pour les sous-ensembles fermés ~~z et Q de en appliquant le

lemme de Martineau (pour p ~ n - 1 ~ , et en utilisant le fait que l’application de

dans A’(H) est injective (pour p = n - 1 ).

3.3. Le préfaisceau B sur Rn défini par B(03A9) = B(03A9) est un

faisceau sur Rn .

Ce théorème résulte de 3. 2 et du lemme d’ algèbre pure suivant :

LEMME. - Soit S un f aisceau sur un espace X, et soit M un fermé de X .

Soit GpM le faisceau déterminé par le préfaisceau F)} . Alors, si

En particulier, pour p = n , le préfaisceau {HnU~M(U , F)} est un faisceau.

On applique ici ce lemme avec X = C - ~03A9 , M = Q y et S = 0 y d’où le théorè-

me pour p == n ~ puisque 8~ a pour fibre 0 en tout point x ~ M . Le lemme en-
traîne aussi que, pour un ouvert quelconque 03A9’ de Rn , on a

, ,

3.4. Le faisceau d3 est un faisceau flasque.

Si V n Rn = Q , on veut montrer que, pour toute fonction F G À(V / Q) , il
existe une fonction équivalente définie globalement, 1, e. des fonctions F, e 
telles que F - É F, se prolonge à C / R ; cela signifie exactement que

J ’°~ ’~~



Pour cela, en Posant Ua = v , U. = x (C - R) x on

vérifie que ce groupe est égal à 9 0) . Puisque le recouvrement tl est acy-

clique par rapport au faisceau 0 (théorème B de Cartan) , ce groupe est égal, d’a-’ 

n

près le théorème de Leray classique, à 0) pour U = U U . , y et ce groupe
j=0 J

est nul d’après un théorème de Malgrange ~3 ~.

4. Hyperfonctions et distributions.

Soit Q un ouvert de Rn 9 une hyperfonction sur Q est une section du faisceau

(B au-dessus et par suite on peut parler de son support (cf. § l). Si K

est un compact on désignera par ~~(~~ l’espace des hyperfonctions sur Q

dont le support est contenu dans K (i. e. le noyau de l’application de restric-

tion -> 9 et par B3~(~~~ l’espace des hyperfonctions sur Q à

support compact ; 9 V désignera un ouvert d’holomorphie coupant En suivant ~ .

~ ~

4a 1~ Avec les notations ci-dessus, on a

D’ après 1. 3, on a la suite exacte

D’après (3)~ le premier de ces groupes est nul, d’où le premier isomorphisme. Le
second résulte de 3.1~ qui précise de plus l’isomorphisme.

Puisque = U A’(K) , le théorème 4.1 entraîne, en particulier, que l’i-

somorphisme 8. défini dans 3.1 induit un isomorphisme de sur A’(Rn) .
Par ailleurs, puisque le faisceau (B est flasque, toute hyperfonction apparaît
comme une somme localement finie d’hyperfonctions à support compact qui s’interprè-
tent comme des fonctionnelles analytiques d’après ce qui précède. Ces deux résul-
tats permettent d’injecter les distributions sur n dans les hyperfonctions sur

Q ~ avec conservation des supports.



4.2. L ’ eônace D’(03A9) des distributions sur 03A9 s’ identifie à un

sous-espace de l’espace B(O) des hyperfonctions, le support de u considéré com-

me une distribution étant égal au support de u considéré comme une hyperfonction.

On utilise le lemme suivait : i

L ’ application naturelle de 1 ’_espace, des distributions à support compact sur Rn

dans l’ espace At (Rn) des fonctionnelles analytiques réelles est une injection qui

préserve les supports. 0

En utilisant une partition de l’unité, on écrit la distribution u comme une

somme localement finie 2-u. de distributions à supports compacts. D’après les re-

marques ci-dessus et le lemme, on peut considérer chaque ui comme une hyperfonc-

tion sans changer son support, de telle sorte que reste une somme localement

finie d’hyperfonctions ; par suite, cette somme définit une hyperfonction sur Q

dont le support est égal au support de u considéré comme une distribution.
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