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Séminaire LELONG 4-01
(Analyse)
Te année, 1966/67, n° 4 15 et 22 mars 1967

INTERPOLATION ENTRE ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES

par Charles GOULAOUIC

I1 s'agit d'obtenir des résultats d'interpolation pour des espaces vectoriels to-
pologiques "assez généraux" en "prolongeant" des procédés d'interpolation explici-
tés, par exemple, dans le cadre des espaces de Banach. On donne d'abord les défini-

tions nécessaires.

1. Définitions.

’
DEFINITION 1. = Un couple compatible (EO , El , B, iO 5 il) d'espaces vecto-

riels topologiques est constitué par @

(a) Trois espaces vectoriels topologiques ¢ Ey» B, , E gue l'on supposera tou-

jours localement convexes séparés
(b) Deux injections : io gg E dans EO , gﬁ_ il gg_ E dans E1 , telles que:
- La topologie de E est la topologie la moins fine rendant iO et il con~-

tinues,
- Z= {(io(a) y = il(a)) : o €BE} estun sous~espace fermé de EO X El .

E est noté en général EO nE , et le couple compatible est noté (EO ’ El) ,

1
lorsqu'auncune confusion n'est possible.

On vérifie que 1l'on obtient le diagramme commutatif suivant :

1o Jo
(/’Eo\ E, x B
E. nE E,.+ E, = ——= (avec la topologie quotient) ’
0 1 0 1 Z
Loy A
: 1 1

o > signifie : injection continue ; jo et jl étant définies par
jo(xo) = (xo , 0) (classe de (xO , 0) ) .

jl(x ) = (0, xl) .

On identifie EO ’ El ’ EO n El avec leurs images dans EO + El , et on conside-
re les restrictions & EO et E1 d'un opérateur dens EO + E1 ; d'olt la défini-

tion suivante.
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DEFINITION 2. — Soient (EO , 1) et (Fo R Fl) deux couples compatibles d'es-

paces vectoriels topologiques. L'ensemble des morphismes de (EO , El) dans

(r

Fl) , noté Hom((EO , El) , (FO , Fl)) , est 1'ensemble des applications li-

0 ’
néaires de EO + E1 dans FO + Fl , dont les restrictions a EO et El sont con-
tinues respectivement de EO dans FO et de E1 dans Fl )

On a donc la notion de catégorie de couples compatibles d'espaces vectoriels to-

pologiques, les vérifications étant immédiates. On a de méme les catégories de cou~-
ples compatibles d'espaces banachisables (resp. de Fréchet ees), dont les objets
sont les couples compatibles (Eo , El) , ou E., et E, sont des espaces banachi-

0 1
sables (resp. de Fréchet ...).

Remarque (cas des espaces normés). — Lorsque (EO ’ El) est un couple compatible

d'espaces normés, on prend comme normes sur E. NE. et E. + E_  :

o " 0% ™
lellg e, = l2lls + lellg, et lellg vz, = a’__izfral (2ol HalHEl) -

(EO ’ El) et (FO s Fl) étant deux couples compatibles d'espaces normés, on ap-
pelle Hom((EO ’ El) ’ (FO 5 Fl)) 1l'ensemble des applications linéaires de Eo-+ E1
dans FO + Fl , dont la restriction a EO (reSp. El ) est continue et de norme
L1, de EO dans FO (resp. El dans Fl ). On a ainsi la notion de catégorie
de couples compatibles d'espaces de Banach, notée gﬂB) .

On peut maintenant définir un foncteur d'interpolation :

’
DEFINITION 3, - Soit C' 1la catégorie dont les objets sont les espaces vecto-

riels topologiques localement convexes séparés, et les morphismes les applications

lindaires continues.

C étant une catégorie de couples compatibles, on appelle foncteur d'interpola-

tion défini sur C , un foncteur covariant & ] de C dans C' fel que :

1° 8i (EO , El) est un objet de C ,

E, n B, c 3(E

0 CE.+ E

01 B B+ B
2° Quels que soient (EO , El) et (FO , Fl) , objets de C , et

u e Hom((EO ’ El) ’ (FO ’ Pl)) ’

@[u] =

(restriction de wu 'é QCEO ’ El) ) .

uy
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I1 en résulte que, pour décrire un foncteur d'interpolation, il suffit de se don-

ner la correspondance sur les objets. Par exemple,

(Ey » El) F=> E, NE et (EO , El) F-> E,

1 + By

définissent des foncteurs d'interpolation (les vérifications sont immédiates).

On connait des foncteurs d'interpolation moins triviaux, définis en général sur
des catégories de couples compatibles d'espaces de Banach. A titre d'exemple (et
d'outil pour la suite), on va considérer une méthode de construction de foncteurs

d'interpolation.

2. Méthode réelle (normes fonctionnelles).

(8). - soit (E El) un couple compatible d'espaces normés. Soient

0 ?
a€B +E et t €)oo, o
on pose
K(t , a) =K(t , a, Eq s El) = inf (HaoHE + tg\al!|E ) .
a=aqta, Q 1

On démontre immédiatement les propositions suivantes :

PROPOSITION 1. = Pour tout a de EO + El ’

croissante et continue sur JO , »( ; la fonction t =» £ k(% , a) est dé-

la fonction t —-> K(t ’ a) est

croissante.

vt, vs )0, e(,  Kt,a)gnali, ) K(s, a) .

PROPOSITION 2. - Pour tout t de JO , »( , la fonction a —> K(t , a) est

une norme sur EO + El .

Remarque. - Il sera parfois plus agréable d'utiliser

K (t, a) = inf (Haoug + tp”31H§ )l/p , 1<p<o .
p a=ayta, 0 |

On a
K (t, a) <k(t, a) g p1-1/p K (¢, 8) .

(B) Norme fonctiomnelle. - Soit g()o , o , 34) 1'espace des fonctions con—

tinues de )0 , «( dans B ={xeR; x3»0}.
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DEFINITION 4. - On appelle norme fonctionnelle, une application

3 o =->3(p)
de ¢(Jo , =(, B+) dans E: {x eR; x>0}, vérifiant :
(m,) s(rp) =2rale) , 71 eR ;

(N2) 3(w) = 0 ==> o(t) = 0 , pour une valeur au moins de + dans JO , o( ;

() é(vzo o) < \50 3(0 ) , lorsque \,Eo o, € 00, =, R) ;
M) ey => #o) < 8y) ;

(NS) @(min(l ’ t)) <o,
Voici quelques exemples de normes fonctionnelles :

EXEMPLE 1 : Soit a € )O , o ;

6a HEN ) —9'®(a)

est une norme fonctionnelle.

EXEMPLE 2 : Soient 1 < p <® , et W une mesure non nulle, positive sur -JO y o ,

~

0 min(1 , t) du < » .

et vérifiant

: -> (- d
) , © ( 0@ W)

est une norme fonctionnelle.

Soit (EO , El) un couple compatible d'espaces normés. & é&tant une norme fonc-

tionnelle, on désigne par @(EO , El) 1'ensemble

{aeEo-i-El; é(K(t,a,EO,El))<oo} .
On a la proposition suivante.

PROPOSITION 3. - @[EO , Elj , muni de la norme {llaiié = 3(k(t , a)) , est un es-

pace normé,

E. NE, <> 3(E

0 . El)<‘—’-—->E+E

0"’ 0 1

Lorsque EO et El sont complets, @[EO ’ Elj est aussi un espace de Banach.

La seule difficulté est de montrer que @[EO ’ El) est complet lorsque EO , El
sont complets : d'abord EO + El est complet, comme quotient de EO X El par un
sous-espace fermé. Soit donc (av)veN une série absolument convergente dans

@CEO ’ El] : elle est a fortiori absolument convergente dans EO + El , donc con-

vergente dans EO + E1 s soit
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a= 2 8, dans EO + E1 .

Montrons que

2, e) c200, o0, 1) -

On sait déja que

EK(l a)=°Z° la <o ,
oy ’ - I vHEO+E1

Pour t e(o0,B), avec 0<ag1<PBp<», ona

Kle , 2) <k(t, a) <k(p, a) ,
soit

oK(1,a) gkt , a)<p(l, ),

donc

oo} © [o0]
o 2 kK(1,a)g 2 k(t,a)<p 2 kK(1,a) .

Y v A
v=0 v=0 v=0 :

Donc la série (X(t , av))véN converge uniformément sur tout compact de JO , o ,

donc sa somme est une fonction continue de t .

On peut alors écrire

a(k(t , &) = a(K(s , 3 a)) <83 K(t, a)) s 3 8(K(t,a)) <w .
w0 V =0 v =0 v
Done
ae 88 , E) et HaHQ < vzg HaVH@ !
donc aussi
n ©
Ha-— \50 a\)H@S §+1 “a\,H@ .

Ce qui montre aussi que

a = QEO a, dans 3(E, » E)

et donc que cet espace est complet.
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(C) Foncteur d'interpolation associé & une norme fonctionnelle. - On a le

théoréme suivant.

THéORﬁME 1. - Soit & wune norme fonctionnelle ; il lui correspond un foncteur

dtinterpolation & ] , défini sur la catégorie des couples compatibles d'espaces

de Banach par

(EO , El) objet de C(B) f—> @[EO , El] .

Démonstration. - Etant donnée la proposition 3, il suffit de vérifier que, si
u eHom((EO , El) , (FO , Fl)) , (EO , El) et (FO , Fl) objets de C(B) , 1la
restriction de u A @[EO , E1] envoie continuement Q[EO , Elj dans @[FO ) Flj.

Soit

¥te), o, Vae@[Eo,El],ona

K(t , ua, Fy s Fl)-S inf (HuaO”FO + tHualﬂpl)

a:ao+al

< max(wy , w) K(t , a, By, B))
d'ou

“uaHé[FO’FJ_j's max(wo ! Wl) Ha”@(Eo:EIJ )

(D) Remarques. - On peut évidemment de méme associer a une norme fonctionnelle
un foncteur d'interpolation défini sur une catégorie de couples compatibles d'espa-
ces normés, ou sur la catégorie des couples compatibles d'espaces normables, car on

peut vérifier que si, dans (Eo ’ El) , on remplace les normes de E, et El par

0

des normes équivalentes, on obtient aussi pour &(E Elj une nouvelle norme

O ’
équivalente & la précédente.

3. Application & l'interpolation entre les espaces " ¥ avec poids".

Soient X wun espace localement compact, W une mesure positive sur X , M une
fonction mesurable sur X vérifiant M(x) > 0 presque partout, E un espace de
Banach, 1 p<w® (on peut aussi, moyennant quelques modifications, considérer le

cas p:co).
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On note Lﬁ(x , by E) 1'espace des (classes de) fonctions a définies sur X
a4 valeurs dans E , fortement p-mesurables, et telles que Hang M soit p~inté-
grable, Lorsqu'aucune confusion ne sera & craindre, on notera cet espace Lﬁ(E) ou

Lﬁ . C'est un espace de Banach pour la norme

lel) | = (CleIE u(x) a)¥?

MO ’ Ml , R étant domnées (mesurables sur X , et >0 p. p.), on se propose de

chercher un foncteur d'interpolation défini sur C(B) , tel que Qﬁqg , Lﬁ ) = Lﬁ .
0 1

Posons

EO = Lﬁ = Lﬁo(x s Moy E) s

0

S LTILE

D'apres les hypothéses sur M, et Ml , on a

M. f=0 p.pe <=> M f=0 p.p. <=> min(MO,Ml)f=O Do Pe o

0 1
Cela permet de plonger Lﬁ et Lﬁ dans Liin(M M) s alors
0 1 0’71
P qpP 1P
T |~ Tmax(i, )

avec équivalence des normes. On définit ainsi le couple compatible (EO ’ El) d'es-

paces de Banach.

On pose, pour t € JO , o et ae E, + E, ,

il

s, Gl )

]

int (L (a2 1y(x) + o, (DB 42 1, () AP

a=a0+al

Soit
Xo={xeX; ny(x) < P M, (x)}

(défini 3 un ensemble p-négligeable prés) 3 posons

% (x) o falx) , si xe X
0 0, si x,éXt ,

«,( ) o, si x € Xt y
A a(x) , si xf Xt .
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°

Les fonctions 'é’o et 'é'l sont mesurables, et on vérifie que :

1 3. e B, et 'é’l € E1 (on note de la mBme manidre une fonction et sa classe

0 0
p - ~ ~
dans Lmin(MO,Ml) ) . a = ao + al °

2 ¥ (%, a) < ﬁ?(t , a) 2L YP K (t, a) , o

- ; P
hall avec M = Min(M, , % M) .

(cf. exemple 2). On obtient le théors—

Considérons une norme fonctionnelle Q'Y p
?

me suivant.

14 4
THEOREME 2. = Soit vy une mesure sur Jo ’ o , non nulle, positive, et véri=-

fiant

-ﬁ; min(1 , t¥) &y <> .

Le foncteur d'interpolation @'Y p[ ], défini sur Q(B) , vérifie
’

p PN _ P
Qy,p[l'Mo ’ LMl) - LR !
1-1
lelly, < lell < YR,
Y,p LR Y?p
_ 0 p
avec R(x) =9 mln(MO(x) s, T Ml(x)) dy .
Si (EO , El) est un objet de C(B) , 1l'espace

C Ao w2, & eV <

Explicitement :

QY,p[EO , E1) = {e e By + E, ;
Remarque. - Cette expression de R permet, sous certaines hypothéses, de cons-

truire effectivement v , donc le foncteur Q'Y p[ ], tel que
b4
b Py_ P
@v»p(LMO ’ LM1] =1y .

(On sait, par exemple, trouver vy , tel que

5, 0 s, F v B, P Sl(x sy Hs B)) = LPI ook B) ,
NEY REd o'*

sont données : 0 8g <8 <s, <=, et X est un ouvert de R .)

S

ou 8y, 8, 8,
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4., Prolongements de foncteurs d'intezgolation.

Supposons que 3] | est un foncteur d!'interpolation défini sur une catégorie c,
et que 1'on considere des limites projectives ou des limites inductives dans C ;
en général, & ] ne "commute" pas aux limites projectives ou inductives, et on a
des contre-exemples, méme dans des cas tres simples.

En particularisant C et 3 ], on peut obtenir cependant des résultats dans

cette direction.

(A) Limites projectives strictes.

’
DEFINITION 5. — Un espace localement convexe séparé E est dit limite projective

stricte d'une famille (Ei)ieI d'espaces de Banach, si @

(1) BE= n B ;
iel :
(2) E est muni de la topologie limite projective de celles des Ei 3

(3) vieI , E est dense dans E.
1

(4) La famille (Ei)ieI est filtrante décroissante.

On note

E=1lim E. .
- i
i€l

De m&me, on introduit la définition suivante.

L4
DEFINITION 6. —~ Un couple compatible (EO , El) d'espaces localement convexes

p p . . . . . . i 3
separés est dit limite projective stricte de la famille (EO ’ El)(i,j)EIxJ de

couples compatibles d'espaces de Banach, si :

(1) By=1lim B , B =lin ) ;

0 ; 0’ 1
i€l jeJ
(2) Les espaces Eé ’ Ei sont des sous-espaces d'un m8me espace & ;

(3) v(HL,35)elxa, E, N E, est dense dans Eg n Ei .

On notera alors
i

( o

, B) = lin () , BJ) .
L 1

1,3

0

Soient &[ ] un foncteur d'interpolation défini sur C(B) , et

. i .
(EO , El) = lim (Eo , El) ;
i,
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posons = @(EO , Eij . On définit
E = lim EJ
<
1,J
comme 1'ensemble N EY muni de la topologie limite projective 3§ E est un es~
i,J
pace localement convexe séparé.

Soient
(EO,E)mlm(EO,Eal) et (FO,Flzilrz Fg,Ffi),
i,J 9

u € Hom((EO ’ El) ’ (FO 9 Fl)) .

D'aprés la définition 6, (x , 2) , 1 (i ’ j)  tel que u se prolonge en

E ->F

0 0 0
. pd .
Yyt El-é?i g

u, et u, colncident sur E. n E donc aussi sur E N E dtou

0 1 0 1°? 0 17

(75, 7)) = we(atsy, B), o5, ¥) - £(@d , B

=> ue (B, Fkﬂ) pour tout (k , £)

u € Hom((E

0 ? 0 9

Cela montre, en partlculler, que E ne dépend que de (EO , B ) y et pas de la

wd .
famille particulidre (EO , B )(1 3)eIxT choisie ; on notera

E=%0E,, B) ;

on remarque que, si (E E ) est un couple compatible d'espaces de Banach,

0’ "1
28, , B )=128(8,, E) .

On a donc démontré le théoréme suivant.

\
THﬁOREME 3. = Soit C une catégorie de couples compatibles, limites projectives

strictes de couples compatibles d'espaces de Banach ; soit & ] un foncteur d'in-

terpolation défini sur C(B) .

On en déduit un foncteur d'interpolation E[ ], défini sur C vpar

E)_llm(E(i),h.J) o> @[E‘O, ]~11m§[EO,Ei] .
1, 1,J

(B, »
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La restriction de 3| ] & C(B) est @ ].

Remarque. - Le théoréme 3 reste évidemment valable si on y remplace "espace de

Banach" par "espace banachisable.

(B) Limites inductives. - Rappelons que l'on appelle espace (£35) , tout espa-

ce localement convexe séparé E qui est limite inductive d'une suite (En)neN
d'espaces (%) par des applications linéaires u, , telles que les un(En) engen-—

drent E .

Nous supposerons que les En forment une suite croissante de sous-espaces vecto-

riels de E , munies de topologies propres qui en font des espaces (3) , 1'appli-

cation identique de En dans E étant continue, et E étant la réunion des

n+l
E . Une telle suite (En)neN est appelée une suite de définition de 1'espace

(£3)E , et on note

- n
n

On a immédiatement (cf. [3]) le lemme suivant.

LEMME 1. - Soient E et F deux espaces (£35) , (En> ot (En) des suites de

définition de E et F respectivement. Pour qu'un opérateur lindaire u de E

dans F soit continu, il faut et il suffit que, pour tout n de N, il existe

p € N tel que la restriction de u & En soit continue de En dans Fp .

On introduit la définition suivante.

V4
DEFINITION 7. = Un couple compatible (EO ’ El) d'espaces localement convexes
séparés est dit de type (£5) et admettant pour suite de définition

(Eg ' E?)(m,n)eggg ’

si ¢

1° E, et E, sont de type (£5) et admettent pour suites de définition res-

0 = "1
: n
pectives (Eg)meN et (El)neg ;

20 ¢ (m, n) €N x N, la compatibilité du couple (Ey » E}) est définie par le

n
plongement de Eg et E1 dans EO + E1 .

On note alors
(B, , B)) = 1im () , E)) .

9

B

|

B
=]



4-12

Soit &[ ] un foncteur d'interpolation défini sur la catégorie C(8) des couples

compatibles d'espaces de Fréchet ; soit (E. , E.) = lim (E- , EY) . Posons
0 1 5 0O 1
m,n

oo

BT = 3(&) , E)
1
on définit
E = 1im B

—>
myn

comme le sous-espace de EO + El engendré par les B s muni de la topologie li-

nite inductive. E est un espace localement convexe.

Soient
(EB. , E,) = 1lim (2 , E9) et (r., F.) = 1im (F , F%)
0’ ™ L0 o1y T Mo fy
myn byq

u € Hom((EO , El) , (FO , Fl)) .

Par définition, u est une application linéaire de EO + El dans FO + Fl , dont
la restriction a EO (respectivement El ) est continue de Eo dans FO (resp.
de E, dans T, ) s donc, ¥V (m,n)eNxN, 3(p, qeNxN tel que u
soit continue de Eg dans Fg et de E? dans F% .

De la compatibilité de (E% , E?) et (Fg R F%) , on déduit donc que

u e Hom((EIé)l R E?) , (Fg ’ Fcll)) .

Done
ue (38 , B)) , o(Fy , FD) = (8, 9
donc
ue (B, 1in FPY) = (8™, F) ,
Py

et cela ¥ (m, n) € N x I , donc

ue &(E, F) .

Cela montre, en particulier, que E ne dépend que de (EO s El) , et pas de la

suite de définition choisie ; on notera

) .

On remarque que, si (EO ’ El) est un couple compatible d'espaces de Fréchet, on a

E = @[EO , B,
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On a donc démontré le théoréme suivant.

I \ .
THEOREME 4. - Soit C wune catégorie de couples compatibles de type (£5) s soit

3 ] un foncteur d'interpolation défini sur G(S) .

On en déduit un foncteur d'interpolation 8 ], défini sur C par

(E.,E) =1im (22, E® t—> 3(E., E ) =1in s@& , B) .
0ot/ = Mo By & » ;) T e 0
m,n m,n

La restriction de 48 ] 2 (%) est 3 ].

On va montrer l'utilisation de ces théordmes sur quelques exemples, sans entrer
q ’

dans le détail des démonstrations.

5. Applications.

On commence par un cas tres simple :

(A) Fonctions holomorphes dans des disques concentrigues. — Soit E un espace

de Banach. Notons %R(E) 1'espace des fonctions holomorphes dans le disque |z|<:R
a valeurs dans E , muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout com-
pact.

Soit p fixé dans (1 , »( ; on peut définir la topologie de RR(E) par les
normes

Ha”r = (ngb Hahng rnp)l/p 5 v a= n%g a 7 e RR(E) , O<r<R .

Soient (EO ’ El) un couple compatible d'espaces de Banach, avec EO n E1 dense

dans E, et E , O0<RjgR <o; (xRO(EO) , le(El)) est un couple compati-

ble (par 1'injection de %RO(EO) et le(El) dans xRO(EO + El) ), et on montre
que (%, (E.) , %, (E.)) est isomorphe, dans C(5) , a
Rg' O R L SAE

: b D
t<1

2(8) = {a=(a) e B, el = (2 a2 SRV )

On sait (ef. [2]) construire un foncteur @e[ ] tel que



D P = 4P ( - =
@e[ztRo(Eo) , ztRl(El)]_,@tR(E) , avec E=3,(8,, E) et R=R R ,

pour 0<@9<1.

Par application du théoréme 3, on trouve le théordme suivant.

THﬁORﬁME 5. = Soient (EO ’ El) un couple compatible d'espaces de Banach,

0<6<1, O<R, KR, <wo3jona

O
~ o _ _ o1-6 8
@e(zgRo(Eo) , %Rl(bl)] = ;cR(E) , avec B = %(EO , El] et R=Ry R .

(B) Espaces de fonctions ¢® . - On considdre un espace de Hilbert E, A un

opérateur auto—adjoint non borné dans E , (Mk)keN une suite de réels strictement

positifs j on pose
k ”Ak X”E
EMk ={xe 2 D(A") 3 3L>0 avec sup —— <} .

L m

EMk est de type (£5) , et admet pour suite de définition la suite

> I !‘E)l/2 «} , LelN

| H%LI; %R

(M) et () étant deux suites de réels strictement positifs, pour "inter-
keN k’keN !

poler“"éntre les esEaces EMk et EN y 11 suffit de savoir le faire entre les es-—
k
!
paces Eﬁk et Eﬁ pour tout (L , L') de ﬁz (en effet,
k

%’%“%%’Eﬁk”

Alors, par représentation spectrale (cf. [1]), on est ramené au cas des espaces

(%) = {x «n D(AF) ;

L2 avec poids.

Un cas particulier intéressant est celui des classes de Gevrey sur une "bonne va~
riété" T ; alors E = LZ(F) 3 A est un opérateur de dérivation convenable, M
est du type (k!)s avec s € §+ . On se raméne alors au cas des espaces
SRt

,XIS s Moy E)

L

(cf. § 3).

On obtient ainsi des résultats du genre suivant :
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I' étant par exemple une variété analytique compacte, s(r)y , ar) , GE(F) dési-
gnant respectivement l'espace des fonctions ¢® sur T s l'espace des fonctions
analytiques sur I , l'espace de Gevrey d'ordre s sur I , on salt construire un

foncteur d'interpolation @S[ 1 tel que @S(E(F) , AUT)) = G%(F) .
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