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Séminaire LELONG 2=-01
(Analyse)
7e année, 1966/67, n° 2 ler mars 1967

LES THéORﬁMES DE WEIERSTRASS

POUR LES ANNEAUX DE SERIES FORMELLES ET DE SHRIES CONVERGENTES
SUR UN ESPACE VECTORIEL NORME

par Jean-Pierre RAMIS

Soit K wun corps commutatif de caractéristique nulle, topologique, séparé. On

désignera par (e. v. t. K) la catégorie des espaces vectoriels topologiques sur

K.
I. Polynbmes et séries formelles
1. Généralités.
Rappelons d'abord quelques résultats @

(a) Applications polynomiales (cf. [1] ou [2]). = Soient

E et F eOble. v. t. K) .

Définition. — Une application f (non nécessairement continue) de E dans F
n , s'il existe une application n-linéaire

est dite polynomiale homogéne de degré
f(X) = f(X ) Y 9 X) .

symétrique ¥ de E* damns F telle que

Autrement dit, f se factorise :

z\ /!f' ( A étant 1'application diagonale) .
B

Dans ces conditions, f est unique et se calcule par :

Y 1
f(xl 9 see Xn) =H?Ax11 ec e Axl f(X) ’

ol l'on a posé

b n(y) =-é—[h(y +x) -hy -x)] .

PROPOSITION 1. - Pour une application polynomiale homogdne (de degré n ) de E

F , les conditions suivantes sont équivalentes :

dans
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(i) f est continue 3 (it) f est continue H

(ii) f est continue en O . (ii‘) T est continue en (o g ese g 0) .

Quelques notations. - L'ensemble des applications polynomiales homogénes continues

de degré n de E dans F seranoté £(E, P) , il est canoniquement muni (en

tant que sous-espace de C(E , F) ) d'une structure d'e. v. t. sur K . Nous pose-
rons EO(E , F) = F . L'ensemble des applications polynomiales homogines de degré

n de E dans F sera noté L%(E, F)

(b) Polynbmes et séries formelles & "variable" dans un e. v. t. sur K.-
Soit E € Ob(e. v. t. K) (ici F=K ).

Définitions.
1° Nous appellerons ensemble des séries formelles & "variable" dans E ,

kK[[E]]= 11 e™&, k) ;
nx0

on munit de maniére évidente cet ensemble d'une structure d'algébre sur X .

2° On définit de méme 1'ensemble des polyndmes,

K[E]= & %8, K) ;
nz

on le munit d'une structure de sous-algdébre de K[[E]] .

Soit F e Ob(e. v. t. K) , les définitions ci~dessus se généralisent : on définit

FI[E]]=TI ™8, F) et FE]= & &, 7)
n>0 n20

(ces ensembles étant munis de leur structure naturelle d'espace vectoriel sur K ).
Notation. - Soit f € K[[E]], nous noterons f = X £, avec f e £E , K) .
nz0

Définition. - Soit f wune série formelle non nulle s nous appellerons ordre de
f (noté w(f) ), le plus petit entier p tel que fp ne soit pas 1'élément nul
de £P(E, X) .

)

que), au point x, € E, du polynéme £ de X[E] . Soit ﬁn(E , F) 1'ensemble des

(¢) Pormule de Taylor. — Désignons par f(n (x,) 1la dérivée n-idme (algébri-
0

applications n-linéaires continues de E° dans F , soit Ln(E , F) 1'ensemble

des applications n-lindaires de E" dans F .
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Moyennant 1l'injection canonique (de 1a catégorie (e. ve to K) ),

e(@E, @, ..,8E,8,..)) = LE, LD ,

f(n)(xo) peut &tre considéré comme un élément de Ln(E , K) . Introduisons la no-

~

tation x(n) =(x, «e. , X) , n fois. On a alors la formule de Taylor (si f

est de degré p ) @

£(x, + 1) = £(x,) + %T £1(x,)h + oo +'%T f(p)(xo

).u(P)

qui donne la décomposition de f en ses composantes homogénes. En effet,

fip)(xo).h(p) =p! T (xy s ooy Xy sy eee b)), si pgO ,
p fois
=0, sinon ,

ce qui montre que f(p)(xo) est en fait dans fh(E , K) , et qu'on peut lui asso-

cier un élément de £(E , K) .

(d) Catégorie des algdbres de séries formelles sur K ( K muni de sa topolo-
gie). = Substitution d'une série formelle dans une autre & ,F, ¢ €Oble. v. t.K)) :
On définit d'abord la substitution d'une application polynomiale homogéne dans une

autre, soit f e F(E] , homogéne de degré p , soit g € G(F) , homogéne de degré

q

fs: E->F, g: F->G ,
gof: E->G est évidemment polynomiale homogéne de degré pq , si f et g
sont continues, g o f 1'est aussi. Nous sommes alors en mesure de définir la
substitution d'une série formelle dlordre supérieur ou égal & 1 de F[E] dans

une série formelle de G(F) , le résultat est un élément de G[E] .

Soit o € F[[E]], wlow) > 1 , on définit le morphisme

© K[[F]] ~>K[[E]] (homomorphisme d'algtbres) ,

%
© :+ £ > f oo (substitué de © dans f ) .

On vérifie facilement que l'on a une catégorie.

Morphismes de restriction. = Soit F un sous-espace (topologique) de E 3 1'in-

Jection canonique
c
i: F -=>E

est lindaire continue, elle peut donc &tre considérée comme un élément de E[[F]],

d'ordre > 1 , et elle permet de définir le morphisme de restriction



2=-04

%

im ¢ x[[E]] ->K[[F]] ,

qui est surjectif si F est facteur direct.
2. Propriétés de K[[E]] .
(a) PROPOSITION 2. - L'anneau K[[E]] est intdgre.

Démonstration. — Soient f et g €K[[E]], £#0, g#0 . On pose o) =p,
w(g) = q, soit h = fg . On a évidemment hn =0 pour n <p+ q , montrons que

hp+q 0 (da'on w(fg) = wl(f) + wlg) ) :

]

soit x;, €E  tel que fp(xl) A0 ,

soit x, €E  tel que gq(xe) £0 3

soit F 1le sous-espace de E engendré par X, et x, ( F, de dimension 1 ou
2 , est muni de la topologie induite), soient i*(f ) et i*(gq) les restrictions
de fp et de gq a F, i*(fp) et i%(gq) sont polynomiales homogénes, non

identiquement nulles (d'aprés le choix de F ), ce sont des éléments de K[F] qui

est intégre (en tant que sous-anneau de K[X] ou X[X , Y] ). On a done

¥ \ L L
P, = )" e) Fo

et a fortiori

h =fo O .
rHq b gq #

PROPOSITION 3. — K[[E]] est un anneau local. Son idéal maximal est

WE[[E]D) = {£ | £ ek[[E]], avec w(f) 31}

Démonstration. - Soit f +tel que w(f) =0, f s'éerit : f = fo - g , avec

fO € K , on peut supposer fo =1, s0it f=1-g , on substitue g dans les
deux séries (de K[X]=K[K]), 1-X et 1+ X+ x° + «e. , ce qui montre que f

est inversible.

Remarque : Quand E est de dimension infinie, MK[[E]]) n'est plus engendré en
tant qu'idéal par les éléments de El(E , K) , comme c'est le cas en dimension fi-

nie. Notons
n (k[[B]]) = (¢ | £ ex[[E]], avec w(f) >n} ,

il en résulte que 1l'inclusion [m(g[[E]])]n c mh(EEEE]]) peut 8tre stricte.
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(v) Topologies sur X[[E]] .

(1) On a la topologie définie par les {mh(g[[mj])}neN , qui est métrisable, par
exemple par B

e-w(f-g) , si f#g ,

d(f,g): 0

(2) On a également la topologie IK[[E]])-adique.

Remarquons que la topologie IJ(K[[E]])-adique est plus fine que la topologie
d'espace métrique (d'aprds les inclusions ci-dessus), donc séparée (c'est-a-dire

N [m(g[[E]])jn = 0 ). La "bonne" topologie semble 8tre la topologie (1).
n>0

II. Séries convergentes
P W D Y e e A e et e e e e

K est, dans toute cette partie, un corps commutatif de caractéristique nulle,
A
valué non discret. Nous ne ferons pas d'hypothése de complétion, soit K 1le com-

plété de K auquel on prolonge la valeur absolue de K . Nous noterons ﬂK la ca-

tégorie des espaces normés sur K .

1. Généralités (cf. [2]).
(a) Soit E € Ob T » soit f e X[[E]] . On pose

anﬂ = sup Ifn(x)l et H?;H = sup l%g(xl y, eee 5 X )]
XGBE XiEBE

.
o

( B ¢étant la boule unité de E ), on a ann < | nH

A la série f= 2 £, 5 on associe les séries numériques (de R[[X]])
nz0
el(x) = 2 Qe et [FI® = 2 ENR"
n>0 n>0

nous appellerons série majorante (resp. majorante striote) de f , toute série nu-
mérique 2 o T telle que « > e |l (resp. o > W%lﬂ ).
n n? n n 7 Hdnh
n20
Définitions. = Si {fl a un rayon de convergence R non nul, on dit que f est
convergente et admet R pour rayon de convergence. On définit de la méme maniére

le rayon de convergence strict i) (ctest celui de rfl ). On a (cf. [2])

~

R#0 <=> R#0 et R 3R
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La boule ouverte de E , B(0O , R) , est dite boule de convergence de f , B(0, ﬁ)
est dite boule de convergence stricte, B(0 , R) < B(0 , R) .

A
La série convergente f définit une application de B(O , R) dans K (qui est

complet), dont la valeur en x € B(O , R) est notée f(x) .

Remarquons que l'on peut & partir de 1& définir la notion d'application amnalyti-

que d'un ouvert U de E dans g (1a définition est donnée pour R ou C dans

[2]).

Notation. — L'ensemble des séries convergentes de K[[E]] muni de la structure

de K-algdbre induite par celle de K[[E]] sera noté K{E} .
On a les inclusions triviales :

k[E] © k{8} < k[[E]] .

On peut montrer qu'il existe un isomorphisme canonique entre K{E} et 1'anneau

des germes de fonctions analytiques en O € E .

(v) Propriétés de K{E} . - On définit comme précédemment les séries conver-

gentes F{E} de F[[E]] (B, Fe ﬂK) .

LEMME 1. - Soient f € F{E} , g € G{F} , avec «(f) > 1 ; soit g o f obtenue
par substitution de f dams g , alors g o f est convergente (g o f € G{E}) .

Démonstration. - |g| o |f| (obtenue par substitution de |f| dans |g| ) est

évidemment une série majorante de g o f , elle a un rayon de convergence non nul
( |£|(x) =>0 avec r #0 ), il en est donc de méme de |g o f| , et g o f est
bien convergente.

PROPOSITION 1.

(1) K{E} est un anneau d'intégrité ;

(ii) K{E} est un anneau local d'idéal maximal défini par

ME{E}) = ME[[E]]D) nk{B} = {f | £ ek{B}, o) 31} ;

(iii) K[[E]] et W(K[[E]]) sont respectivement les complétés de K{E} et
T(K{E}) pour la topologie induite par la topologie (1).

Démonstration.

(i) se déduit de 1l'inclusion K{E} < K[[E]].

(ii) résulte du lemme 1 (ef. I, § 2, proposition 3).
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(iii) se déduit de 1'inclusion K[E] € K{E} et du fait que K[[E]] est le com~
plété de K[E] .

Restriction & un sous-espace.

3*
PROPOSITION 2. - Soit E € Ob ﬂK s soit F un sous—espace de E ; soit i  1l'ho-

momorphisme de restriction,

3

i+ K[[E]]->K[[F]] ,

* . .
alors i  induit un homomorphisme K{E} ->Kf{F} . De plus, si F est facteur di-

rect, ce dernier homomorphisme est surjectif.

Démonstration. — Soit f € K{E} , f = 2 fn , par définition s
n30

i(8) = I i), ot *e)=f oi ,
nZO n n n

puisque f est convergente, Ifl est convergente, or lf] est majorante de

.X.
|i ()| , donc cette dernidre série est convergente, et il en est de méme pour
*
i (£) .

(c¢) Séries dérivées. - Soit fn € KEE] , homogdne de degré n ; sa dérivée

p-iéme en Xy € E est un é1lément de EP(E , K) euquel on peut associer un élément
de Bp(E R K) , cet élément est polynomial homogéne de degré n - p ou nul, et con-

tinu.o
Soit f e K[[E]], on définit la dérivée p-idme de f par

e 5 20 2) (e, x))IED]

n
n20
Remarquons que

f(P)(O) =n! £ .

PROPOSITION 3. - Soit f € K{E} , soit R son rayon de convergence strict. Alors

f' admet le méme rayon de convergence strict R .

Démonstration.
N! — IN: — =~
an” - xszg ‘;\fn(xl ? *ce Xn—l)“! = ngg 'fr'l(xl y eeo Xn...]_)’hl »
i E i E
i=1,--07n-1 hGBE

i=l, s e e ,n"l



2-08

Or
§£(x1 y cee s xn_l).h = Cé ?;(xl poeee 9 X1y h) = n %£<X1 SETTRFIE SR h) ,
d'ol
IE0 = nlig )
et le résultat.
On montrerait de méme
e < nlle -

ITI. Les théoremes de Weierstrass
P eV ava’ava’aavea avaataar el ol N o e A A e

1. Remarques préliminaires.
e e e e e T o e A e e e e e e

3t
Soit E. € Ob(e. v. t. K) s soit EO son dual topologique, on pose

0
% *
Ann By = x| xe E, , avec f(x) =0, v fe EO} ,

clest évidemment un sous—-espace fermé de EO (qui peut 8&tre EO tout entier).
3
Considérons 1l'e. v. t. sur K défini par E = EO/Ann By . I1 posséde la propriété

. 3
suivante :

Tout sous—-espace de dimension 1 dans E admet un supplémentaire topologique
dans E . En effet, soit F © E de dimension 1 , soit 8, € EO tel que sa classe
soit a#0, ae€eF ; il existe une forme linéaire continue sur EO qui ne s'an~
nule pas en a, (sinon 2y appartiendrait & Ann E: ) 3 par passage au quotient,
on obtient une forme linéaire f continue sur E qui ne s'annule pas en a . Con-

sidérons les applications :
K—>F->K ,
X bF=> ax -> f-l(a) f(x) |,

elles sont continues, ce qui montre que K et F sont homéomorphes et

E=Ka®Ker f = F®Ker f .

Soit Cg 1la classe des K-e. v. t. E tels que Ann E =0 , On a un isomor-

3 * 0 * Ve 3 3 .
phisme p¥* : K[[E]] —9'§[[EO]] (si E = EO/Ann Eq ), déduit de la projection
p: Ey->E (p € E[EO]) (i1 est facile de vérifier que toute application polyno-
miale homogéne de degré n , continue de B, dans K , s'annule sur les points de

0
3¢
Ann EO ). Ceci permet de restreindre notre étude aux objets de Gk .

A~~~
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L'étude que nous allons faire sera valable pour trois cas particuliers ; pour
mettre en évidence 1'analogie entre ces trois cas, nous adopterons autant que pos-

sible une notation commune. Les trois cas sont les suivants :

(a) Anneau des polyndmes : A = KEE] , les hypothéses sur K sont celles du aé-
but ;
(b) Anneau des séries formelles : A = K[[E]] , mémes hypotheses sur X ;

(¢) Anneau des séries convergentes : A = K{E} , les hypotheses sur K sont cel-

les de la partie IT.

Nous noterons (cas (b) et (¢)) A[[T]], 1'algdbre des séries formelles d'éléments
de A, o A est un anneau topologique ; on a, sur A[T]], 1a topologie produit
déduite de A[[T]] = el , nous 1'appellerons topologie de la convergence simple des

coefficients. Nous noterons (cas (a)) A[T], 1'anneau des polyndmes sur 4 .

LEMME 1. - Soit E € GK . Une décomposition de 1l'espace E = F @ E! (somme de

(e. v. t. g) ), telle qug F soit de dimension 1 , étant choisie ainsi gqu'une ba-

sede F (F Q;Ka) , on a un homomorphisme canonique de K-algébres

(ar = k[[B']], K[E'], K{E'}) ,

o A-sA[T]] (cas (b) et (c)) ,
o : A-> AYT] (ggg (a)) 3

on peut de plus préciser, dans les cas (a) et (b), « est bijectif, dans le cas

(c), o est injectif.

Démonstration. - Traitons d'abord le cas d'un polyndme f , on écrit la formule

de Taylor (on note x = ta+ x' , avec t €K, x' €E! ) 3
flta + x') = f(x') +t £ (x")ea + o0 + 0 f(p)(x').a(p) ,
qui donne immédiatement o« .

Soit maintenant f wune série formelle, f= 2 f_, fn est un polyndme, on
n>0

(d
pose

of = 2 fn(x’) +t( 2 fr'l(x').a) e+ EP( 2 f(p)(x').a(p)) Foeee
n30 n30 n30 *

Enfin, si f est convergente, les séries

néb fn(x‘) , ﬂéb fﬁ(x').a , ees

~o

sont convergentes (Leur rayon de convergence strict est au moins WEW s cf, IT,

proposition 3).
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La surjectivité, dans les cas (a) et (b), se démontre en remarquant que x p=> 1

et X p=> x' sont continues.

On a, de plus, un critdre de convergence pour une série de K[[E]]:

LEMME 2. - Posons hij(f) = C et

ST ST
i+j‘!fiax-jlfi ’

flr, o) =2 2 hi.(f) ot ptd
130 j30

Pour que f soit convergente, il faut et il suffit que la série double ?(T s rt)

soit convergente.

Démonstration. — On pose T =T + r' 3 f%%(r) est obtenue en regroupant les

termes de E(T , r') , d'ol le résultat.

2. Les théortmes de Weierstrass.
ey e e e e ayateataa e atataa¥aV VoW oW W N N e e ad

Pasgons maintenant 3 la démonstration proprement dite. Soit E € @K .

~~

.
THEOREME 1 (a). = Soit B un polyndme de X[E] non nul, soit n son degré.

(i) On peut trouver une décomposition, E = F & E! (somme de (e. v. t. K) 5

avec dim F = 1 ), telle que, si 1'on identifie K[E] & (XK[E'])[T], le polyndme
n

B(t) & coefficients dans K[E'] soit de degré n ; le coefficient de 1 est

alors dans X .
(ii) S'il en est ainsi, pour tout A € K[E] , il existe des polynfmes Q et R
de K[E], tels que A =3Q+ R, avec deg R(t) <n (R(t) e (§][B*])[T]) . De plus,

Q et R sont déterminés de manidre unique par ces conditions.

[4 4
THEOREME 1 (b). — Soit B une série de MXK[[E]]) non nulle.

(1) On peut trouver une décomposition, E = F @ E' , telle que la restriction

L P < . :
i"(B) (déduite de i : F=-->E ) de B & F ne soit pas nulle (soit, dans ces

conditions, p 1l'ordre de i*(B) ).

(i1) S'il en est ainsi, pour toute série A €K[[E]], il existe des séries Q
et R de K[[E]], telles que A=BQ+ R, avec R e (K[[E']])[T] de degré <rp.

De plus, Q et R sont déterminés de maniére unique par ces conditions.

[4 Al
THEOREME 1 (c¢). - M2me énoncé que pour le théordme 1 (b), en remplagant

kK[[(E]] par K{E}, K[[E']] par K{E'} .
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Démonstration du théoréme 1 (a).

(i) B = B1 + ees + Bn , les Bi étant homogénes, on choisit a e E tel que

Bn(a) # 0 , on pose alors F = Ka .

(ii) On fait la division de A par B dans 1'anneau (K[E'])[T], ce qui est

possible (d'aprds (i)), 1'unicité est évidente.

Démonstration du théordme 1 (b).

(i) B= 2 Bn , on chosit un sous—espace F sur lequel au moins l'un des Bn
n2i
ne s'annule pas, ce qui est toujours possible puisque B # O .
(ii) Nous avons vu (lemme 1) que K[[E]] s'identifie 2 (k[[E*IDLLT]] ; nous

considérerons que nous sommes dans ce dernier ensemble.

Nous allons d'abord montrer l'existence de la "division"

_ n
B—bo+tbl+...+t b+ .o

avec by, ..., bp_1 e MK[[E]]) et bp ¢ WK[[E*]]) (on fait t =0 ).

1
B= see p— p co o .
by + th, + + t bp_l + (bp + tbp+l + )

Puisque bp £ WK[[E']]) , b+ ... & Wg[[E]D) , et bp +Ab )+ ees estoun
élément inversible de K[[E]], que nous noterons S .

D'od B =35(t? = T) , avec S inversible et T e (WXK[[E']N)[[T]] . On voit im-
médiatement (tP - T = §7% B) qu'il suffit de faire la division pour B =tP - T,

avec T e (ME[[E']I]D))[[T]].

. -1
Soit A e (K[[B'IDI[TI], 4=aj+ ...+t oy ¥ tp(a.p tha, vee) , pO-

sons

- p-1 -
R1 = 8y F eee + t a,p_l et Ql = ap + tap+1 + oo »

On a
A= (P - 1), + R, + 4 , avee A =0Q T, & e (Wg[[E'ID)[r]] .

De méme, Al stécrit :

= (+P -
A = (¢ T)Q2 + R+ A,

avec

b=, T, &, e (Wg[[e']))?[[]] ,
Q, » R, € (ME[[E*ID)([T]] -
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On obtient ainsi par récurrence trois suites {Ah} , {Qh} , {Rn} , vérifiant

avec A = Q T ,

- (+P -
An_(t Q. . +R .+ A 1

n+1 n+1 n+l ? n+1

n+1

Ay € (UR([E'TD)

n+

(o]}, o, © (EID) 0011, B, e (eI ] .

Considérons la suite {Al Ayt e+ Ah}neN d'é1éments de (K[[E']D[[T]],
cette suite est convergente (pour la convergenge simple des coefficients) s 11 suf-
fit de montrer que, quel que soit M , le coefficient de £ converge, ce qui est

évident (il est de la forme G+ .estcC , avec o € (MKEL[E']]))H , et K[[E']]

est complet). On a donc

A=A e Ay e o EEIDITT

Q =Q + 0+ ... e (K[[E']DI[T]] ,

et
R =R, +R,+ .eu € (x[[E*]1])[1], de degré <p .

Montrons

A=(tP -1+ R .
En passant & la limite, on obtient A + A! = (tp -T)Q+ R+ A' (la topologie est
séparée) et A= (tP = T)Q+ R .

L'existence étant montrée, démontrons maintenant 1l'unicité. Supposons que 1l'on

ait 0= (¢* = T7)Q + R, montrons que
Q€ (mx[[E'IM™ [[T1], Fn>1 (ce qui entraine bien Q=10 )

P Q est d'ordre =>p en t , R est de degré p en t , par suite £ Q est
égal & un terme provenant de TQ , ce qui montre que les coefficients de Q sont
dans MK[[E']]) (ceux de T y sont). On raisonne alors par récurrence. On est

ainsi ramené & R=0, Q=0, et il y a bien unicité.

Passons maintenant au cas des séries convergentes.

Démonstration du théoreme 1 (c).

(i) est identique & 1 (v) (i).

(ii) I1 faut montrer que, lorsque les séries A et B sont convergentes, les
séries Q et R sont convergentes. Pour cela, nous allons faire un calcul de ma-

jorations (|t| =171, x| =12).

Pour T T, et r'gx) (TO , TY > 0) , les séries doubles A(r , r') et
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(T ’ r!) sont convergentes. Nous supposerons donc, dans la suite, que T et r!
vérifient ces conditions (qui entratnent que toutes les séries écrites sont conver—

gentes).

—

Alr , 1) = (P = T(r, 1)) -Q_l(T , ') + Rl(T , r') +ozl(fr , rY)

avec al(T , T') = 61(7 , rt!) 5{7 R r') . On a évidemment

3-1('r y ©') < (7 , r7) 5-1(7 , T)
clest-a~dire KI(T , T') & dI(T , r') (tous les coefficients de 1'une sont infé-
rieurs ou égaux 3 ceux de 1'autre). De méme,

—

al(T , ') = (7 = T(r, r")) BZ(T , ') + YZ(T , T') + QZ(T , r')

avec a2(7 , TV) = 82(T , ') T(t , r') ; de plus,

— wo—

QZ(T ’ I") S BZ(T ’ r,) ’ ‘f{;('r ’ r') Q'YZ(’T ’ I") ’ AZ(T ’ r') SO!Q(T ’ r')
(les inégalités étant vérifides par les coefficients correspondants).
On obtient par récurrence trois suites {an} , {Bn} ) {yn} , vérifiant

O!n(T ) I") = (Tp "EE(T 9 I")) B (T ? I") + 'Yn+]_(ﬁr ’ I") + O!n+1('T ’ I") ’

n+1
avec
1) 1y 1
o (r,r)=8 (v, )2, ) ,
Qn+1(T , ') & Bn+l(T , ') (terme & terme) ,
Rn+1(T » ') < Vn+1(T , ') (terme & terme) |,
H 1] by
Ah+1(T y T') < an+1<T , T') (terme & terme) .
On a
— Y, 1
i, o) gArazt)
1Y
.
dtol

— o
2o, ot) L= LX(r, o)

Qfl('T ’ I") <
T

et, par récurrence,

o
PRCPRDPRUCERD S CE
T



Dans T(t , r') , on peut mettre r!

suite obtenir une majoration de la forme

te ri >0 tel que
m 1
T(TO 9 r ) 1
———*7;———'6'5 ’
r
0
On en déduit que
l -—
' ' —_
a(r, r) ga/lr, ) <2n Alry
Par suite, les trois séries
al(T H
Ql(T b4
Rl(T s
sont convergentes pour T To r' ri
tion, les deux séries
_Q;(T ’ I") +
Rl(T , T') 4+
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en facteur (T e (ME[[E*]N)[T]]) , et par

—

T(r , r') ¢ Ar* (A constant), il exis-

pour r' ri .

ri) s

rt) + QZ(T R
r‘) + Bz(T s r') + oeen

r') + YZ(T ’ r') + oeee

. Pour des

QE(T s T+ e,

RZ(T , r') + LR ] ,

sont convergentes dans les m8mes conditions. On a

a(T ] I")S

E(T ’ r') <
et, d'aprés le lemme 2, Q et R

Définitions.
(a) On appellera polyndme distingué de
anneau.

(b) On appellera polyn8me distingué de

les coefficients non dominants sont dans

(c) On appellera polyndme distingué de

les coefficients non dominants sont dans

5;(7 , ')+ e,

sont convergentes.

(K[E'][T] , un polyndme unitaire de cet

(K[[E'IN[T] , un polyndme unitaire dont

mE[[E']D) .
(k{E'})[T], un polynbme unitaire dont

WEfE'Y) .
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COROLLAIRE du théordme 1 (théoréme de préparation de Weierstrass).

(a) Soit B e K[E], non nul.

(1) Comme dans le théoreme 1 (a).

(ii) S'il en est ainsi, B s'écrit de manidre unique, B = HP , avec H e K

(inversible) et P distingué de degré n .

(b) Soit B e X[[E]], mon nulle.

(i) Comme dans le théoreme 1 (b).

(ii) S'il en est ainsi, B s'écrit de manidre unique, B = HP , avec H inver-
sible dans K[[E]] et P distingué de degré P dans (K[[E']][T] .

(c) Méme énoncé que (b), en remplagant K[[E]] par K{E} , et K[[E']] par
K{B'} .

Démonstration.

(a) est évident.

(b) et (c) résultent du théordme 1, en faisant A = 2,

Remarques.
1° E' étant facteur direct de E , la projection p : E = E' est continue,
ce qui permet de définir les homomorphismes d'algdbres :

k[[B']] —k[[E]] ,

#*
p

3
p : K{E'} ->K{E} 3
soient alors B.K[[E]] et B.K{E} 1les idéaux engendrés par B dans X[[E]] et

K{E'} » par passage au quotient on obtient des homomorphismes d'algébres :

B : K[[E']]->k[[E]JVB.[[E]] ,

A

B : K{E'} ->K{E}/B.K{E} ;

8 fait de K[[E]JVB.K[[E]] un XK[[E']}Fmodule, d'aprés le théoreme 1, il est de

type fini engendré par les images dans le quotient de 1 , ... , tp-l ; de méme,

K{E}/B.K{E} est un K{E'}-module de type fini engendré par les images de
1, ee., tP71
2° Si K =C , la démonstration classique des théordmes de Weierstrass se trans-—
pose sans difficulté, on se raméne & écrire la formule de Cauchy pour un cercle de
F.
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