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PARTITIONS DE L’UNITÉ DANS CERTAINS ESPACES DE BANACH

par Jean-Marie ARNAUDIES

Séminaire LELONG
(Analyse)
7e année, 1966/67, n° 1 22 février 1967

1. Introduction.

On ne sait toujours pas s’il existe, dans un espace de Banach quelconque, des

partitions de l’unité de classe C~ . Dans LANG ~3~, il est prouvé que de telles

partitions existent toujours dans un espace de Hilbert. La démonstration vaut, en

fait, pour n’importe quel espace "lissable".

Dans Rn , la démonstration de l’existence de partitions de l’unité de classe
C~ se fait, soit à l’aide de la convolution des fonctions (qui permet, étant don-

nés un compact K et un ouvert U ~ K , 9 de construire une fonction de classe C~ ~
à support dans U , y valant 1 sur K ~ , soit à l’aide du lemme suivant :

LEMME. - Soit (il.), -p 
un recouvrement ouvert de il existe un recouvrement

ouvert (Vj)j~J , plus fin que (U. ) , localement fini, tel que, pour tout j eJ y

V. soit une boule ouverte.

En effet y si U ~ B 9 B étant une boule et U un ouvert, l’existence d’une

fonction de classe qui vaut 1 sur B, et à support dans U , est immédiate

(ne nécessite plus la convolution).

Pour avoir une partition de 1 subordonnée à on utilise le lemme ci-

dessus, et la paracompacité de Rn .
Mais la preuve de ce lemme utilise la locale compacité de Rn . On ne peut donc

espérer généraliser cette méthode à un espace de Banach de dimension infinie.

2. Introduisons une définition.

DEFINITION 2.1.

(a) Soit E un espace de Banach ; E est lissable, s’il existe une norme y équi-
valente à la norme donnée sur E y et qui est une fonction de classe C~ dans

E -» ~ 0 ~ .
(b) E est lissé, si sa norme est une fonction de classe C°° dans E - ~0~ .



Un espace de Hilbert H est lissé p on verra aisément que, par exemple,

etc.

Soit l’espace des suites de réels qui tendent vers 0 , muni de la norme

uniforme ; KUIPER a prouvé que est lissable, mais C (N) n’est pas lissé.

Si p est un entier impair, n’est pas lissable ; toute fonction de classe

C2 et à support borné est identiquement nulle (KUIPER).

Tout sous-espace d’un espace lissé est lissé.

Tout quotient d’un lissable par un facteur direct est lissable.

Tout produit d’un nombre fini d’espaces de Banach lissables est lissable. Par

contre, le dual d’un Banach lissable n’est pas lissable, en général ; par exemple,
= j~(N) , et ~1(N n’est pas lissable.

Il existe sûrement des Banach non lissables dont le dual est lissable.

Enfin, il semble intéressant de chercher la question suivante :

Soient E un espace de Banach lissable, 9 et un sous-espace fermé : le

quotient E/F est-il lissable ?

, ,

THEOREME 2.1. - Soit E un espace de Banach lissable et séparable. Pour tout re-

couvrement ouvert (Ui)i~ de E , 9 il existe une partition de l’unité de classe

subordonnée à ce recouvrement.

Pour la démonstration, nous introduisons une définition et nous utiliserons trois

lemmes.

DEFINITION 2.2. - Soient E un espace métrique, et U un ouvert de E 9 U est

dit ouvert s. c., s’il existe des boules ouvertes B, y o.. , y B de E telles

que 

n-

Bi désignant l’adhérence de Bl ..

2.1. -- Soient E un espace métrique, et 0 . s , ... un recouvre-

ment de E par des boules ouvertes 9 dénombrable. Alors il existe un recouvrement

ouvert V 9 ... ? V de E tel que :

(a) (Vn)eN est localement fini; 9



Preuve. - Si r ~ 0 et x E E 9 B ( x , r) désigne la boule ouverte de centre x

et de rayon r, B(x, r) son adhérence.

Posons

Si on a construit Vi ~ , ~ on pose

V. est s. c. par construction9 et U, g d’où (b) et (c).
1 1 l

Démont rons ( a~ .

en effet, soient x e E , et j le plus petit entier tel que x ~ U. ; si x ~ V . ,
J J

on a

et X  j , et ceci contredit la définition de j .

Le recouvrement (V.) est localement fini : soient x e E , n tel que x E Un ,
et 8 > 0 tel que B(x , 03B4) ~ Un . Pour i assez grand et i > n , on a

puisque J - B~x i a ~ 9 pour ces indices i 9 il est clair que
n n n



LEMME 2.2. - Soit U une boule ouverte dans un Banach lissable E . Alors il

existe

de classe C°° ~ ui vaut 1 sur U y et qui est  1 hors de U 9 et

de classe est > 0 sur U , et = 0 hors de U o

Preuve. - On peut supposer que U est la boule unité.

Pour construire 03C6 , on considère 03C60 : R ~ R+ , qui vaut 1 sur (- 1 , + 1)

qui est de classe et  1 hors de (- 1 , + 1) , et on pose

Pour construire 03C8 , on considère 03C80 : R ~ R+ , qui est > 0 sur )- 1 , + 
=0 hors de )- 1 , + 1 ( , et déclasse et on pose

LEMME 2. 3. - Soit V = B n [ (B u ... u B ) ] un ouvert s , c, dans un Banach lis-

sable. Alors il existe

de classe C~ , qui est> 0 sur Y , et = Ù hors de V 0

Preuve. - Soient, pour 1 Ç 1 $ n , ] . : E -> Ô , de classe C~ ,  1 hors
= _ 1 - 

~

de B. , = l sur B. , et # i E -> R+ , de classe C , > o sur B , = 0

hors de B 0 0n pose alors

Preuve du ’théorème 2.1.

Soit un recouvrement ouvert de E.

Soit (W.). - un recouvrement localement fini de E , plus fin que (U.) (para-
compacité de E ). Nous appellerons X s J -~> 1 une application telle que

Soit (T.)..-T un recouvrement ouvert de E , tel que T. ~ W. ( (W.) locale-

ment fini, et E est un espace normal).

Soit un recouvrement dénombrable de E y tel que, V k , S est une



boule, et plus fin que (T.) (ceci est possible parce que E est séparable). Nous
J

appellerons ;i : K -~ J une application telle que ~~~ ’
Enfin, soit un recouvrement localement fini de E par des ouverts s.c.,

(lemme 2.l).

Si ~ : E2014->R~ est > 0 sur et = 0 hors de on a~ en po-

sant

le fait que (a est C~ provient du fait que, dans un voisinage de x e E , il

n’y a qu’un nombre fini des u- à additionner.

Soit

pour la même raison, y

Enfin, soit

y. est et supp y. C U Tj , mais ceci est égala U Tj , puisqu’une
"- ~ ~(j)=i ~ 

~ 

réunion localement finie de fermés est un fermé ; comme U U. , on con-

dut que

3. Utilis ation des partitions de l’unité de classe 

De façon générale, elles permettent de recoller certaines opérations que l’on

sait faire localement ; par exemple, y si V est une variété banachique ayant pour



modèle un espace de Banach E qui admet des partitions de l’unité de classe 

alors il en est de même de V s la démonstration est identique à celle de la fin du

théorème 2.1. Ainsiy sur une telle variété banachique, on peut construire une mé-

trique riemannienne.

Enfin, signalons le théorème d’Emile Borel ~

THEOREME 3.1. - Soit E un espace de Banach lissable, et soit (f ) une suite

de polynômes homogènes sur E 9 à valeurs dans le Banach F, fn étant de degré

n . Alors il existe f s E ~~ F , de classe COO, telle que pour tout n , on ait

(Pour la définition des polynômes homogènes à variable dans un espace de Banach,

cf. [l] ou [2].)

Preuve. - Posons

f(p)n : E ~ E (E F) est un polynôme homogène de degré n - p , E (E , F)
étant l’espace des applications p-linéaires continues de E dans F.

Si P est un polynôme homogène, nous notons P l’application multilinéaire sy-

métrique telle que P(x) = P(x y x , ...) . . On a

On va construire une suite de nombres ~r ~ , 0  r  1 9 tels que, V p >, 0 ,
n n

la série

converge uniformément sur E, u étant une fonction à valeurs réelles 9 de classe

C~ ~ telle que



Supposons construite cette suite (r ) , et soit f(p) la somme de la série ci-
n

dessus. on a

donc f(0) : E - F répondra aux conditions demandées.

Voici comment on peut construire la suite (r ) i Posons
n

soit p  n 9 ~r ~ étant une suite quelconque, 0  r  1 9 la formule den n

Leibnitz don_ne

Il existe une constante k. telle que, pour toute suite r , 0  1 ,1 n n

Appliquons (3) :

car 0 pour > r . n En remplaçant n - j par n - p , ce qui est loi-
sible, on obtient

Posons

on a

Si n >, 2p ,



Soit p une suite, 0  p g 1 , telle que
n n

donc le m e m br e de droite est  ~- ~ , et la suite ~ x ~ .= ~ ~ p ~ convient.
n ~ n
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