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Séminaire LELONG 3-01
(Analyse)
éec année, 1965/66, n° 3 7 mars L966

EXTENSION D'UNE METHODE DE SERIES DE FOURIER
AUX FONCTIONS SOUSHARMONIQUES ET PLURISOUSHARMONIGUES

par Philippe NOVERRAZ

1. Introduction et notations.

Cet exposé se propose de donner la généralisation & n variables d'un théoreme
de L. A, RUBEL sur la croissance des coefficients de Fourier de 1log |f| (ou £

est une fonction entidre).

La démonstration se fera par récurrence sur le nombre de variables, et il sera
nécessaire de commencer par étudier des classes de fonctions d'une variable (sous-
harmonique, différence de fonctions sousharmoniques, etc.) pour lesquelles le

théoréme est vrai.

On appellera fonction de croissance toute fonction A(r) , définie pour r > O ,

positive, croissante et tendant vers 1'infini avec r .

Posons
1 +1T .
ck(I‘ ’ V) :-Z-E f—'ﬂ V(rele) exp(- ike) ds .

Pour une mesure de Radon o positive, dont le support ne contient pas llorigine,

on notera ¢

olx) =4 laler 0@

alsr

i, o)=dg oty &,

_1f do(a) 1 »k
S(I‘ [} k s 0) —'E Iaig. ak s S‘(r ’ k ’ 0) - kr ‘rlalq‘ dO'(a) ’
S{r; y 15, k,0) =8(r, , k, 0) - S(ry, , k, 0) , r,<T, .

2. Cas des fonctions sousharmeniques.

Soit V(z) wune fonction sousharmonique dans G tout entier ; pour tout R > O
on a la décomposition de Riesz,; & 1l'aide de la fbnctlon de Green

gp(z , @) = log |§ 'azl

’
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V) = ) <L) qe, W w@ 6l <R .

En développant le noyau, et en calculant les coefficients de Fourier de la dé-

composition, on obtient le résultat cuivant.

PROPOSITION 1. - Soit V(z) une fonction sousharmonique dans |z| <R , et har-

wonique au voisinage de l'origine ; alors, si 2r <R :

(1) oylr, V) = T(0) + .F]aKr log 37 dofe)

1 ko1 o 1 X
(2) Ck(r’v):'?:bR,kr +2-§R-S'(R,k,c)-szs(r,k,o)--z-r S(r,R,%,0q),

(3) Ckx = 61: )

ot les by ;. sont donnés par HR(z) = Re(2 bR,k z

3

ky

°

REMARQUE 1. - L'expression (2) peut se simplifier, car V(z) = Re(2 ot zk) dans
un voisinage de l'origine :
(21) %Q,V):%%}k+%#8@,k,c)-%yh,k,o).

On dira qu'une fonction sousharmonique est de A-type fini s'il existe des cons-
tantes A et B telles que :
V(z) < M (B|z|) .

Rappelons un lemme bien conmu de la théorie des fonctions sousharmoniques ou
L(V , r) désigne la moyemne de V sur le cercle de centre & l'origine et de
rayon I ¢

LEMME 1. = Pour toute fonction V(z) sousharmonique telle que V(0) > =~ , les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) V est de A-type fini,

(2) LUV, r) ghtaB 1), V' =supv, 0,

(3) L(v] , r) A" A(B" ¥) .

THEOREME 1. - Une fonction V(z) sousharmonique dans C , et harmonique au voi-
ginage de 1l'origine, est de A-type fini, si.et seulement si :

A\ (Br)
+ 1

le (r, V)|

k=0,il,...,

ou A et B sont des constantes ne dépendant pas de k .
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Démonstration.

(1) (=>) D'aprés 1l'inégalité o(r) < L(V, 2r) ,

lck(r 9 V)I ‘z le klr + 2 (‘ﬁ) O'(R) + 21{ O'(I') +§—'O‘(R) .

Pour R = 2r , les trois derniers termes sont majorés par f%%f%ﬂT .

D'autre part, on sait que
HR(Z)-._I Pr , R, 0 - {) V(R exp 14) dy ,
et que le noyau de Poisson satisfait & s

|P(r, 2r, o + h) = P(r, 2r, )| < 12|n| ,

d'ol la majoration cherchée de bp 4 X par un théoréme classique de séries de
9

Fourier.
(2) (<=, L'inégalité de Parseval domnne :
2 2
L)%, 2) =2 |e (v, V* < (6" A(B' )]? 3

(k + 1)
d'ol le résultat par 1'inégalité de Schwartz et le lemme 1.

Conséquences du théoreme 1

THREOREME 2. - Si V(z) est une fonction sousharmonique de A-type fini, on a,

pour tout 1 p<+ »,
[L(|v|®, r)]l/p < A(Br) .

Réciproquement, si 1'indgalité précédente a lieu pour un p 3 1 , V(z) est de
}\—‘tzge fini.
Dans un sens, la démonstration se fait gréce & 1'inégalité de H¥lder et, en sens

contraire, lorsque q 7 2 , on applique le théoreme de Hausdorff—Young qui dit que

la norme P de V est majorée par la norme ,q des ck Gv +-a =1) .

THEOREME 3. - S5i V(z) est sousharmonique de A-type fini, il existe des cons-
tentes o et g >0 telles que

exploA™ (BO)V} , r]l €l + ¢

M8me démonstretion que dans [3].
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THEOREME 4. - La série de Fourier 2 ck(r , V) exp ik d'une fonction sous=-
-0
harmonique converge vers V(z) , sauf sur un ensemble E de E?-mesure mlle qui

coupe les cercles centrés & 1l'origine suivant des ensembles de mesure linéaire
nulle.

I1 suffit de remarquer que l'ensemble des points ou V #.Z ¢, eXp iko est mesu-
rable, et d'appliquer le théoréme de Plessner qui dit qu'une série de Fourier

telle que 2 lckl2 log(|k| + 1) <+ « converge presque partout.

3. Fonctions §-sousharmoniques et indicatrice de Nevanlinna.

DEFINITION 1. - Une fonction 3 valeur réelle w(z) est dite &-sousharmonique

dans G , s'il existe deux fonctions sousharmoniques u et v telles que :

(1) w est définie sur l'ensemble A des points ou u et v ne sont pas si-
miltanément égales & =~ .

2) w=u=v sur A .

On dit que le couple (u , v) est une représentation de w .

Toute fonction §=-sousharmonique admet une décomposition de Riesz @
w(z) = H(z) - I g(z , a) do(a) ,

avec une mesure ¢ de signe quelconque.

DEFINITION 2. - (u, v) est une représentation canonique de w, si les mesures

associées & u et v sont les parties positives et négatives de la mesure asso-

cide & w .

DEFINITION 3. (équivalente). - (u , V) est une représentation canonique, si,
pour toute représentation (U , V) de w , 11 existe une fonction sousharmonique
s telle que : s(0) =0 et U=u+s, V=v+s.

Pour une fonction §=-sousharmonique w de représentation canonique (u , v) ,
posons A' = sup(u , v) . On définit avec ARSOVE [1] 1'indicatrice de Nevanlinna

Eki w oS

T™(r, w) =LA, r) .

Dans tout ce qui suit, on supposera que w est harmonique au voisinage de 1l'o=-
rigine.

Posons



P(r) _J o~ (a) , 3(r) = ‘fl |do(a)|

la|<r alsr

Pour une représentation canonique :

+
W=V,

-
N
I

sup (u

2 suplu , v) = |w| +u+v ,

1]

d'ou

r
(1) M, w =L, )+ J R &
(2) 20 (r , w) = L(|lw| , o) + f; a(t) g_g'— .

DEFINITION 4. - Une fonction w &-sousharmonique sera dite de A-type fini s'il
existe des constantes A et B telles que

T(r , w) < AA(Br) .

Remarque 2. - Une fonction &=-sousharmonique est donnée, en général, par une re-
présentation (U , V) dont il est difficile de savoir si elle est oanonique ou
non. Or

sup(U , V) = sup(u , v) + s ,
d'ou

Lswp(@, V), r]=T(r,w +L(s, r)>T(r, w .

w sera donc de )-type fini si, pour une décomposition particuliére non néces-
sairement canonique,
[sup(U , V) , r] g An(Br) .

On dira qu'une fonction w est sousharmonique (resp. s=sousharmonique) com=
plexe, si Re w et Imw sont sousharmoniques ( s-sousharmoniques). De telles
fonctions seront dites de A-type fini, si Re w et Imw sont de A=type fini.

Rappelons le lemme :

LEMME 2., - Si V(z , t) est sousharmonique en 3z , sommable en t pour une me-

sure p positive & support compact, mesurable pour la mesure produit Lebesgue xu ,

et si |V(z, t)] £ M uniformément en t sur tout compact,

w(z) =L vz, t) au)

est une fonction sousharmonique # -« .
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COROLLAIRE. - Si la mesure u est de signe quelconque (resp. complexe) moyen-
nant les mémes hypothéses, w(z) est une fonction &-sousharmonique (respe 6=

sousharmonique complexe) .

DEFINITION 5. — Une mesure o de signe quelconque sera dite de A=densité finie
s'il existe des constantes A et B telles que
r

f
o

5 (%) E}gﬂs AA(Br) .

PROPOSITION 2. = Scit V{z) une fonction §-sousharmonique dont la mesure asso-

ciée o est de A-type fini, alors

A ) = lo(x, V] At A(B' 1)
lOk(T’ 5 V)l < )\»(BI‘ = Ck r, Q—Tﬂ—_—l_-l—— N
La démonstratior. '~ fait suivant un raisommement de [4].

On peut alors démontrer

THEOREME 5, - Pour toute fonction §~sousharmonique, telle que O ¢ supp o %

(1) V de A-type fini entraine que o & une A-densité finie et

o ] s PR

(2) ~* ou 7 est de )-densité finie, et lck(r , V)| < Ax(Br) entraine que
V est de )-densité finie.

Les théorémes 2, 3 et 4 sont encore vrais pour les fonctions g=sousharmoniques.

Remarque 3. - Le théoreme 5 et ses conséquences sont encore valables pour la
classe de fonctions satisfaisant aux conditions suivantes

(L) £ est mesurable et intégrable sur les cercles centrés 2 1l'origine.

(2) Le laplacien Af (au sens des distributions) est une mesure (Je support ne
contenant pas l'origine).

La caractéristique de croissance est alors :

T(r , £) =L(|f] , 7) + fg 5(t) %E on 3(t) = Ilalsr |at] ar .

On pourrait aussi, en considérant les coefficients de Fourier et 1l'indicatrice

de croissance sur les disques centrés & l'origine, obtenir le thcoreme 5 pour la

classe des fonctions localement sommable dont le laplacien Af est unc mesure.



4. Cas des fonections plurisousharmoniques.

Considérons la classe des fonctions V(z1 s eee zn) £ -o n-sousharmoniques,

clest-d~dire localement bornées supérieurement, et sousharmoniques séparément par
rapport & chaque variable z., . C'est une classe qui contient celle des fonctions

plurisousharmoniques ([2]).

LEMME 3. = Toute fonction ne-sousharmonique est sommable sur 1l'ar&te des poly-

cercles.

En effet, si on suppose V £ 0, la majoration de Poissen donne :

1 - T\n
V(Zl 9 o Zn) $ (m) L(V ’ 0 ’ I‘k) pour IZjl < Trj y T < 1

L désignant la moyenne de V sur l'ar8te du polycercle, centré i 1l'origine, de
rayon (r; , «e., rn) + Si, psur un polycercle m de rayon (r; , «e. , rn) ,
V n'était pas sommeble, on aurait

V(z1 s ses o zn) E - pour tout Izj] S'rrj ’

donc aussi dans tout ouvert contenant m , ce qui est impossible.

Si )\(r1 s sse o rn) est une fonction de croissance de n variables, on dira

que V est de A-type fini s'il existe des constantes 4 , By 5 eeey Bn , telles

que
V(z, 5 eeey 2) S AN |2 ] , -oo Bnlzn]) .
Posons 3
1 ‘Jvm [+ _ o
c(k)[(r) , V] = R cee J_ V(rj exp 163.) exp(-1i 2 kj ej) 49, «.. do

ce qui & un sens d'apres le lemme 3.

THEOREME 6. - Une fonction V(zl y oee zn) n-sousharmonique est de A-type

fini si et seulement si

n
]c(k)[(r) , V]| <SEN(B, T 4, .on, B, rn)/{J (]kjl + 1)

k.-—:o,il,.ou;j:l,-o.,nl

Démonstration.

(1) (<=) se fait comme dans le cas n=1, & 1'aide de 1'égalité de Parseval
et du lemme 1 (1'intégrale étant prise alers sur l'ar&te des polycercles).
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(2) (=>) Faisons une démonstration par récurrence sur le nombre de variables,

et supposons, pour simplifier les notations, que n =2 .

Soit g fixé, tel que V(zl s 22) solt une fonction de % sousharmonique

-

1 . .
wkz,rz(zl) == Vi(z , vy exp 10,) exp(- ik, 6,) do,
est alors une fonction 6&-sousharmonique de 1z, , d'aprés le corollaire du lemmeZ2 ,

et satisfait, d'aprés le théoréme 1, pour z, fixé &

AN(B, |z,| , By )
| (z,)] < .
Iy, VL PR

Montrons que c'est une fonction de z de A~type fini pour r, fixé.

P .
Re w(z ) = = V(zl s T, €Xp 192) cos k, 8, d6, = u

(z,) ,

,rz(zl) = Uy

2T

. + -
en écrivant cos = cos = cos .

(u ’ u!) est donc une représentation de w telle que

kasTo
1 r+ﬂ
! — i
sup(u , u') S5 V(zl » T, eXp 192) de, ,
et, dlaprés la remarque 2 @

1 . .
o ) § ——= fjlv(rl exp 16, , T, exp 162)| de, ds,

T(r1 , Re w.
297"~ (2m)

"AB! v , BIT,)

Le résultat étant le méme pour Im w , Wy . ©st alors de A-type fini en z ,
b4
et satisfait a 22
LT ' ) A)\(B1 r; 5 By r2)
I?k Tyos W z,kz)l SLEE'I-ﬁ lwkz,rz(rl exp 16,)| d8; < K+ 1 3

d'ou le résultat en appliquant la proposition 2, et en remarquant que

e, (r, , w ) = (r T, o, W e
k12 ek T %k Lk, T2

COROLLAIRE. - Si V(z1 s vee 5 Z ) est plurisousharmonique dans QF :

V(z1 y ess 5 Z ) < AN(B||zl]) <= lc(k)(r , V| s A A (B v)/ ﬂ (Ik | +1) .

Comme dens le cas n =1 , on peut déduire les résultats suivants @
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THEOREME 2!, - V(zl y see zn) est plurisousharmonique dans g? s alors
W(z) < AA(B||z|

) entraine que, pour tout 1 <p <+ © ,

[m J @) P dw2n__l(;)]l/p <4 A(B' r) .

Réciproquement, si la derniére inégalité a lieu pour un p 31, V est de A=

type fini,

THEOREME 3% - 51 V(z1 s ees zn) est plurisousharmonique de A=type fini, il
existe des oonstantes A et B telles que, pour tout r 31 ,

mf exp{ ™ (Br) V(1)) du, @) 1+ ¢ .

Dans les deax derniers théorémes, les intégrales sont prises sur la sphére
o =1 .

En remarquant que la démonstration du théoréme de Plessner se généralise & n
variables si 1l'on suppose que

éi) lc(k)|2 10g(|kll +1) ous log(]knl +1) <+

on montre ¢

THﬁOREME 4'. - Pour toute fonction plurisousharmonique V(z1 s vee zn) Qﬂi

Ve I - » n ) ’ .
plus généralement n-sousharmonique), 1'ensemble des points de G , ou la série

. 2
de Fourier 2 c(k)[(r) , V] exp iz kj Sj ne converge pas vers V , est de R n

mesure nulle, et coupe 1l'ar8te des polycercles centrés & l'origine suivant un en-
semble de gP—mesure nulle.
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