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Séminaire IELONG 801

(Analyse)
4e annde, 1962, n° 8 13 mars 19&2

IES PROBIEMES DE COHSTRUCTIO: D'ENVELOPFES D'HCLOMORPHIE
EN THEORIE QUANTIQUE DES CHAMPS

par Jacques BROS

INTRODUCTION. -- Dans 1'état actuel de la physique des particules élémentaires,
on ne posséde aucun moddle calculable de théorie des champs qui permette de pré-
dire convenablement les résultats expérimentaux. Cette situation a condult cer-
tains physiciens (l) 4 développer une "théoric axiomatique des champs" ou, partant
de quelques principes trés généraux dans le cadre traditionnel de la mécanique
quantique relativiste, on essaie de déduire des relations methématiques vérifiées

par les quantités observables.

Dans ce développement, il s'est avéré que les principales quantités observables
(amplitudes de diffucion de particules ¢lémentaires sur une cible) pouvaient
chacune &tre considérées comme la valeur zu bord d'une fonction de plusieurs
variables complexes F , analytique dans un certain domaine initial @ c'gn s

preserit par les axiomes de départ.

Le domaine ® n'étant pas un domzine naturel d'holomorphie, le probléme se
pose, en l'absence de toute forme explicite de F , de trouver le domzine de pro-
longement commun & toutes les fonections F possibles analytiques dans ® , c'est=

a—dire 1l'enveloppe d'holomorphie ®(®) .

Ayamt trouvé ®(®) , on peut espérer écrire des formules intégrales (2) permete-
tant de représenter toute fonction F analytique dans R(®) au moyen de ses
valeurs au bord en certaines parties de la frontiére. L'espoir est de pouvoir
ainsi démontrer des relations (appeliées Urelations de dispersion" par les physi~
ciens) ou les fonctions analytiques n'interviennent que par des valeurs au bord

représentant des quentités observables.

Hous nous proposons ici, aprds avoir précisé le type de domaine initial @

L

(") Pour une revue d'ensemble de la question, voir par exemple [21], 4e partie ;
comme articles originavx, voir : [1] (dernier chapitre et appendice), [9], [11]
et [12], [23], [24] et [25].

(2) Telles que la représentation d'OKA-WEIL : cf. P. IELONG [14].
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introduit par la physique, d'exposer sur des exemples les quelques méthodes qui
nous ont permis de prolonger ® , ou dans quelques ca=s treés simplifiés d'obtenir
®(O) .

l.o Le domaine initial ®© donné par la physique.

Notation. - L'espace~temps (3) est défini per la donnée sur R, de la forme

bilinéaire

22,0 O _ 1) 1) _ @) ) _ 06) 6

e .
ou X,y sont deux quadrivecteurs quelconqucs.

]
5
Vv
o

Le "cbne futur® V' est 1'ensemble {X : X% = x(o) > 0} .

5
Le "ebne passéM est V- == V' .
Le groupe de Lorentz réel est le groupe des transformations lindaires réelles

de l'espace=-temps par lesquelles la forme :?.}7 est invariente. la donnée de la

méme forme 3?.;)7) sur 94 permet de définir de fagon analogue lo groupe de Lorents

complexc.

les grandeurs fondamentales de la théorie sont des distributions tempérées

2yl

vecteurs réels de 1l'espace~temps, n pouvant prendre toute valeur positive entide.

r agissant sur les fonctions ¢(§ , ees , En) e 8, de n quadri-

Chaque distribution r., -» Jouit des propriétés suivantes

gl,...,ﬁn
i. Son support est un cbne convexe C du type

+ > + > +
C = {El eV 5 ess 3 E,n eV } .
ii. Elle est invariante par le groupe de Lorentz réels

On considere les transformées de Fourier ¥, L, =89r 5 9 8§ étant
leo.o,xn gl,oo-,gn

définie par

(3) Considéré ici comme espace vectoriel.
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‘&p(il g ®0c }-Zn) =/exp(i iz giogi) (P(gl g oo gn) dgl see dan
pour ¢ € $4n .

/ . . 4 b DY
En vertu de théorémes bien conmus ('), chaque r, 5 possede alors les
xl. . oXn

propriétés :

ie est une distribution tempérée, limite d'une fonction

o

r
-
Xloo.X

4
SN.L ja]

) (2, =%, + iy } analytique dans le tube

-3
f(Zl 9 e 4

GE{{;l,.oo,gn}GC} s

ot C est le cBne dual de C o

ii. f(Zl y soe o 2;) est bornée par des polynSmes au voisinage de la fromtiere
de T et i 1l'infini (°).

ijd. f(gl y see 4 2;) est invariente par le groupe de Lorentz réel.

Certains physiciens (6) ont éte conduits, en exploitant similtanément les pro-
priétés (i) et (iii) a étudier 1l'analyticité dans llespace des invariants 5;.53 3
pour les plus faibles valeurs de n , cette étude a pu 8tre menée assez loin, mais
pour n quelconque, il peut paraftre plus simple d'étudier d'abord l'analyticité
dens 1'espace initial (7).

Hous rctiendrons donc ici la domnée, pour chacue n , de plusieurs fonctions
f(il 9 vsee 5;) analytiques dens des tubes de base conique dont le: intersece

tions deux a deux sont videse Par exemple

(*) cf. par exemple : L. SCHWARTZ [20], J.-L. LIONS [18].

5 . . - . .
(“) Nous laisserons de cbté ici ces restrictions de croissance au bord, qui n'ont
pas oncore été cxploitées de fagon générale.

(®) c£. [10] et [131.

(7) C'est le point de vue adopté notamment par V. GIASER, dont nous présentons
ici un certain nombre de résultats. Un exposé plus complet et détaillé de ces
problémes est actuellement en préparation (en collaboration : Je BROS, He. EPSTEIN
et V. GIASER).
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£¥ est amalytique dans &' E{y—’1 eV, vee, Sr)ne v}
f~ est analytique dana G ={F eV , oo, fne v~}
£17 est analytique dans ©'7 = {F + eo. + 7 e v, Fpe Vi, eee , e 77,

- En outre, pour chague n fixé, la physique impose & ces différentes fonctions

que leurs valeurs au bord ?_) , coIncident deux & deux (au sens des distri-
Xl v e .Xn

butions tempérées) dans certaines régions réelles R « Par exemple

o Lim £7(F , e, 2) = lin | £(Z , een Z)
{i’iev“_,o} j;?iev"-;o
| s | Iisn |
4

dans le domaine réel R défini par l'ensemble des conditions g

(’ZI 5{292 <m§. ot Ic{l,2,...,n} .
ie .

On peut alors montrer au moyen d'une intégrale de Cauchy que ces différentes
fonctions analytiques de 4n variables sont en fait prolongeables suivant une

8
méme fonction analytique F(%’1 y ees -%n) ().

Plus précisément, soient f et f* analytiques respectivement dans les tubes
¢ et &' dont les bascs imoginaires purcs sont les cBnes convexes C et C!

d'intersection vide. Deux cas sont possibles

=-Si Cn(=C') #¢, la fonction F qui prolonge f et f!' est analytique
dans un voisinage complexe ¥ (R) de la régicn réelle R de coIncidence [ ¥ ()
est indépendant de F J. Ainsi la distribution tempérée, limite commme de f
et f' dans R, est en fait une fonction analytique dans R « Ce cas est celut
des tubes &% et &~ domnds par 1a physique.

(8) Ce théoréme, démontré par certains physiciens, est conmu d'eux sous le nom
de E:h%oréme de 1l'"edge of the wedge" ; voir per exemple [1] appendice, [7] ’ [5]
et [ 8].
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-S54 6 n(=0C') =¢, il n'y a plus analyticité aux points de R , mais tout
couple (f , f') se prolonge encore suivant une fonction ¥ analytique dans
v(R) ng(zusg') ; &% us) désigne l'enveloppe convexe de G U B! et Y(R)
est un voisinage complexe de R , indépendant de F « Ce cas cst celui des tubes

+

& et & domnés par la physique.

Ce théoréme de prolongement local ay voisinage des points de R &tant démontré,
le probléme se puse de construire 1l'enveloppe d'holomorphie #(®) de domaines

® du type :

ol % u¥R ’

g o™ u{¥R nssun)l .

Remarque. - la forme explicite de ¥(® n'a aucune importance, le rtle de ¥ (R)
étant simplement de relier les différents tubes pour définir un domaine ® 5 on

devra toujours pouvoir raisommer avec Y (R) arbitrairement petit.

2+ Exploitation des automorphismes du domaine ® .

La méthode la pius couramment employée povr prolonger le domaine ® consiste
34 le couper par des ensembles analytiques tels que le théoréme du disque s'appli-
que ; pratiquement, on peut méme souvent définir explicitement un prolongement de

toute fonction analytique dans ® au moyen d'une intégrale de Cauchy.

Cependant, dsns l'application de ces méthodes, on est souvent guidé par cere
taines particularités du domaine @ ,.telles que l'existence de groupes d'automor=
phismes dépendent analytiquement de paramétres réels. Nous exploiterons ici sys-
tématiquement ces automorphismes par une avitre méthode qui est essentiellement
celle utiliséde par BREMERMANN (9) pour démontrer le théoréme du. tube convexe.

Rappelons une propriété de continuité des fonctions sous-harmoniques de deux
3 4 1 ° ) . . .
variables réelles ( O) : si V(x, y) est sous~harmonique au voisinaze d'un point

M , alors pour toute courbe continue Yy d'extrémité M , on a

(%) Cf. H. J. BREMERMANN [47.

(10) Cette propriété, démontrée indépendamment par K. OKA [19],nr sulte encore
du fait qu'un contimu n'est effilé en aucun de ses points dans R™ , pour n =2

(Cfo [2] et [3])
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(¢)) lim sup V(P) = V(M) .
" P-MjPey

On en déduit le "bhéoréme de continuité" suivant (9) , conséquence immédiate de
la propriété rappelée.

Soit dans C,.; un chemin contimu z = z(t) (0K t<1ly z= {zl y see s Zn-.l.})

tracé dans un plan analytique 11 & une dimension :

z(t) = a + bu(t) ,

ol u(t) est continue dens 0<t<1; a, be Coi* On considérc dans S,

un domaine ® qui, pour O <t <l contient le disque

{z =a(t) e Co13 ]zn! <a} .

Alors, si © contient de plus le point

Miz = z(0) ; zn=0} ,
%(®) contient tout le disqe
{z = 2(0) ; lzn[<a} .
Soit en effet
¢ (P) = = log r(P) ’

or r(P) est la distance de P & la frontidre de %@ ) , parallélement au plan
complexe desl Z (z=0) « Pour Pe ®(0) , ¢(P) est une fonction plurisous-
harmonique ( l) de P, et sa restriction au plan II est sousharmonique. Consi-

dérons alors dans [T la fonction sous~harmonique

P(P) = sup(p(P) , = log a) .

(“‘) Cfe [14] et [L5],
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Sur le chemin z =z(t) (0<t<1l) ma

Y(P) = = log a ’
et d'aprés (1)
Y1) = = log a > (M) .
Dtolh
r(M) >a .

Cette propriété s'étend immédistement su cas o le disque lznl <a est remplacé
par un domaine quelconque ®(t) du plan des % (0<t <1) . Soit ®(0) 1e
domaine limito de ®(t)
4 1'ensemble {z = z(0)

si © contient un point M quelconque appartenant
7 € ©(0)} , alors #(®) contient cet ensemble.

wve

wo

Nous utiliserons ce résultat pour démontrer le théoréme suivanbe

THEOREME. ~ Soit dans ~C~n un groupe G de transformations g(u) définies par
les fonctions analytiques z' =z'(u, z) (z, z! € En) 3 u est un paramétre

complexe choisi de telle sorte que G soit additif et que z = 2z'(0, 2) .

On considére un domaine ® C Gn , invariant par le sous-groupe réel de G

~~

(u réel), et un sous-domnine A C@ simplement connexe possédent les propriétés :

i. Pour tout z €A, 1'orbite w(z) = {z' =2'(u, 2)} est une variété ana-

vt

lytique & une dimension, telle que ® N w(z) contienne les droites ¢+ Imu =0
ct Imu=1.

iie Il existe un point Zy €A, tel que ® n w(zo) contienne la bande
0 <Imu \< 1.

~

Alors, pour tout z €A, #(®) n w(z) contient la bande 0 < Imu<1 .

Soit 2z € A 3 on peut toujours trouver dans & une chaine finie d'ouverts

j=
Q = Q,
j=0 J

tels que z;€Q,, ze Qp . Qj an+l # @ et dans chaque Qj un systéme de
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by

enordonnées locales telles que toute orbite w(z) (z eQ ) goit paralléle a
plan de coordonnées complexes. Il existe alors dans Q une ligne brisée vy
d'extrémités z et Zy » composée d'un nombre fini d'arcs et telle que chaque

arc soit un segment linéaire réel dans un ouvert Qj .

Appelons Y' € Yy l'ensemble des points § de y tels que #(®) n w(Q)
contienne la bande C < Imu <! o On va montrer que y' est & la fois ouvert
et fermé dans Y ; comme Y' contient au moins 25 s il en résultera Y' =y ;
alors en particulier le point 2z pris arbitrairement dans A vérifiera bien la
propriété annoncée. Le fait que A soit simplement connexe acsure que le prolon—
gement ainsi obtenu n'est pas ramifié au-dessus de En .

Que Y' soit fermé résulte du théoréme de contimuité énoncé ci-dessus : soit
25 un point frontitre de y' ; il appartien?_? un certain ouvert Qj dans lequel
le théoréme s'applique lorsquion tend vers  sur le segment lindaire de y' qui
le contient ; on agrandit ainsi lo pégion d'analyticité autour du point E' (cteste
d=dire u = 0 ) dans l'orbite w(&} o En transportant ce procédé de proche en
proche par le groupe des transformations analytiques 8(u) (0 < Imu <1) s ONn
o@E?ent comme régilon d'analyticité toute la bande O < Imu <1 dans la variété
w(g) 4 d'od : Tey' .

Que y' soit ouvert résulte de 1l'invariance de ® par le groupe réels Soit
C €Y' ;5 on peut toujours trouver un voisinage (&) tel que S(u) ¥(&) e %©)
pour tout u=1ip; 0 < p<1l . Utilisons maintenant 1'invarience de %(®) par
le groupe reel laquelle résulte de cclle de ® , d'aprés un théoréme de H. Cartan-

Jmnw( ) ¢ s(w) YO e #(0®) pour tout u tel que O < <Imu <1 . Done

¥ nycy . .

Remarques - Pour prouver ce théoréme au moyen du théoréme du disque, on est
obligé de "courber analytiquement" les orbites w(z) de facon que les droites
Im=0, Imu=1 soient remplacdes par le bord d'un disque. D'autre part, si
on veut définir directement le prolongement analytique de toute fonction analy=-
tique dans @ par une intégrele de Cauchy :

'
/u e et , 7)) b e, )]

u! - u u!' - 1u

Flza*(u, 2)] = 2”*

(*?) Cf. H. GARTAN-P. THULIEN [6].
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le probléme de la convergence de ces intégrales se pose, en particulier : soit
une fonction d'une varizble u analytique dans 0< Imu <1, bornée a
distance finie ; peut-on toujours trouver une fonction entiére qui la majore

en module dans cette bande %

Applicatione. - Soit @ < 91’1 un domaine du type défini dans I ; par exemple ¢
® =06 uU {=58) u¥(®)

o & estuntube {ImzeC}, (z={z , .., Zn}) , C un cBne convexe
de Rn de sommet l'origine C , £ une demi-droite issue de O contenue dans
c, ¥(£) un voisinage complexe arbitrairement petit de £ s Que nous supposons

invarient par toute homothétie 2! = exp(=m)z , u réel.
Prenons pour G le groupe des homothétics complexes z' = exp(~ )z « O est

manifestement invariant par le sous-groupe réel. De plus :

ie Pour tout z € &, llorbite w(z) = {z' = exp(= mu)z} (u complexe) est
une variété analytique réguliére dont la section par ® contient les droites
Inu=0 et Inu=1.

iie Pour tout z =X €% tel quue x€ £, ImA >0, la section O n w(z)
contient la bande O <L Imu <t
Le theoréme précédent s'applique done 3 l'emveloppe d'holomorphie #(®) contient

le domaine ®' représenté paramétriquement per @

(2) o = {z = sC}

JC:{CL g tee ,Cn}eg

]8 est un nombre complexe tel que Im s <O .

On montrera dans la suite que #(®) = O .

Il est clair que la trace de ®' sur les réels est le cbne C (pour tout
z€C, s: Ims <0, ona §=2z/s €% ), C apparait ainsi comme la région

® neturelle associée au groupe des homothéties de centre O o

Plus le tube & est riche en automorphismes, plus nombreuses sont les régions
® pour lesquelles on sait agrandir le domeine ® : dans le cas général, seule
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1'invariance de & par les translations réellas peut 8tre encore vtilisée et
donne la solution dens le cas o R cst un cbne translaté de C , ce qui est
trivial.

Dans le cas phycique (% = E+) s UG est le produit topologique de n cbnes

+ . .
V .« les Minversions®

- -
-> ei"'Zi
Z'.:--(—_:—'-——_-)-—-SQ- (1 \<i\<n>
ei+Zi

AY —’ V4 + .
ou e, est un quadrivecteur réel dans V , sont des automorphismes des tubes
+ -
On peut alors considérer les groupes transformés du groupe d'homothétie par ces

inversionse Ils permettent de traiter le cas ot la région R naturelle est un

"double c®ne!

En fait, de mfme qu'il suffisait de pertir d'une demi-droite £€ C pour obte-
nir tout le cdne C comme région réelle d'analyticité, de méme il suffit de
prendre pour R le segment

7 =-p (0gpgt), (L £i<n) ’

> ,
b e

pour obtenir tout le "double c8ne" Y dans l'enveloppe d'holomorphie,

Un autre groupe d'automorphismea de &' et &~ est le groupe de Lorentz rdéel
qui dépend de six paremdtres. Des résultats analogues peuvent encore 8tre obtermus
il existe une région RA contenue dans la région R donnée par la physique,
telle que ® =0%'u & u ?(ﬁ\) se prolonge & O' = U A, @, A, Stant wne

ACEEA
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1
transformation quelconque du groupe de Lorentz complexe EA ( 3).
Si on considére la région R tout entiére donnée par la physique, il n'existe
malheureusement pas d'avtomorphisme adapté & elle, et on est alors réduit 3 faire
1'union de domaines du type précédent pour tous les "doubles cBnes" conterms

dans R .

3« Critéres de convexité complexe.

Scit @' le domaine obtemu en appliquent & ® wune méthode du type précédent 3
quels critéres permettent de sc rendre compte si ®! est un domaine naturel

d'holomorphie, c'est-d-dire si 0f = %(Q) .

En principe, il suffirait par exemple de constaeter que le domaine peut 8tre
décrit sous la forme f(x , y) <0 o f est une fonction réelle plurisous-
harmonique. Ce genre de méthode est parfois applicable lorsqu'on a affaire a des
semi~-tubes ou mieux & des tubes de base convexe. Si le domaine inittial lui-méme

est un semi~tube défini par :
g(xl ’yl 9 oo ,Xn_l ’yn-l)<yn<f(xl ,yl g s ’xh"‘l ’yn.‘l) *

le probléme de construction de 1'enveloppe d'holomorphie revient i chercher la
plus petite (resp. plus grande) fonction plurisu~harmonique (resp. plurisous-~
harmonique) mzjorant f (resp. minorant g ) j cette méthode peut quelquefois
remplacer avantageuscment la methode des disques ;3 si ona un tube ( £ et g ne
dépendent que de Ty oo ves s Yy ) on a un simple probléme d'enveloppe Comvexe.

14, g 2t s . .
Exemple () : dans le cas G'un espace=temps & deux dimensions

(13) On constate zinsi qu'il n'est pas néecessaire de se restreindre 3 la classe
des fonctions invariantes de Lorentz pour obtenir un domoine d'amalyticité inva=
riant par le groupe de Lorentz complexe. Ce résultat a été étobli par différentes
méthodes, notamment par V. GIASER, R. JOST (non publié) et Re Fo STRAETER [22].

(14) Cf. BROS (J.) et GIASER (V.)s = L'enveloppe d‘holomorphie de deux poly=
cercles (& parattre).
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on se donne

0 =3"u T uYR)

+ . .
G ={’Imui>0, Imvi>o; l<ign}

6 ==0
o?.={ui,v:.L réels s O<ui<1, O<vi<l; L <ign} .
u, = 1 v, = L
Dans les variables log = — log lv. s ® est un tube (pour un voisinage
i i

¥(R) convenablement choisi).
Un critére équivalent de convexité complexe du domeine @' est l'existence,
pour toui point M de la frontidre de ®' , d'un ensemble enalytique (i) de

dimension n - 1 , passant par i et tel que dans un certain voisinage v(M)
Otn A(M) Nn¥YM) = ¢ .

Ie dornine ®! obtemu dans la section précédente (cfe 2, équation (R)) nous
of fre précisément un exemple de domaine naturcl tel qu'en chaque point de la
frontitre passe un plan enelytique & coefficients réels (de dimension n -1 ),

ne treversant pas ©' . Ce domnine a une représentation géométrique tres simple.
Représcatons dons L, ‘tout point complexe z €C ~ per un vecteur 1ié réel
v(z) d'origine Re z , dquipollent & Im z ; le support de v(z) n'est autre
que la droite réelle passent par z (et = )e Le domaine ®' peut alors Etre
déerit comme l'ensemble des points 2z tels qe @
Si Imz=0, zeC

Si Imz £ 0, le support de v(z) coupe le cbne OC .

Démonstration.

Inf el
' = {z = st} ou
Ims <0 o
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Pour tout &, 2z apportient au plan réel & deux dimensions défini par 1'origine
0 et le vecteur 1ié v(&) 3 comme Im § € C , ce plan coupe le cdne convexe G
suivant deux demi-droites réelles que l'on prend comme exes Oz, , 022 o Ia troce

de ®' dans un tel plan est

]

) SCl In Cl >0

Ims <O .

P

22=3C2 ImC'Z>O

\

I1 est clair que si =z est réel, alors z >0, 2, >0, soit z€C . Si oz
ntest pas réel, le segment joignant Zy a 4, dans le plan complexe ne coupe
pas l'axe réel négatif ; donc on ne peut avoir az; + bz, + ¢ = 0, avec a,bye¢
réels et de méme signe § la droite réelle, support de v(z) , contenant le point

z coupe donc nécessairement le c®ne C . Ia réciproque est immédictes

Lo frontidre de @' est constituée de tous les peints (réels ou complexes) des
droites réelles tangentes & C « Or par un tel point on peut toujours mener un
plan d'appui réel au cdne C ; c'est un ensemble analytique de dimension n -1

qui ne traverse pas ®' . Ainsi
R = %(0) .
Extension au cas ou R ect une union de ednes tronslatés de G , soit :
R=U c(a)

a

ohn C(a) ={z€ a+0C3

ae A c Rn (A est un domaine quelconque) .

On montre d'abord aisément par le théoréme du tube que le région réelle dtana-—
Iyticité aprés prolongement est l'enveloppe comvexe &(®) de R« (En effet,
chaque domaine élémentaire ®'(a) contient le tube de base réelle C(z2) »)

Les points d'analyticité 2z non rdels sont tels que le support de v(z) coupe
&R + A cause de la convexité de &(R) , ce domaine est encore une enveloppe de

plans réels ;3 on a bien obtermu #(®) .
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Dans le cas des tubes "physiques" &* ::{Sr)l e vt y oes §1 E'V+} et

re

T =-0 , on obtient par inversion 1l'emveloppe d‘'holomorphie pour une région
® , union de "doubles cbnes" ayant un scmmet commn. On a alors la "econvexité"
de la région d'amalyticité réelle (prolongement de R ) par repport & des sur-

faces M"inverses" de plans s
n
1 i \

Dans le cas de régions ® plus générales comme celle donnée par lo physique,
on ne sait pas si 1l'union des domaines rela&ifs a4 tous les doubles cBnes contenus
dens ® donne l'enveloppe d'holororphie (19). I3 encore le probléme est de
trouver, si possible, une famille appropriée d‘ensembles analytiques de dimension

n =1, la famille (3) ne convenant plus dé&s que n=>2 .

4. Application de théorémes globaux de décomposition.

Supposons que ® soit de la forme 6, rl®2 « 4lors on a

#%(®) c }e(ml) n za(@z) .

Si toutefois on trouve
#0) = ac(@l) n 3@(@2)

par une méthode quelconque de continuitl, il semble qu'une raison plus profonde
de cette particularité doive exister. Un cas simple ol cette propriété a lieu
est celul ou ® Ll®2 est un domrine d'holomorphie j3 en effet, on sait que le
probléme de Cousin généralisé est alors réscluble, c'est-a~-dire : toute fonction
F analytique dons ® est décomposable suivint T = Fl =F, , 00 F et F,

Sont respectivement anclytiques dans ©; et 0B, «

1
( 5) Sauf dans le cas d'une seule variable d'cspace=temps : &t =={y1 e v'} H
1'union donne bien %{®) dans ce case
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Exemple dans G, (cfo figure l)e = Soient les tubes @

6={y2<03 alyl+y2>0}

wvo
e
oy
+
N(‘)
Z\Q)::
\Y
O
——

% :{yl <0

ou 0<g , &5 <Ll y et R un domaine réel dont ¥(R) est un voisinage com-

plexe.

Ie domaine initial est :
=86 uBry (YR) n ?)

ob G est le tube {81 Y+ ¥ >0 Ty + 8 ¥y > 0} , enveloppe convexe de &
et ' .,

Alors si R est une région maturelle pour le probléme des tubes

t* ={y, >0, y, <0} et & ==7¢ .

20) =%E UG UY(R)) N T ‘

On peut traiter des cas beaucoup plus généraux en s'inspirant d'une démonstra-
tion donnée par MALGRANGE de 1'énoncé suivant (16) :

Soient deux fonctions : 1'unc fl(zl , XZ) s Go on (Zl , Xz) paur x, réel,
¥, >0, amalytique en z; pour y, >0 ; llautre f£,(x , Z,) 3 Co en (%, %)
pour x réel, Y >0, analytique en =z, pour ¥, >0,

Pour tout (x; , x,) rdel, on suppose que £,(x 5 %) =£(x, , %) « Llors,
il existe une fonction F(Zl , zz) s Cw pour {yl >0, y, >0} amlytique
povr {y, >0, ¥, > 0} qui prolonge f; et £y e

L'outil fondamental de la démonstration est le théoréme de décomposition, vam
lable powr des fonctions & valeurs dans un espace de Fréchets Si f(x) est C,
sur la droite réelle, on peut toujours trouver deux fonctions £ (z) et £ (z) ,

l V4 A
( 6) Clest un raffinement du théoréme du tube.



respectivement C, pour y >0 et y <0, et analytiques pour y >0 et
y <0, et telles que leurs valeurs au bord vérifient

£(x) = £7 (%) = £ (%) »

Nous esquisserons la démonstration (faite par He EPSTEIN) dans le cas o

£,(x, » %) =£.(x, , x,) seulement sur mn carré R= “Xll <1, lle <1}

on va voir que fl et fz sont alors les valeurs au bord d'une fonction
- s
)

F(zl,zz) analytique dans (

®E* UG UYR)) nly, >0 y, > 0} .

o
<
[

E*:{yl>O; y2<0}

o

& ={y, <03 y, >0} .

En vertu du théoréme de décomposition cité précédemment, il existe deux fonctions
g+(zl , zz) analytique dens {y; >0; 7, >0} et g (2 7‘2) analytique
dans {y; >0; y, <0}, Gy au bord telles que
+ G
10z s x) =g (2 5, %) -7 (3; 5 %) .
Considérons alors g (x; , 2,) ; comme
- +
g(x » %) =g -5,0x ,x) pur {|x]<t, [g]|<1},

elle se prolonge suivant

e +
g(Xl,Zz)=g~2,pOfur I} <1, y >0 .

1
( 7) Clest un raffinement de 1l'exemple ci-dessus s Obtenu lorsque g et

%-—»O.



Maintenant, on peut toujours prolonger

Lo Aund by

g (Xl ’ ZZ) & {xl réel quelconque ; ¥, € c} ,

C étant le plan complexe privé des coupures lx2| > 1 (c'est le prolongement
C_, d'une fonction C_ de x & valeurs dans un Fréchet, hors de 1'intervalle
l <)

Décomposons de méme

T, ) =0 (x , 3) =0T (x , %)

h'l'(z1 , zz) est analytique dans {yl >0; y,€ c} ,

b (z, , 2,) est amalytique dans {y, < 0; y,e C} ’

(elles sont C, au bord).

Comme g (x; , z,) est, pour |x1l <1, la valeur au bord de g (z; , 2,) ,
h™(z; , %) est prolongeable suivant T (z , z,) = h' + g~ dans
{3’1 >0, ¥, < 0} .

En particulier, Tf'(zl , z2) est analytique dans
{y, >0, y2<O}U{yl<O, y2>0}

et ses valeurs au bord dans ces deux tubes coincident pour {Ix ] <1l ]*c2l <1.
Donc % (zl , 22) est prolongeable dans (% u & u Y(R)) « Par suite la fonce-
tion (g -ht s+ )("1 ’ zz) qui pralonge fl et f2 est bien analytique dans

®(E v & U¥R) iy, >0; ¥, >0} .

Cette démonstration se généralisc au cas de n variables et permet ainsi de
traiter des cas ol le domaine ® comprend dewx tubes non opposése
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Exemple. = ® =& U &1~ U BR) ¢

‘G'-E{E—y)'l'l'ooo +-§'n€V+, ;'2 GV-,'."S’ZneVl—} .

‘s . . R . 8 \ \
R est une région réelle invariante par les translations (1 ) paralléles &
Ozl » et sa base dans les variables (%, , oss , J_En) est un double cone

~\

i’ie{gi+v+} n{é’i+V"}; 2<ign

-

+
o 8! -2, eV .
1 1

P

R(R) est l'intersection d'un voisinage complexe ¥(R) de ® avec 1l'enveloppe
comvexe &(&8F ua'T) .

On peut alors montrer par application du théoréme précédent que
2@) =%#[6 u (=5) u Y(R)] n &(BTUBT)
N , - + ->
oi T représente le tube {y2 €V, ene , ¥, € 4.

5¢ Utilisation de variables surabondantes.

Nous n'avons pu jusqu'd présent obtenir de résultats simples par ce genre de

méthode, et nous noue contenterons donc de poser quelques questions.

Soit ©® le domaine initial défini dans une variété analytique complexe ¥ &
n dimensions, et supposons que l'on plonge analytiquement ¥ dans un espace
Qm 3 m>n e On peut considérer ® soit comme la projection sur ¥ , soit comme
l'intersection avec ¥ d'un domaine A c -qm o Supposons que 1l'on sache construire
%) $ peut-on dans certains cas en tirer des renseignements intéressants sur

®O) 2

18 2 , S . 2

( ) Cette invariance est effectivement réalisée pour la région R donnée par
la physique : en considérant celle-ci comme union de doubles ctnes, on peut donc
en principe calculer un agrandissement du domaine.
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En ce qui concerne la projection sur ¥ (parallélement & des coordonnées ana~
lytiques), on ignore si la pseudo-convexité (Llocale) est conservée par projec-
tion, en dehors du ces trivial ou le "contour apparent" est tracé sur une variété
analytiques S'il y a conservation de la pseudo-convexité, cette méthode pourrait

alors présenter de 1'intér8t pour le calcul de ®(®)

Considérons par exemple le probléme qui nous occupe : Soient p tubes

. =1ImzeC.}t cC
j=tmzelilegy

o C, est un cbne convexe (1< j <p), et soit ¥(R) wun voisinage complexe
d'une région réelle R . Construire

:p
=1

% 0 5 o vR)
J

Considérons alors p fonctions fj(z) (L £ j <p) respectivement analytiques
dans les tubes Gﬁ et telles que leurs valeurs au bord coincident dans R .

Prenons sur la frontiére de chaque tube G% un systéme surabondant de vecteurs

3§r) + On a ainsi @e fagon non unique)

2= 2 232 pour teut z eC .
] J J ~n
i(r)
, . \ actinit alors . () .. .
haque fonetion fj(z) definit alors une fonction gj(zl cee 7 ) analytique
en particulier dans

{mz§r)>o, Ing’;”)=o; it £33 .

De plus les bords de ces fonctions gj coincident sur une région réelle R!

dont la projection dans 1l'espace initial est R . On a alors un probléme que 1l'on
sait résoudre dans ces variebles auxiliaires (du moins pour certaines régions

®R' ) 5 il est du type étudié dans la section 4. Si on sugmente indéfiniment le
nombre des 3§r) de fagon & approcher les tubes &, arbitrairement prés, peut-on

en déduire des informations sur 1'enveloppe d'holomorphie cherchée ?

En ce qui concerne la deuxiéme possibilité, considérer ® comme 1'intersection

avec ¥ d'un domaine A C Qm s aucune application n'a été faite jusqu'd présent.
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Le seul théoréme que 1l'on connaisse & ce sujet est celui-ci, dfl & He CARTAN

Si A est un domaine d'holomorphie dans Qm coupé per une veriété analytique
& m~1 dimensions ¥ suivant ® , alors toute fonction analytique dans ®
est prolongeable dans A .

Sevle une extension de ce théorime & des cas ou A n'est pas un domaine

d*holomorphie pourrait €tre utile, de notre point de wvue.

FIGURES

Les domaines sont représentés par leurs traces dans les parties imaginaires,
lorsque la partie réelle M est fixde. Les figures (a) et (e¢) correspondent
au cas o M € R ; la trace de Y(R) est alors un voisinage Y(M) . Les courbes
8 représentent la frontiére du domaine naturel #(Z' y T u ¥(R)) .

On définit le domaine @, comme la partie hachurée dans les ires (2) et (b) )

(a) MeRr

e

(v) MER .
De méme @, est défini par la partie hachurée dans les figures (c) et (d) :

(e) M € R

e

(a) MER .

Il est clair que :

0, U e, =%(° VU TV YR))

NO, =0

%®,) =%(c* U g7 UYR))

R@z) =®2 .

Dol .
;ﬁ(@l n @2) =%(T VT UYR))n ®

2 3

soit
®@) =@ VT UYR) N T .
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