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8-01

LES PROBLÈMES DE CONSTRUCTION D’ENVELOPPES D’HOLOMORPHIE
EN THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPS

par Jacques BROS

Séminaire LE LONG
(Analyse)
4e n° 8 13 mars 19~

Dans l’état actuel de la physique des particules élémentaires,

on ne possède aucun modèle calculable de théorie des champs qui permette de pré-
dire convenablement les résultats expérimentaux. Cette situation a conduit cer-

tains physiciens ( ) à développer une "théorie axiomatique des champs" où partant
de quelques principes très généraux dans le cadre traditionnel de la mécanique

quantique relativiste, on essaie de déduire des relations mathématiques vérifiées

par les quantités observables.

Dans ce développement, il s’est avéré que les principales quantités observables

(amplitudes de diffusion de particules élémentaires sur une cible) pouvaient
chacune être considérées comme la valeur au bord d’une fonction de plusieurs
variables complexes F , analytique dans un certain domaine initial C c C ,

prescrit par les axiomes de départe

Le domaine S n’étant pas un domaine naturel d’ holomorphie, le problème se

pose, en l’absence de toute forme explicite de F ~ de trouver le domaine de pro-

longement commun à toutes les fonctions F possibles analytiques dans ~ 9 c’es’t~.

à-dire l’enveloppe d’holomorphie R(D) .

Ayant trouvé on peut espérer écrire des formules intégrales ( ) permet-
tant de représenter toute fonction F analytique dans au moyen de ses

valeurs au bord en certaines parties de la frontière. L’espoir est de pouvoir
ainsi démontrer des relations (appelées "relations de dispersion" par les physi-
ciens) où les fonctions analytiques n’interviennent que par des valeurs au bord

représentant des quantités observables.

Nous nous proposons ici, après avoir précisé le type de domaine initial S

( ) Pour une revue d’ensemble de la question, voir par exemple [2l], 4e partie ;
comme articles originaux, voir : [l] (dernier chapitre et appendice)~ [9]~ [H]
et [12], [23], [24j et [25].

(2) Telles que la représentation d’OKA-WEIL : cf. P. LELONG [14].



introduit par la physique, d’exposer sur des exemples les quelques méthodes qui
nous ont permis de prolonger 0 ~ ou dans quelques cas très simplifiés d’obtenir
?(0) .

1. Le domaine initial S donné par.. la physique.

Notation. - L’espace-temps (3) est défini par la donnée sur R4 de la forme

bilinéaire

où x ~ y sont deux quadrivecteurs quelconques

Le "cône futur" V+ est l’ensemble {x : x.x ~ x2 > 0 ; x(0) > 0} .
Le "cône passés est V" = - V+ .

le groupe de Lorentz réel est le groupe des transformations linéaires réelles
de l’espace-temps par lesquelles la forme ~.~ est invariante. La donnée de la

même forme x.y sur C permet de définir de façon analogue lo groupe de Lorentz

complexe.

Les grandeurs fondamentales de la théorie sont des distributions tempérées
r03BE1,...,03BEn agissant sur les fonctions 03C6(03BE1 , ... , 03BEn) ~ S4n de n quadri-

vecteurs réels de l’espace-temps, n pouvant prendre toute valeur positive entiers

Chaque distribution r ~ jouit des propriétés suivantes :
~1~-~

i~ Son support est un cône convexe C du type

ii. Elle e s t invariante par le groupe de Lorentz réel.

On considère les transformées de Fourier  , ...,xn 
= Fr03BE1,

...,03BEn , F 
étant

définie par :

(3) Considéré ici comme espace vectoriel.



pour cp ~ S4n .
En vertu de théorèmes bien connus (4), cha, q ue ~ possède alors les

~ -~

propriétés:

i. r 
- 

est une distribution tempérée, limite d’une fonction

f(z ’ ... , zn) (zi = xi + iy) analytique dans le tube

ou. est le cône dual de C .

il. f(z. ~ ... ~ z ) est bornée par des polynômes au voisinage de la frontière

de S et à l’infini (~).
iii. ... , z ) est invariante par le groupe de Lorentz réel.

Certains physiciens ( ) ont été conduits~ en exploitant simultanément les pro-

priétés (i) et (iii) à étudier l’analyticité dans l’espace des invariants z..2:. ~
-L J

pour les plus faibles valeurs de n , cette étude a pu être menée assez loin, mais

pour n quelconque, il peut paraître plus simple d’étudier d’abord l’analyticité
dans l’espace initial ( ~ ).

Nous retiendrons donc ici donnée, pour chaque n ~ de plusieurs fonctions

... , z ) analytiques dens des tubes de base conique dont les intersec-

tions deux à deux sont vides. Par exemple :

(4) Cf. par exemple : L. SCHWARTZ [20], J.-L. LIONS [18].
( ) Nous laisserons de côté ici ces restrictions de croissance au bord, qui n’ont

pas encore été exploitées de façon générale.
(~ Cf. [10] et [13].
( ) C’est le point de vue adopté notamment par Vw GLASER, dont nous présentons

ici un certain nombre de résultats. Un exposé plus complet et détaillé de ces
problèmes est actuellement en préparation (en collaboration : J. BROS, H. EPSTEIN
et V. GIASER).



f est analytique dans S~ ... ~ ~ ~ V~)

f" est analytique dans 5’"=E{y~~ V"~ ... ~ y" e 

f’" est analytique dans S~={~ + .~ ~~n~~ ~ ~2~~" ~ -’ ~ ~ ~~

En outre, pour chaque n fixé, la physique impose à ces différentes fonctions
que leurs valeurs au bord rx1...xn coïncident deux à deux (au sens des distri-

butions tempérées) dans certaines régions réelles ? . Par exemple :

dans le domaine réel ~ défini par l’ ensemble des conditions :

On peut alors montrer au moyen d’une intégrale de Cauchy que ces différentes
fonctions analytiques de 4n variables sont en fait prolongeables suivant une
même fonction analytique F(z1 , ... , zn) (8).

Plus précisément, soient f et f t analytiques respectivement dans les tubes
S et S’ dont les bases imaginaires pures sont les cônes convexes C et C=

d ’ intersection vide. Deux cas sont possibles :

- Si fonction F qui prolonge f et f est analytique
dans un voisinage complexe V (R) de la région réelle R de coïncidence [ V R)
est indépendant de F ]. Ainsi la distribution tempérée, limite commune de f

et f’ dans R , est en fait une fonction analytique dans R . Ce cas est celui
des tubes ~~ et ~~ donnés par la physique.

théorème~ démontre par certains physiciens, est connu d’eux sous le nom
de théorème de l’"edge of the voir par exemple [1] appendice, [7], [5]et [ 8].



- Si C n (- C ~ ~ ^ ~ ~ il n’y a plus analyticité aux points nais tout

couple ~f ~ se prolonge encore suivant une fonction ~’ analytique dans

03B3(R) ~ ~(L u L’) ; ~(L u L’) désigne l’enveloppe convexe de L u L’ et 03B3(R)
est un voisinage complexe indépendant de F. Ce cas est celui des tubes

5~ et ~t~ donnés par la physique.

Ce théorème de prolongement local au voisinage des points de R étant démontrée
le problème se pose de construire l’enveloppe d’holomorphie de domaines

p du type :

Remarque. - La forne explicite de ’~( ~ n’a aucune importance, le rôle de Y (R)
étant simplement de relier les différents tube s pour définir un domaine D ; on

devra toujours pouvoir raisonner avec arbitrairement petit.

2. Exploitation des automorphisme s du 

La méthode la plus couramment employée prolonger le domaine D consiste

à le couper par des enserables analytiques tels que le théorème du disque s’appli-

que ; pratiquement, on peut même souvent définir explicitement un prolongement de

toute fonction analytique dans f~ au moyen d’une intégrale de Cauchy.

Cependant, dans l’application de ces méthodes, on est souvent guidé par cer-

taines particularités du que l’existence de groupes d’automor-

phismes dépendant analytiquement de paramètres réels. Nous exploiterons ici sys...

tématiquement ces automorphismes par une autre méthode qui est essentiellement
celle utilisée par BREMERMANN ( ) pour démontrer le théorème du. tube convexe.
Rappelons une propriété de continuité des fonctions sou.s-harmoniques de deux

variables réelles ( ) : si V (x , y) est sous-harmonique au voisinage d’un point

M , alors pour toute courbe continue y d’extrémité on a

(9) Cf. H. J. BREMERMANN [4].
(10) Cette propriété, démontrée indépendamment par résulte encore

du fait qu’un continu n’est effilé en aucun de ses points dans pour n = 2

(Cf. [2] et [3]).



(1) lim sup V (P) =V(M) e.

P~M;P~03B3

On en déduit le "théorème de continuité" suivant (9), conséquence immédiate de
la propriété rappelée.

Soit dans ~~ un chemin continu z =z(t) (O~t~l ; z ={z~ ~ ~.. ~z~D
tracé dans un plan analytique n à une dimension :

où u(t) est continue dans a ~ On considère dans C
_.~.. 

" 
20142014201420142014201420142014201420142014 

" ~ ~ ~..n..1
un domaine A qu i= pour 0  t  1 contient le disque

Alors, si ? contient de plus le point

K(s) contient tout le disque

Soit en effet

où r(P) est la distance de P à la frontière parallélement au plan
complexe des z (z = 0) . Pour P E H(D) , 03C6 (P) est une fonction plurisaus-

harmonique ( ) de P , et sa restriction au plan n est sous-harmonique. Consi-
dérons alors dans n la. fonction sous-harmonique

(~) Cf. [14J et 



Sur le chemin z = z(t) (0  t  1) nn a

et d’après (1)

Cette propriété s’étend immédiatement au cas ou le disque 1 a est remplacé

par un domaine quelconque du plan des z (0  t . L) ~ Soit ?(0) le

domaine limite de 0(t) ~ si 0 contient un point M quelconque appartenant
à l’ensemble {z = z(0) ~ z 

n 
e 0(0)} ~ alors contient cet ensemble.

Nous utiliserons ce résultat pour démontrer le théorème suivant.

THÉORÈME. - Soit dans C un groupe G de transformations 9(u) définies par

les fonctions analytiques z’ = z’(u y z) (z , z’ e C ) ; u est un paramètre
complexe choisi de telle sorte que G soit -additif et que z = z) .

On considère un domaine ? invariant par le sous-groupe réel de G

( u réel), et un sous’-domaine A ~ D simplement connexe possédant les propriétés :

i. Pour tout z ~ = {z’ = z’(u ~ z)} est une variété ana-

lytique à une dimension, telle que C n (j(z) contienne les droites : Im u = 0

et Im u = 1 .

ii. II existe un point z0 ~ 0394 , tel que 0 n contienne la bande

Alors, pour tout z ~ n w(z) contient la bande 0 . Im u . 1 .

Soit z e A ; on peut toujours trouver dans A une chaîne finie d’ouverts

tels que z0 G 03A90 , z e Q , Q, n 03A9i+1 i § et dans chaque Q, un système de
P 3 3 r 3



coordonnées locales telles que toute orbite ~ z E ~ , ~ soit parallèle à un
plan de coordonnées complexes. Il existe alors dans 0 une ligne brisée y
d’extrémités z et z.. ~ composée d’ u n nombre fini d’arcs et telle que chaque
arc soit un segment linéaire réel dans un ouvert Q. ~

J

Appelons y’ c y l’ensemble des points Ç de y tels n 

contienne la bande On va montrer que y’ est à la fois ouvert

et fermé dans y ; comme y’ contient au moins il en résultera y’ = y ;
alors en particulier le point z pris arbitrairement dans A vérifiera bien la

propriété annoncée. Le fait soit simplement connexe assure que le prolon-
gement ainsi obtenu n’est pas ramifié au-dessus de C .

~n

Que y’ soit fermé résulte du théorème de continuité énoncé soit

~ un point frontière de y’ 9 il appartient à un certain ouvert Q. dans lequel
le théorème s’applique lorsqu’on tend vers Ç sur le segment linéaire de y’ qui
le contient ; on agrandit ainsi la gégion d 1 analytic i té autour du point Ç (c’est-
à-dire u = 0 ) dans l’orbite ~~~~ . En transportant ce procédé de proche en
proche par le groupe des transformations analytiques S(u) (0  Im u  1) , on
obtient comme région d’analyticité toute la bande 0 : ~. u  1 dans la variété

~~~ ~ ey’.

Que y’ soit ouvert résulte de l’ invariance de D par le groupe réel. Soit

03B6 E y’ ; on peut touj ours trouver un voisinage 03B3( 03B6) tel que S(u) 03B3(03B6) ~ ~(D)
pour tout 0  p  1 . Utilisons maintenant l’invariance par
le groupe réel,. laquelle résulte de celle de D , d’après un théorème de H. Cartan-
P.Thüllen (12): 9(u) 03B3(03B6) e pour tout u tel que 0  Im u  1 . Donc

Remarque~ - Pour prouver ce théorème au moyen du théorème du disque, on est

obligé de "courber analytiquement" les orbites de façon que les droites
soient remplacées par le bord d’un disque. D’ autre part, si

on veut définir directement le prolongement analytique de toute fonction analy-
tique dans Q par une intégrale de Cauchy :

(12) Cf. E. CARTAN-P. THÜLIEN [6].



le problème de la convergence de ces intégrales se pose, en particulier : soit
une fonction d’une variable u analytique dans 0 ~ Im u.  ~ ~ bornée à
distance finie ; peut-on toujours trouver une fonction entière qui la majore
en module dans cette bande ?

Application. - Soit D ~ C un domaine du type défini dans I ; par exemple :

est un ~ z ~ ~ z ~ ... ~ un convexe

de Rn de sommet l’origine 0, E une deni-droite issue de 0 contenue dans

C ! un voisinage complexe arbitrairement petit que nous supposons

invariant par toute homothétie z’ =: exp(- nu) z, u réel.

Prenons pour G le groupe des homothéties complexes z’ = exp ~.. est

manifestement invariant par le sous-groupe réel. De plus :

i. Pour tout z E ~ ~ 1’ orbite c~( z~ ~ { z’ ~ exp(- nu~ z ~ ( u complexe) est
une variété analytique régulière dont la section par C c ontiant les droites

et 

ii. Pour tout tel que la section C n 

contient la bande 0 .: Im u  L .

Le théorème précédent s’applique donc ; l’enveloppe d’holomorphie contient

le domaine ~~ représenté paramétriquement par :

On montrera dans la suite == (C~ ~

il est clair que la trace sur les réels est le cône C (pour tout
s : Im s  0 , on a 03B6 = z/s ~ L ). C apparaît ainsi comme la région

? naturelle associée au groupe des homothéties de centre 0 .

Plus le tube L est riche en automorphismes, plus nombreuses sont les régions
R pour lesquelles on sait agrandir le domaine (8 : dans le cas générale seule



l’invariance de L par les translations réelles peut être encore utilisée et

donne la solution dans le cas ou ~ est un cône translaté de C ~ ce qui est
trivial.

Dans le cas physique ~~ = ~~~ s ~ est le produit topologique de n cônes

V . Les "inversions"

où e~ est un quadrivecteur réel dans V~ ~ sont des automorphismes des tubes

S~ et S"~

On peut alors considérer les groupes transformés du groupe d’homothétie par ces
inversions. Ils permettent de traiter le cas ou la région ~ naturelle est un

"double cône" :

En fait, de même qu’il suffisait de partir. à’une demi-droite L~ C pour obte-

nir tout le cône C comme région réelle d’analyticité, de même il suffit de
prendre pour ? le segment

pour obtenir tout le "double cône" y dans l’enveloppe d’holomorphie.

Un autre groupe d’automorphismee de L+ et L- est le groupe de Lorentz rcel

qai dépend de six paramètres. Des résultats analogues peuvent encore être obtenus:
il existe une région R. contenue dans la région ? donnée par la physique,
telle que 0 = ~ u ~ u V((~) se prolonge /~~A~ étant une



transformation quelconque du groupe de Lorentz complexe G~ ( 13 )~
Si on considère la région R tout entière donnée par la physique, il n’existe

malheureusement pas d’automorphisme adapté à elle, et on est alors réduit à faire
l’union de domaines du type précédent pour tous les "doubles cônes~ contenus
dans R .

3. Critères de convexité complexe.
Soit le domaine obtenu en appliquant à D une méthode du type précédent ;

quels critères permettent de se rendre compte si D’ est un domaine naturel

d’holomorphie, c’est-à-dire si D’ = K(0) .

En principe, il suffirait par exemple de constater que le domaine peut être
décrit sous la forme f(x , y)  0 où f est une fonction réelle plurisous-
harmonique. Ce genre de méthode est parfois applicable lorsqu’on a affaire à des
semi-tubes ou mieux à des tubes de base convexe. Si le domaine initial lui-même

est un semi-tube défini par :

g(xi , ... , x~ ,  Yn  ... , y~) ,

le problème de construction de l’enveloppe d’holomorphie revient à chercher la

plus petite (resp. plus grande) fonction plurisur-harmonique (resp. plurisous-
harmonique) majorant f (resp. minorant g ) ; cette méthode peut quelquefois
remplacer avantageusement la méthode des disques ; si on a un tube ( f et g ne

dépendent que de simple problème d’enveloppe Convexe.

Exemple ( ~ : daM le cas espace-temps à deux dimensions

( ) On constate ainsi qu’il n’est pas nécessaire de se restreindre à la classe
des fonctions invariantes de Lorentz pour obtenir un domaine d’analyticité inva-
riant par le groupe de Lorentz complexe. Ce résultat a été établi par différentes
méthodes, notamment par V. GIASER, R. JOST (non publié) et R. F. STRAETER [22].

( ) Cf. BROS (J.) et GLASER (V.). - L’enveloppe d’holomorphie de deux poly-
cercles (à paraître).



on se donne

u. - 1 v.... 1
Dans les variables log ’20142014 , est un tube (pour un voisinage

ui vi
03B3(R) convenablement choisi).

Un critère équivalent de convexité complexe du domine 0’ est l’ existence,

pour tout point M de la frontière de 0’ , d’un ensemble analytique CL (il) de

dimension n - 1 , passant par i’ et tel que un certain voisinage 

Le domaine ~ t obtenu dans la section précédente (cf. 2, équation ~~ ) ) nous

offre précisément un exemple de domaine naturel tel qu’en chaque point de la

frontière passe un plan analytique à coefficients réels (de dimension n - ~ ) ~
ne traversant pas Ce domaine a une représentation géométrique très simple.

Représentons Rn tout point complexe 2 OE C par un vecteur lié réel

v(z) d’origine Re z , équipollent à Im z ; le support de v(z) n’est autre

que la droite réelle passant par z (et z ). Le domaine peut alors ~tre

décrit comme l’ensemble des points z tels qie :

Démonstration.



Pour tout Ç , z appartient au plan réel à d.eux dimensions défini par 1t origine
0 et le vecteur lié v(03B6) ; comme Im 03B6 E C , ce plan coupe le cône convexe C

suivant deux demi-droites réelles que l’ on prend comme axes t~~2 . La trace
de p ~ 1 dans v.n tel plan est

Il est clair que si z est réel, alors z1 > 0 , z2 > 0 , soit z ~ C . Si z

n’est pas réel, le segraent joignant ~~ dans le plan complexe ne coupe

pas l’axe réel négatif ; donc on ne peut avoir + bzz + c == 0 , avec 
réels et de même signe ; la droite réelle, support de v(z) , contenant le point
z coupe donc nécessairement le cône C. La réciproque est immédiate.

La frontière de G~t est constituée de tous les points (réels ou complexes) des
droites réelles tangentes à C . Or par un tel point on peut toujours mener un

plan d t appui réel au cône C ; c’ e s t un ensemble analytique de dimension n - 1

qui ne traverse pas ~t . Ainsi

Extension au cas où R est une union de cônes translates de C , soit :

0n montre d’abord aisément par le théorème du tube que la région réelle d’ana-

lyticité après prolongement est l’enveloppe convexe ~(R) de R . (En effet,
chaque domaine élémentaire contient le tube de base réelle C ~~,~ , ~

Les points d’analyticité z non réels sont tels que le support de v(z) coupe

~ ~ . A cause de la convexité ce domaine est encore une enveloppe de

plans réels ; on a bien obtenu ?((0) .



Dans le cas des tubes "physiques" L+ = {y1 ~ V+ , ... , yn ~ V+} et

L- = - L+ , on obtient par inversion l’enveloppe d t holomorphie pour une région
union de "doubles cônes" ayant un sommet commun. On a alors la "convexité"

de la région dlanalyticitü. réelle (prolongement par rapport à des 

faces "inverses" de plans :

Dans le cas de régions ? plus générales comme celle donnée par la physique,
on ne sait pas si l’union des domaines relatifs à tous les doubles cônes contenus

donne l’enveloppe là encore le problème est de

trouver, si possible, une famille appropriée d’ensembles analytiques de dimension

n - 1 , la famille (3) ne convenant plus dès que n ~ 2. ~

4. Application do théorèmes globaux de déc omposition.
Supposons que 4~ soit de la forme ~~lors on a

Si toutefois on trouve

par une méthode quelconque de continuité, il semble qu’une raison plus profonde
de cette particularité doive exister. Un cas simple où cette propriété a lieu
est celui où D1 u D2 est un domaine d’holomorphie ; en effet, on sait que le

problème de Cousin généralise est alors résoluble, toute fonction

F analytique dans a est décomposable suivant F == où Flet F2
sont respectivement analytiques dans et ~z .

( ) Sauf dans le cas d’une seule variable ~’~ 
l!union donne bien H (D) dans ce cas.



Exemple dans C~ (cf. figure 1). - Soient les tubes :

où 0  ~1 , ~2  1, et R un domaine réel dont est un voisinage com-

plexe.

Le domaine initial est :

est le tube {~1 y + Y2 > 0 9 y1 + e z Y2 > 0} , enveloppe convexe de E

et ~’ .

Alors si R est une région naturelle pour le problème des tubes

On peut traiter des cas beaucoup plus généraux en s’inspirant d’une démonstra-
tion donnée par MALGRANGE de l’énoncé suivant ( ) ?
Soient deux fonctions 3 l’une x~) ~ C~ ~ (z. ~ x?) x~ 

y~ ~ 0 ~ analytique pour y~ >0 ~ f~(x~ ~ z~) ~ 0~ j~n 
pour x1 réel, y2  0 , analytique en z2 pour y? > 0 .

Pour tout x~) réel~ on suppose que f~(x~ ~ x~) ==~(x.~ x~) . Alors ~
il existe une fonction z~) , pour (yy ~ 0 , analytique

{y~ >0 ~ Y2 > 0} qui prolonge fi j~ f2 .
L’outil ibndamental de la démonstration est le théorème de décomposition, va-

lable pour des fonctions à valeurs dans un espace de Fréchet. Si f(x) est C~
sur la droite réelle, on peut toujours trouver deux fonctions f~(z) et f"(z) ~

( 1~ ) C est un raffinement du théorème du tube.



respectivement C~ pour y >.0 et y .~ 0 ~ et analytiques pour y > 0 et

y  0 ~ et telles que leurs valeurs au bord vérifient

Nous esquisserons la démonstration (faite par H. EPSTEIN) dans le cas où
f1(x1 , x2) = f2(x1 , x2) seulement sur un carré (R={jxJ  1, |x2|  1} ;

on va voir que f. et f2 sont alors les valeurs au bord d’une fonction

analytique - dans ( ) 
--

En vertu du théorème de décomposition cité précédemment, il existe deux fonctions
analytique dans 0 ; 7~ > 0} et g"(z~ ~ ~) analytique

dans {y~ >0 ; y~0} ~ C~ au bord telles que

Considérons alors z~) ~ comme

elle se prolonge suivant

( 1~7 ) C~est un raffinement de l’exemple ci-dessas, obtenu lorsque e. et

~ -~ a .



Maintenant, on peut toujours prolonger

C étant le plan complexe privé des coupures |x2 1 > 1 (c ’est le prolongement

C~ d’une fonction C~ de x1 à valeurs dans un Fréchet, hors de l’intervalle

|x1Î  1 ) .

Décomposons de méne

où

z~) est analytique dans {y.>0 ~ ,

z~) est analytique dans {y0 ~ 0} ,

(elles sont C~ au bord).

Comme z~) est, pour l  1 , la valeur au bord de z~) ~
est prolongeable suivant z~) = h + g** dans

720} .
En particulier, z?) est analytique dana

et ses valeurs au bord dans ces deux tubes coïncident pour {tx-.jl; 
Donc est prolongeable dans u 5" u V((H)) * Par suite la fonc-
tion (g - h 

+ 
+ h") (s. ~ ~) qui prolonge f. et f~ est bien analytique dans

Cette démonstration se généralise au cas de n variables et permet ainsi de

traiter des cas où le domaine a comprend deux tubes non opposes.



é1 est une région réelle invariante par les translations (18) parallèles à
Ox1 , et sa base dans les variables (3j , ... , % ) est vm double cône

est l’ intersection d’un voisinage complexe de R avec l’enveloppe
convexe ~~~+ u ~ t’"~ .

On peut alors montrer par application du théorème précédent 

où 0 représente le tube ~ 00FF 2 e V+ 9 . ~ . ~ 00FF n E V~ .

5. Utilisation de variable s surabondantes.

Nous n’avons pu jusqu’à présent obtenir de résultats simples par ce genre de

méthode, et nous nous contenterons donc de poser quelques questions.

Soit ~? le domaine initial défini dans une variété analytique complexe V à

n dimensions, et supposons que l’on plonge analytiquement V dans un espace

Ç~ ~ m >~ n . On peut considérer 0 soit comme la projection soit comme

l’ intersection avec V d’un domaine A ~ C . Supposons que l’on sache construire

~(0394) ; peut-on dans certains cas en tirer des renseignements intéressants sur
?(0) ?

( ) Cette invariance est effectivement réalisée pour la région donnée par
la physique : en considérant celle-ci comme union de doubles cônes, on peut donc
en principe calculer un agrandissement du domaine.



En ce qui concerne la projection sur V (parallèlement à des coordonnées ana-
on ignore si la pseudo-convexité (locale) est conservée par projec-

tion, en dehors du cas trivial où le "contour apparent" est tracé sur une variété

analytique. SI il y a conservation de la pseudo-convexité, cette méthode pourrait
alors présenter de l’ intérêt pour le calcul de H (D) .

Considérons par exemple le problème qui nous occupe : Soient p tubes

~û G, est un cône convexe (1 ~ j ~ p) , et soit un voisinage complexe
d’ une région réelle ~ . Construire

Considérons alors p fonctions f . ~ ~ ~ C l  j  p) respectivement analytique sJ
dans les tube s ~ . et telles que leurs valeurs au bord coincident dans 0B.

J

Prenons sur la frontière de chaque tube L. un système surabondant de vecteurs
e .. On a ainsi ~e façon non unique) 

J

Chaque fonc tion 1 . ( z ) définit alors une fonction .. , analytiqueJ J n

en particulier dans

De plus les bords de ces fonctions g. J coïncident sur une région réelle ~’

dont la projection dans l’espace initial est ~, . On a alors un problème que l’on
sait résoudre dans ces variables auxiliaires (du moins pour certaines régions

il est du type étudié dans la section 4. Si on augmente indéfiniment le
nombre des de facon à approcher les tubes ~. arbitrairement près, peut-on
en déduire des informations sur l’enveloppe dtholoillorphie cherchée ?

En ce qui concerne la deuxième possibilité, considérer 0 comme l’intersection

avec V d’un aucune application n’a été faite jusqu’à présent.



Le seul théorème que l’on connaisse à ce sujet est celui-ci, dû à H. CART&#x26;N :

Si A est un domaine d’holomorphie dans C coupé par une Variété analytique
à m - 1 dimensions V suivant D , alors toute fonction analytique dans 0

est prolongeable dans A .

Seule une extension de ce théorème à des cas où 0394 n’est pas un domaine

d’holomorphie pourrait être utile, de notre point de vue.

FIGURES

Les domaines sont représentés par leurs traces dans les parties imaginaires,
lorsque la partie réelle M est fixée. Les figures (a) et (c) correspondent
au cas eu M e R ~ la trace de est alors un voisinage V(M) . Les courbes
ô représentent la frontière du domaine naturel K(~u~"’u~(~).

On définit le domaine 0~ comme la partie hachurée dans lc;] (a) et (b)ï

(a) M ~ ~ ;

(b) .

De même 0~ est défini par la partie hachurée dans les figures (c) et (d) :

(c) M ~ R ;

(d) M ~ R .

Il est clair q.ae ;
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